Hadronischer Higgszerfall bis (9(0/51)

Diplomarbeit

vorgelegt von

Marco Schreck

Universitit Karlsruhe
Fakultat fir Physik
Institut fiir Theoretische Teilchenphysik
2007

Referent: Prof. Dr. Steinhauser
Korreferent: Prof. Dr. Kihn






Erklarung

Hiermit erkldre ich, dass ich die vorliegende Diplomarbeit selbststéindig und ohne un-
zuléssige fremde Hilfsmittel angefertigt habe. Die verwendeten Literaturquellen sind im

Literaturverzeichnis vollstdndig angegeben.

Karlsruhe, den 14. Juni 2007

Als Diplomarbeit akzeptiert:

Karlsruhe, den 14. Juni 2007

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Higgs-Phdnomenologie

2.1 Die Einschrankung der Higgsmasse . . . . . . . .. . ... ... ......

2.2 Higgsproduktion und -zerfall . . . . .. ... ... .. 000

2.3 Die Suche nach dem Higgsteilchen bei heutigen Collidern . . . . ... ..
2.3.1 Die Suche am LEP bis zum Jahr 2000 . . . . ... ... ... ...
2.3.2 Die Suche am Tevatron . . . . .. ... ... .. ..........

Die asymptotische Entwicklung
3.1 Aufteilung des Integrationsbereichs . . . . . . . ... ... ... ... ...
3.1.1 Beispiel: Massive Ein-Schleifen-Zweipunktfunktion mit &uflerem
Impuls . . . . . o
3.2  Asymptotische Entwicklung auf diagrammatische Weise . . . . . ... ..
3.2.1 Subgraphen und Ko-Subgraphen . . . . ... ... ... ... ...
3.2.2 Das Vorgehen im Falle eines kleinen dufleren Impulses . . . . . . .
3.2.3 Graphische Durchfiihrung der asymptotischen Entwicklung am
Beispiel von Zweipunktfunktionen . . . .. .. ... ... .. ...

Das optische Theorem

4.1 Motivation zur Verwendung des optischen Theorems beim H — gg

4.2 Berechnung der Zerfallsbreite iiber Propagatorkorrekturen . . . . . . . ..
4.2.1 Fiihrende Ordnung . . . . . . . . . .. ...
4.2.2 Niéchst-zu-fithrende Ordnung . . . . . . . ... ... ... ... ..
4.2.3 Néchst-zu-néichst-zu-fithrende Ordnung . . . . . . . . . ... ...

4.3 Zusammenfassung der gebrauchten Notation . . . . . . . .. ... ... ..

Der hadronische Higgszerfall

5.1 Die Zerfallsbreite zur Ordnung a2 . . . . . . . . .. ... ...
5.1.1 Das exakte Ergebnis im Einschleifenfalle . . . . . . .. .. .. ...
5.1.2 Die asymptotische Entwicklung ,,von Hand“ im Einschleifenfalle . .
5.1.3 Die Anwendung des optischen Theorems . . . . . . . ... ... ..

5.2 Die Zerfallsbreite ~ O(a2) . . . . . . . . ...
5.2.1 Beispiele von Vierschleifendiagrammen . . . . . . . . ... ... ..
5.2.2 Zur Renormierung der Ergebnisse . . . . .. ... ... ... ...

5.2.3 Présentation der Ergebnisse . . . . . . .. ... .. oL

13
14

15
17
17
17

18

21
21
23
23
24
25
27

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



Inhaltsverzeichnis 1

5.3 Die Zerfallsbreite ~ O(ad) . . . . . . ... 44
5.3.1 Beispiele von Fiinfschleifendiagrammen . . . . . .. ... ... .. 45
5.3.2 Renormierung der Ergebnisse . . . . . .. .. .. ... ... .. 47
5.3.3 Présentation der Ergebnisse . . . . . . .. ... 0oL 49

5.4 Uberpriifung der Unabhingigkeit von der Renormierungsskala . . . . . . . 55

5.5 Building Blocks . . . . . ... Lo 57
5.5.1 Anwendung der Methode der Building Blocks . . . . . . . ... .. 58

5.6 Modifikationen von Mincer . . . . . . ... ... oL 61
5.6.1 Anderungen an Topologien . . . . . . ... . ... ... ...... 62
5.6.2 Anderungen an Prozeduren . . . .. ... ... ... ... ..... 67

6 Hadronerzeugung durch Elektron-Positron-Kollisionen 71

6.1 Diskussion des Prozesses . . . . . . . . ... oo 71

6.2 Das R-Verhdltnis . . . . . . .. ... 73

6.3 Berechnung von QCD-Korrekturen . . . . . .. . ... ... ... ... .. 74
6.3.1 Zur Verwendung des optischen Theorems . . . .. ... ... ... 74
6.3.2 Das optische Theorem anhand des Wirkungsquerschnitts auf

Baumgraphenniveau . . . . . .. .. .. oo 76
6.3.3 Klassifikation der auftretenden Feynmandiagramme . . . . . . .. 78
6.3.4 Nicht-Singulett-Diagramme . . . . . . .. .. ... ... ... ... 79
6.3.5 Singulett-Diagramme . . . . . . . .. ... o0 82

6.4 Zur Anwendung des optischen Theorems . . . . . . . . . ... ... .... 83

6.5 Durchfiihrung der asymptotischen Entwicklung . . . . . . . ... ... .. 84
6.5.1 Demonstration an einem signifikanten Beispiel . . . . . ... ... 84

6.6 Zur Renormierung der Ergebnisse . . . . . . . . .. . ... 86
6.6.1 Renormierung des Drei-Schleifen-Anteils . . . . . . .. ... .. .. 86
6.6.2 Renormierung des Vier-Schleifen-Anteils . . . . . . . ... ... .. 87

6.7 Ergebnisse fiir das R-Verhiltnis ~ O(aa?) . . . . . .. .. ... ... ... 90
6.7.1 Nicht-Singulett-Anteil . . . . ... ... oL 90
6.7.2 Singulett-Anteil . . . . . . ... 93

6.8 Ergebnisse fiir das R-Verhiltnis ~ O(aa3) . . . . . .. .. ... ... ... 94
6.8.1 Nicht-Singulett-Anteil . . . . . . .. ... ... ... ........ 94
6.8.2 Singulett-Anteil . . . . . . . ... 103
6.8.3 Singulett-Anteil: der Fall masseloser u-,d- und s-Quarks . . . . . . 106
6.8.4 Singulett-Anteil: der Fall masseloser u-, d-, s- und c-Quarks . . . . 108

7 Parform und Tform — parallele Versionen von Form 111

7.1 Parform . . .. ... .. e 111
7.1.1 Test der Effizienz von Parform . . .. .. .. .. ... ... .. .. 112
7.1.2 Laufzeitmessungen . . . . . . ... ... ... ... 113
7.1.3 Die Variable ,MAXINTERMS* . . . . . ... ... ... ...... 114

7.2 Tform — eine multiprozessgestiitzte Version von Form . . . . .. ... .. 114
7.2.1 Abhé#ngigkeit der Laufzeit von der Anzahl der Threads. . . . . . . 115

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)

Universitit Karlsruhe (TH)



Inhaltsverzeichnis 1l

8 Zusammenfassung und Ausblick 117
8.1 Der hadronische Higgszerfall . . . . . . . .. ... ... ... ... .... 117
8.2 Das R-Verhdltnis . . . . . . ... ... . 117
8.3 Wie geht es weiter? . . . . . . .. . 118

8.3.1 Der hadronische Higgszerfall . . . . ... .. .. ... ... .... 118
8.3.2 Das R-Verhdltnis . . . . . . .. .. ... L 119
8.3.3 Die Parallelisierung von Form . . . . . .. .. ... ... ... ... 119

Appendices 121

A Herleitung der Zerfallsbreite des gluonischen Higgszerfalls auf Ein-Schleifen-
Niveau 121
A.1 Berechnung des Matrixelements ,straightforward* . . . . . . ... ... .. 121
A.2 Berechnung des Matrixelements mittels geeigneter Projektoren . . . . . . 123
A.3 Berechnung der Zerfallsbreite aus dem Matrixelement . . . . . . ... .. 126
A.4 Passarino-Veltman-Zerlegung . . . . . . . . ... oL 127

A41 DaslIntegral B, . . . . .. ... ... ... ... 127
A42 DasIntegral Cp . . . . . oo oo 128
A.4.3 Das Tensorintegral C,,, . . . .. ... ... ... ... ... ... 129
A.4.4 Berechnung der skalaren Integrale . . . .. ... ... ... .... 131
A.5 Der erste Test: Durchfithrung einer Taylorentwicklung des Matrixelements 134

B Schleifenintegrale: Probleme, Techniken und Anwendungen 141

B.1 Das Auftreten von Divergenzen . . . . . . . . . . . ... .. ... ..... 141
B.1.1 Unterscheidung der moglichen Divergenzen . . . . . . ... .. .. 142
B.1.2 Beispiel: Selbstenergie eines skalaren Feldes . . . . . . ... .. .. 142
B.1.3 Feststellung des Divergenzgrades durch Power Counting . . . . . . 143

B.2 Regularisierung . . . . . . .. .. L e 143

B.3 Renormierung . . . . . . . . . . e 144
B.3.1 Ein Beispiel aus der klassischen Elektrodynamik . . . ... .. .. 147
B.3.2 Beispiel: Herleitung des Massencounterterms in der QCD . . . . . 148

B.4 Die Berechnung von Schleifenintegralen . . . . . . ... . ... ... ... 152
B.4.1 Die Topologie eines Feynmangraphen. . . . . . . . .. . ... ... 153

C Form 155
C.1 Einfihrung . . ... . .. . . 155
C.2 Gliederung eines Form-Programmes . . . . . .. ... ... ... ..... 155
C.3 Funktionsweise . . . . . . . . . . . 156

C.3.1 Der Praprozessor . . . . . . . . . . . o 157

C.4 Anwendung auf Probleme in der phénomenologischen Teilchenphysik . . . 158

C.5 Schoonschip — der Vorgéinger von Form . . . . . . .. ... ... ... ... 159

D Einfithrung des Programmpakets Qgraf, Exp, Matad/Mincer 161
D.1 Qgraf . . . . e 161

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



Inhaltsverzeichnis iv
D.1.1 Die Modell- und die Stildatei . . . . .. ... ... ... ...... 161
D.1.2 Sperzifikation des Problems (Topologie) . . . . . . . ... ... ... 162
D2 QQEund Exp . . . . . . e 162
D21 Q2E . . .. 162
D.2.2 Exp . . .. 163
D.2.3 Ausgabe von Exp (auf dem Bildschirm) . . . ... ... ... ... 165
D.2.4 Ausgabe von Exp (Quelldatei) . . ... ... ... ... ...... 167
D.3 Matad . . . . . .. e 169
D.3.1 Unterstiitzte Integrale und Topologien . . . . . . . . . . ... ... 169
D.3.2 Die Berechnung der Schleifenintegrale . . . . ... ... ... ... 170
D.3.3 Sequentieller Ablauf . . . ... .. ... ... ... ... ... 170
D4 Mincer . . . . . . L e 171
D.4.1 Konzepte . . . . . . . e 173
D.4.2 Verbesserungen der neuen Version von Mincer . . . . . . . . .. .. 174

E Die Myon-Paarproduktion durch Elektron-Positron-Kollision auf Baumgra-
phenniveau 175
F Das Landau-Yang-Theorem 177
G Entkoppelte Ergebnisse 179
G.1 Hadronischer Higgszerfall . . . . . .. .. .. .. ... .. .. .. ..., 179
G.1.1 Néchst-zu-fithrende Ordnung . . . . . . . ... ... ... ... .. 179
G.1.2 Néchst-zu-néchst-zu-fithrende Ordnung . . . . . . .. .. .. ... 181
G.2 Das R-Verhdltnis . . . . . . . . . .. 185
G.2.1 Nicht-Singulett-Anteil . . . . . . . . ... ... L. 185
G.2.2 Singulett-Anteil . . . . . . ..o 193
H Form-Programme 195
H.1 Programme zur Berechnung der Entwicklung von M(H — gg) ~a?. . . . 195
H.1.1 Die Prozedur integral . . . . . ... ... ... . ... ..., 195
H.1.2 Die Prozedur taylor . . .. ... ... ... ... .......... 198
H.1.3 Das eigentliche Programm zur Taylorentwicklung . . . . . . .. .. 199
H.2 Renormierung des Fiinf-Schleifen-Beitrags zum hadronischen Higgszerfall 201
I Abkiirzungen 211
Literatur 217

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)

Universitit Karlsruhe (TH)



1 Einleitung

Das Standardmodell der Teilchenphysik hat sich bisher als iiberaus zuverléissig erwiesen,
um Teilchen und deren Wechselwirkung untereinander zu beschreiben, wurde es doch
in den letzten Jahrzehnten in Colliderexperimenten auf Herz und Nieren getestet. Eine
der bewegendsten Fragen der aktuellen Forschung entzieht sich jedoch weiterhin ihrer
Beantwortung: Was ist der Ursprung der Masse in unserem Universum? Das ist {iberaus
entscheidend, denn die Masse ist die Quelle der Gravitation, und diese wiederum ist
maflgeblich fiir alle Effekte, die von der allgemeinen Relativitdtstheorie vorhergesagt
werden, wie der Verzerrung der Raumzeit und damit beispielsweise der Ablenkung eines
Lichtstrahls im Schwerefeld der Sonne.

Im Jahre 1964 wurde das Problem in theoretischer Hinsicht dadurch gelost, dass der
Physiker Peter W. Higgs [1] das nach ihm benannte Higgsteilchen postulierte. Dabei hat
er ein wichtiges Prinzip, das seinerzeit in der Festkorperphysik schon liangst Fufl gefasst
hatte, auf die Teilchenphysik angewendet, ndmlich die spontane Symmetriebrechung.
Aus diesem Mechanismus geht das Higgsteilchen hervor, das allen Teilchen, mit denen
es koppelt, Masse gibt.

Das Higgsteilchen selbst hat sich bisher seiner Entdeckung entzogen. Es ist also noch ein
theoretisches Konstrukt, der letzte Baustein, der fehlt, um die Giiltigkeit des Standard-
modells letztlich nachzuweisen. Diesen Durchbruch zu leisten, kommt als Aufgabe vor
allem dem Large Hadron Collider (LHC) zu, an dem 2008 nach diversen Testlaufen die
ersten einschliagigen Experimente gestartet werden.

Da das Higgsteilchen mit sich selbst koppelt, besitzt auch dieses eine Masse. Die ist
jedoch ein freier Parameter der Theorie und kann nicht direkt aus dem Standardmodell
heraus berechnet werden. Es bleibt Aufgabe von Experimentalphysikern, die Higgsmasse
durch Messungen zu bestimmen, nachdem der eindeutige Nachweis des Higgs gegliickt
ist.

Die moglichen Prazisionsmessungen an modernen Collidern wie dem LHC oder Tevatron
erfordern vom theoretischen Standpunkt aus die Berticksichtigung von Quantenkorrektu-
ren hoherer Ordnung bei Produktions- und Zerfallserscheinungen des Higgsteilchens. Im
Rahmen dieser Diplomarbeit werden die Korrekturen fiir die Zerfallsbreite I'(H — gg)
bis O(a?) untersucht. Der Higgszerfall H — gg ist ein schleifen-induzierter Prozess und
besitzt im Bereich kleiner und intermediérer Higgsmasse ein Verzweigungsverhéltnis von
ungefihr 5%, spielt also fiir die Detektion des Higgs durchaus eine nicht zu unterschiit-
zende Rolle.
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Ein weiterer, vor allem im Large Electron Collider (LEP) wichtiger Prozess, auf dem in
dieser Arbeit das Augenmerk liegt, ist die Elektron-Positron-Vernichtung, aus der Ha-
dronen hervorgehen. Dessen Wirkungsquerschnitt o(ete™ — had) wird bis zur Ordnung
O(aa?) untersucht.

Bei hohen Ordnungen Stoérungstheorie treten in den relevanten Feynmanamplituden
komplizierte Schleifenintegrale auf, die von zwei physikalischen Skalen, ndmlich der Mas-
se des Topquarks und dem externen Impuls abhéngen. Im Allgemeinen lassen sich solche
Integrale nicht exakt 16sen und man ist auf eine Entwicklung des Integranden beziiglich
einer kleinen Grofle angewiesen. Eine wichtige und bewéhrte Technik stellt die asympto-
tische Entwicklung [2] dar, mit deren Hilfe komplizierte Integrale auf einfachere mit nur
einer einzigen Skala zuriickgefiithrt werden konnen. Die damit verbundenen Berechnungen
sind jedoch nach wie vor sehr umfangreich, weshalb man auf effiziente Computeralge-
brasysteme wie beispielsweise Form [3] zuriickgreifen muss.

Diese Diplomarbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 wird auf die Phinomenologie des Higgsteilchens eingegangen. Die Diskus-
sion richtig sich zuerst darauf, wie sich die Higgsmasse sowohl aus experimenteller als
auch aus theoretischer Sicht einschrinken lédsst. Der zweite Teil ist den Produktions-
und Zerfallsprozessen gewidmet, wobei darauf eingegangen wird, welche Prozesse in Ab-
héngigkeit von der Masse des Higgs am wahrscheinlichsten sind. Dies ist als Motivation
fiir eines der Hauptthemen dieser Diplomarbeit gedacht, ndmlich der Untersuchung des
Higgszerfalls H — gg.

Kapitel 3 und 4 sind reserviert fiir das technische Geriist, das als Grundlage fiir alle
Berechnungen dient, ndmlich die asymptotische Entwicklung und das optische Theorem.
Fiir die asymptotische Entwicklung existiert in der Praxis ein sehr anschaulicher Al-
gorithmus, welcher direkt von den entsprechenden Feynmandiagrammen des Problems
ausgeht. Dariiber hinaus werden die Vorteile aufgezeigt, welche die Verwendung des opti-
schen Theorems [4] bei der Berechnung von Wirkungsquerschnitten bzw. Zerfallsbreiten
mit sich bringt. Auch dies wird anhand einiger Beispiele niher erldutert.

Kapitel 5 und 6 sind schliellich der Prisentation aller Ergebnisse vorbehalten, ndmlich
zum einen fiir die Zerfallsbreite I'(H — gg) und zum anderen fiir das R-Verhéltnis R(s)
des Prozesses ete” — Hadronen [4]. Ein Abschnitt dient dazu, zu beschreiben, wie
man die nackten Resultate renormiert, da dies zumindest beim zweiten Prozess nicht
unbedingt trivial ist.

In Kapitel 7 wird kurz auf die parallelen Versionen von Form eingegangen, ndmlich Tform
[5] und Parform [6]. Vor allem fiir Parform wurden etliche Tests durchgefiihrt, was die
Laufzeit in Abh#ngigkeit von der Anzahl der Prozessoren oder der Entwicklungstiefe
angeht.

In Kapitel 8 sollen alle Ergebnisse noch einmal in prédgnanter Form dargestellt und
diskutiert werden. Des Weiteren werden Anregungen dariiber vorgebracht, was sich in
diesem Themenbereich zukiinftig lohnen wiirde, weiter zu untersuchen.
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Die restlichen Berechnungen und Betrachtungen, die nicht unbedingt in den Hauptteil ge-
horen, wurden auf den Anhang ausgelagert. Dazu gehort beispielsweise eine ausfiihrliche
Berechnung fiir I'(H — gg) zur fithrenden Ordnung in Anhang A. In diesem Zusammen-
hang wird auch auf die Reduktion von Tensorintegralen mittels der Passarino-Veltman-
Zerlegung eingegangen.

Anhang B ist einigen grundlegenden Gesichtspunkten zur Regularisierung und Renor-
mierung gewidmet.

In Anhang C und D wird die verwendete Software [7] ndher beschrieben. Dazu gehort
einerseits das Computeralgebrasystem Form, das Grundlage der Berechnungen ist, welche
in dieser Diplomarbeit durchgefiihrt werden. Andererseits soll auf die Funktionsweise
der Programme Qgraf [8], Q2E [9], Exp [10, 9], Matad [11] und Mincer [12] eingegangen
werden.

Anhang E kommt einer kurzen Abhandlung des Landau-Yang-Theorems [13] zu, das im
Zusammenhang mit dem Prozess ete™ — Hadronen sehr hilfreich war, um die Laufzeit
bei der Berechnung des R-Verhéltnisses bei einer bestimmten Klasse von Diagrammen
zu verkiirzen.

In Anhang F wird die Berechnung von ete™ — u™u~ auf Baumgraphenniveau prisen-
tiert. Da dies eigentlich Stoff in Grundvorlesungen iiber theoretische Teilchenphysik ist,
wird nur auf die wichtigsten Schritte eingegangen.

Anhang G dient dazu, die Ergebnisse fiir ['(H — gg) und o(ete” — Hadronen) in ent-
koppelter Form, also in einer effektiven Theorie mit fiinf Quarkflavours zu présentieren.
Dabei werden einerseits alle Ergebnisse fiir eine allgemeine SU(V,.) angegeben, um die
Farbstruktur der verschiedenen Beitrige erkennbar zu machen. Andererseits sind die
Resultate fiir den Fall der QCD abgedruckt.

Schlussendlich sollen in Anhang H einige Form-Programme aufgelistet werden, die im
Laufe der Diplomarbeit geschrieben wurden. Dazu gehort zum einen das Programm,
welches eine Taylorentwicklung von M(H — gg) bildet und zum anderen eines, das
die Renormierung von I'(H — gg) auf O(a?) durchfiihrt. Dieses soll als reprisentatives
Beispiel der Renormierungsprozedur unter Zuhilfenahme von Form dienen.
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2 Higgs-Phanomenologie

2.1 Die Einschriankung der Higgsmasse

Das Standardmodell der Teilchenphysik benttigt ein skalares Isospindublett

1

+ 1
¢ = <(ZO> mit Ty = +5,Y = 2 (2.1)

um die Massen der Fermionen und Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung W+, Z
erzeugen zu konnen [14]. Die Einfithrung direkter Massenterme fiir diese Teilchen schei-
tert, weil sie die Eichinvarianz als grundlegende Eigenschaft einer verniinftigen Theorie
zerstoren. Das skalare Isospindublett besitzt vier Freiheitsgrade, von denen drei den
Goldstonebosonen entsprechen, also den longitudinalen Polarisationen der W* und Z.
Diese longitudinalen Polarisationen sind nach dem Gupta-Bleuler-Formalismus fiir mas-
sive Vektorbosonen notwendig. Der {ibrige Freiheitsgrad korrespondiert einem physi-
kalischen skalaren Teilchen, n&dmlich dem Higgsteilchen. Dieses ist benannt nach dem
britischen Physiker Peter W. Higgs, der dieses Teilchen in seiner Arbeit zu gebrochenen
Symmetrien [1] postulierte. Die Giiltigkeit des Standardmodells ist erst dann gezeigt,
wenn das Higgsteilchen experimentell nachgewiesen wurde, was als Aufgabe aktuell dem
Tevatron, jedoch auch zukiinftigen Collidern wie beispielsweise dem LHC zukommt.

Die Higgsmasse selbst ist ein freier Parameter der Theorie. Von verschiedenen Collider-
Experimenten ist bekannt, dass sie zwischen 114 GeV (LEP1) und einigen Hundert GeV
(LEP, SLC) liegen muss. Dariiber hinaus lassen sich sowohl aus theoretischer als auch ex-
perimenteller Sicht Schranken fiir die Masse dieses bisher noch hypothetischen Teilchens
angeben [15]:

1.) Unitaritédtsschranke:

Wire my > 1TeV |, miissten die W- und Z-Bosonen stark wechselwirken, um die
Unitaritét bei der hochenergetischen Streuung zu gewéhrleisten. Dies tun sie natiir-
lich nicht, da sie keine SU.(3)-Multipletts sind und damit keinen Farbfreiheitsgrad
tragen.

2.) Zusammenbruch der Stérungstheorie:

Ein- und Zweischleifenkorrekturen fiir die Zerfallsbreiten der Prozesse H — ZZ,
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2.1 Die Einschriankung der Higgsmasse 6

H— WtW~ und H — ff sind numerisch bekannt:

T(H — ZZ, WrW™) ~ A(mg) <1 +2,800..

" 1672
: (22)
A O(\?)
2 [
+62,0308(86) (1672)2 + O(
) ~ g2 A a3 3

Betragt die Higgsmasse 930 GeV, dann ist beim bosonischen Zerfall die Zweischlei-
fenkorrektur so grofl wie die Einschleifenkorrektur. Beim fermionischen Zerfall tritt
dies erst fiir mpg = 1100 GeV ein. Um sinnvolle Stérungstheorie betreiben zu kon-
nen, sollten hohere Korrekturen merklich kleiner sein als die vorhergehenden. Die
Gewéhrleistung dieser Tatsache legt eine weitere obere Schranke fiir die Higgs-
masse fest, welche kleiner ist also die Unitaritétsschranke. Sie liegt bei ungefihr
700 GeV.

Verhalten der Higgs-Selbstkopplung A(u):

Ausgangspunkt ist zunéchst die Renormierungsgruppengleichung, welche das Lau-
fen der Kopplungskonstanten, also deren Abhéngigkeit von der Energieskala p
beschreibt:

dA(p) 1

i T (2407 + 12)g7 — 6] +...) (2.4)

Die Betrachtung zweier Grenzfille fithrt sowohl auf eine obere als auch eine untere
Schranke fiir my:

i) Amu) = m%/(2v%) > 1 (mu groB):

Unter dieser Bedingung sind auf der rechten Seite der Renormierungsgrup-
pengleichung alle Terme gegeniiber dem ersten vernachléssigbar. Durch Lo-
sen der vereinfachten Differentialgleichung stellt man fest, dass die Higgs-
Selbstkopplung A logarithmisch mit der Energieskala wichst nach dem be-
kannten Gesetz

1

Alp) = A 2.5

4m2 m¥
A(p) hat bei p = A einen Pol — den sogenannten Landau-Pol — der iiber die

Gleichung
2 2 2

In <A2> __am 1 (47”)> (2.6)

mé 3A(mg) 6 \'mp

festgelegt ist. Bei groflen A ist die Losung dieser Gleichung gegeben durch
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2.2 Higgsproduktion und -zerfall 7

ii.)

einen kleinen Wert fiir my, fiir kleine A ist es umgekehrt. In der Nidhe des
Landau-Pols wichst die Kopplung A(x) ins Bodenlose und die Stérungstheorie
bricht zusammen. Damit A(u) fiir g — oo endlich bleibt, muss A(myg) = 0
sein. Das Problem ist, dass dann die Wechselwirkung abgeschaltet ist und die
zugrundeliegende Theorie trivial wird. Der Umstand, dass die Stérungstheorie
bis zu einer Energieskala A (wie beispielsweise der GUT-Skala) funktionieren
soll, fithrt auf die Bedingung A(A) < 1. Hieraus resultiert eine weitere obere
Schranke fiir die Higgsmasse, ndmlich die sogenannte Trivialitdtsschranke.

A < g7 (mpy Klein):
Nach der Renormierungsgruppengleichung gilt dann

dA

— = —|const. 2.7
n = leonst (27)
womit die Kopplung A\ bei grofien Energieskalen einen negativen Wert an-
nimmt. In diesem Falle ist das Higgspotential nach unten unbeschrankt und
die Theorie hat kein verniinftiges Spektrum mehr. Dieses unphysikalische Ver-
halten liefert weitere Schranken fiir my.

4.) Direkte Suche nach dem Higgsteilchen in Collider-Experimenten:

Da das Higgsteilchen in gegenwértigen Experimenten noch nicht gefunden wurde,
muss dessen Masse zwischen 114 GeV und einigen Hundert GeV liegen, wie dies
schon auf Seite 5 erwdhnt wurde. Diese Schranken sind ersichtlich aus den Daten,
die man am LEP und anderen Collidern gesammelt hat.

2.2 Higgsproduktion und -zerfall

Im Standardmodell sind Zerfallsbreite, Verzweigungsverhéltnis und Wirkungsquerschnit-
te fiir Streuprozesse des Higgs unter anderem durch die Yukawa-Kopplung an Fermio-
nen charakterisiert. Diese Groflien hidngen von der Masse der jeweiligen Fermionen und
Eichbosonen ab. Zur Diskussion der Zerfallserscheinungen und der Phéinomenologie ist
es geschickt, drei Fille zu unterscheiden und zwar den Bereich niedriger Higgsmasse
(mp < myg), intermedidrer Higgsmasse (mz < mp < 2myz) und groBer Higgsmasse
(mu > mgz).

HO

Fakultit fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



2.2 Higgsproduktion und -zerfall 8

600 m; = 175 GeV
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10° 108 10° 102 10 10'®
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Abbildung 2.1: Unsicherheiten auf untere und obere Grenze von my mit my = 175 GeV
und as(mz) = 0,118 (Quelle: [15])
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Fiir kleine my ist der Higgszerfall in ein bb-Paar dominant, da er ein auf Baumgra-
phenniveau induzierter Prozess ist und die Masse des b-Quarks mit ungefihr 5 GeV die
Massen fast aller anderen Teilchen, die in diesem Bereich relevant sind, iibertrifft. Dieser
Zerfall macht etwa 90 % des Verzweigungsverhiiltnisses aus. Der restliche Prozentsatz
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2.3 Die Suche nach dem Higgsteilchen bei heutigen Collidern 9

verteilt sich auf Zerfille in cc, T71~ und gg.

b,¢,tt

g Y
b,c,T™

Die im Rahmen dieser Diplomarbeit betrachtete Zerfallserscheinung in Gluonen iiber
eine Top-Quark-Schleife besitzt bei myg = 120 GeV ein Verzweigungsverhéltnis von etwa
5% und wird besonders fiir intermediéire Higgsmassen wichtig. Analog dazu sind auch
die Zerfille in zwei Photonen yy bzw. ein Eichboson Z und ein Photon y moglich. Sie
sind zwar selten, aber sehr gut nachweisbar. Fiir my > 2my verlieren diese Prozesse
sehr schnell an Bedeutung. Dann werden die Zerfille in WTW™- und ZZ-Paare (mit den
Verzweigungsverhéltnissen 2/3 bzw. 1/3) dominant, da deren Zerfallsbreite kubisch von
der Higgsmasse abhingt und damit fiir groffe Higgsmassen an Bedeutung gewinnt:

2
1 Grp 4 4m2; [ 3 [4mi miy
Fw+w- = s——7= mpy /1 ——~- | = —4—+1 2.
: 8ryv2 1 mi 4\ mi mi; ! 29

W+ Z t
A 7 t

Bei myg = 2m¢ wird noch der Zerfall in ein tt-Paar kinematisch moglich. Dessen Zer-
fallsbreite I" ist in niedrigster Ordnung Stérungstheorie jedoch nur proportional zu my:

2.3 Die Suche nach dem Higgsteilchen bei heutigen Collidern
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2.3 Die Suche nach dem Higgsteilchen bei heutigen Collidern 10

2.3.1 Die Suche am LEP bis zum Jahr 2000

Der Suche nach dem Higgsteilchen am LEP liegt der sogenannte Bjorken-Prozess (auch
Higgsstrahlungssprozess genannt) Z — Z*H — Hff zugrunde [14]. Dabei strahlt ein Z-
Boson ein Higgsteilchen ab, wird virtuell und zerfillt danach in ein Fermion-Antifermion-
Paar. Der Zerfall ist zwar unterdriickt durch die elektroschwache Kopplung, jedoch so-
wohl beim LEP1 als auch beim LEP2 von entscheidender Bedeutung, weil an diesem
Collider eine grofle Anzahl an Z-Bosonen erzeugt wird. Da der Bjorken-Prozess bisher
nicht nachgewiesen werden konnte, lassen sich Higgsmassen < 114 GeV ausschlieflen.

6 : —
1 Aagd = _
5- — 0.02758+0.00035 i
. =+ 0.02749+0.00012 HE
4 »incl. low Q” data M -
N>< | |
I 37 |
5] |
1 |
o | Excluded |
20 100 500

m, [GeV]

Abbildung 2.2: ausgeschlossener Bereich fiir my durch Messungen am LEP; Quelle:
http://lepewwg.web.cern.ch/LEPEWWG/plots/summer2006/

Am LEP2 gilt ebenfalls der Bjorken-Prozess als Grundlage fiir die Higgssuche. Da hier
eine hohere Schwerpunktsenergie zur Verfiigung steht, kann sich das Z-Bosonauf der
Massenschale befinden, wobei das Higgsteilchen am wahrscheinlichsten in ein bb-Paar
zerfillt. Liegt myy in der Nihe der Z-Masse, liefert die Reaktion ete™ +— ZZ +— bbZ einen
betréchtlichen Untergrund an Z-Bosonen, was natiirlich beim Nachweis ein Problem
darstellen kann.
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2.3 Die Suche nach dem Higgsteilchen bei heutigen Collidern 11

2.3.2 Die Suche am Tevatron

Das Higgsteilchen am Tevatron zu finden, ist prinzipiell moglich, stellt jedoch eine grofie
Herausforderung dar. Dies ist darin begriindet, dass die Wirkungsquerschnitte der mogli-
chen Produktionserscheinungen relativ klein sind und diese Prozesse durch einen grofien
Untergrund {iberlagert werden. Beispielsweise kommen auf 100 Untergrundsignale fiinf
Signale, die vom Prozess ZH — llbb ausgehen, und von diesen fiinf wird im Schnitt nur
ein einziges akzeptiert. Das Ziel ist somit, die Signalakzeptanz zu verbessern, ndmlich
den Trigger und die Identifikation von b-Quarks, also das sogenannte b-Tagging. Mittels
eines Silizium-Mikrovertexdetektors kann dies vollbracht werden, da dieser ein besse-
res Signal-zu-Rauschen-Verhéltnis besitzt. Weitere Innovationen wéren, den Untergrund
mittels effizienterer b-Tagging-Algorithmen und einer besseren Massenauflésung zu ver-
ringern. Durch eine Verwendung sogenannter neuronaler Netze konnte man die Analyse
verbessern, um die signifikanten Signale aus dem Untergrund zu extrahieren.

Am Tevatron sind die Prozesse qq — WH — Wbb bzw. qq — WH — Wttt fiir die
Higgssuche am geeignetsten. Der Zerfall qq@ — ZH — Zbb ist von geringerer Bedeutung,
da der neutrale Strom schwécher koppelt als der geladene [14].

Leider werden diese Reaktionen iiberlagert durch einen Untergrund an bb- und tt-Paaren,
die aus WZ — Whbb bzw. WZ — Wit resultieren. Bei einer Luminositit von ungefihr
2 fb~! wird das Higgs nur dann nachgewiesen werden konnen, falls die Higgsmasse kleiner
als die Masse des Z-Bosons ist. Um fiir den Massenbereich jenseits des Z-Bosons sensitiv
zu sein, muss die Luminositdt auf jeden Fall erhoht werden.

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



2.3 Die Suche nach dem Higgsteilchen bei heutigen Collidern

12

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



3 Die asymptotische Entwicklung

Die exakte Berechnung von Schleifenintegralen erweist sich oft als schwierig bzw. in vielen
Féllen als unmoglich. Bei einer vorgegebenen Schleifenzahl nimmt die Komplexitét eines
solchen Integrals mit der Anzahl der Skalen (also Massen und #ufleren Impulsen) zu,
weshalb die analytische Auswertung vor allem dann scheitert, wenn der Integrand von
mehreren Skalen abhéngt.

Das Ergebnis eines Schleifenintegrals besteht im Allgemeinen aus Lorentz-Invarianten,
die sich aus den auftretenden Skalen zusammensetzen lassen, so dass die Massendimen-
sion des Ergebnisses der Massendimension des zu berechnenden Integrals entspricht. Ge-
nau das stellt bei komplizierten Integralen den Knackpunkt dar, da man aus mehreren
Skalen dimensionslose Invarianten bauen kann, die als Argument von beliebig komplizier-
ten Funktionen (beispielsweise Polylogarithmen oder hypergeometrischen Funktionen)
auftreten konnen. Zur Veranschaulichung soll folgendes Beispiel dienen. Angenommen,
der Integrand beinhaltet zwei Skalen, ndmlich einen &ufleren Impuls ¢ und eine Masse
m:

dk
) = | G o

n

Dimensionslose Invarianten sind dann (m?/¢?)" und das exakte Ergebnis besitzt die

Form [2]

.« I(l+e) q°
Fp(m,q) :—IWQWQFl (1,1—‘-5,2—5717]’2 (32)

wobei es sich bei 9 F7 um eine hypergeometrische Funktion (Verallgemeinerung der geo-
metrischen Reihe) handelt, welche definiert ist durch:

_ _ 2 T(a+n)T(b+n)T(c) 2"
2F1(a, b5, 2) = Z T(a)T'(b)T(c+n) n!

n=0

(3.3)

Es ist erschreckend, wie kompliziert schon das analytische Ergebnis eines Einschleifenin-
tegrals mit nur zwei physikalischen Skalen sein kann.

Viel einfacher gestaltet sich die Berechnung von Integralen mit nur einer einzigen Skala,
also einem &ufleren Impuls oder einer Masse, da dessen Ergebnis direkt proportional zur
auftretenden Skala sein muss. Das ist auch die Motivation dafiir, dass skalenlose Integrale
(also masselose Tadpoles) in dimensionaler Regularisierung gleich Null gesetzt werden,
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3.1 Aufteilung des Integrationsbereichs 14

also zum Beispiel:
a4, 1
A’k o =0 (3.4)

Aufgrund der Schwierigkeit, exakte Losungen von Feynmanintegralen mit mehreren Ska-
len zu berechnen, ist eine Entwicklung des Integranden beziiglich der hierarchisch kleinen
Skalen manchmal unerlésslich, um wenigstens ein Ergebnis zu erhalten, das fiir bestimm-
te Grenzfille sinnvoll ist. Diese Entwicklung muss sukzessive fiir jede andere kleine Skala
wiederholt werden. Als Folge hiervon treten dann nur noch Integrale mit einer einzigen
Skala auf, die einfacher auszuwerten sind.

Man konnte zunédchst angeregt sein, eine gewthnliche Taylorentwicklung des Integran-
den nach den kleinen Skalen durchzufiihren. Dabei wird man jedoch schnell feststellen,
dass diese ,naive* Methode in den meisten Fillen zum Scheitern verurteilt ist, fiihrt
sie ndmlich auf zusétzliche kiinstliche Infrarotdivergenzen, die im Endergebnis bei einer
exakten Rechnung nicht auftreten wiirden. Die tiefere mathematische Ursache ist darin
begriindet, dass man dabei im Prinzip Differentiation und Integration vertauscht, was
nur moglich ist, wenn bestimmte Voraussetzungen an den Integranden gestellt werden
koénnen.

Um das auftretende Problem zu umgehen, bedarf es somit einer etwas differenzierteren
Methode als der gewohnlichen Taylorentwicklung, ndmlich der sogenannten asympto-
tischen Entwicklung [2]. Darauf, wie diese anzuwenden ist, soll im folgenden Kapitel
eingegangen werden.

3.1 Aufteilung des Integrationsbereichs

Zunichst teilt man das Integrationsgebiet in verschiedene Intervalle beziiglich der physi-
kalischen Skalen, welche fiir die jeweilige Problemstellung charakteristisch sind, auf. Hat
man beispielsweise einen kleinen dufleren Impuls ¢ und eine grofle Masse m — es gelte
also m? > ¢% — so miissen zwei Fille betrachtet werden. Im ersten Falle sei der Integra-
tionsimpuls & klein, also von der Gréfenordnung des duBeren Impulses: k? ~ ¢ < m?.
Dann ist eine Taylorentwicklung sowohl nach & als auch nach ¢ durchzufithren. Im zwei-
ten Falle sei k groB: ¢> < k? ~ m?. Dann darf nur nach den kleinen #uBeren Impuls
q taylorentwickelt werden. Zum Schluss sind beide Entwicklungen zu addieren, was ge-
wihrleistet, dass alle kiinstlichen Divergenzen herausfallen. Wie dieses Konzept im Detail
funktioniert, wird im Folgenden anhand eines einfachen Beispiels erklért.
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3.1 Aufteilung des Integrationsbereichs 15

3.1.1 Beispiel: Massive Ein-Schleifen-Zweipunktfunktion mit duBerem
Impuls

Als Beispiel fiir die Effektivitdt des Verfahrens soll die asymptotische Entwicklung der
Zweipunktfunktion vom Anfang des Kapitels dienen:

k

Die diinne Linie sei masselos und die dicke massiv. Auflerdem soll der massive Propa-
gator in der zweifachen Potenz auftreten, was durch den Punkt auf der dicken Linie
gekennzeichnet ist. Damit lautet das Integral:

A%k
Fr(m,q) = / 2= m22(q — )2 (3.5)

Einer der beiden Propagatoren ist massiv und der andere masselos; der masselose hingt
jedoch vom &ufleren Impuls ab. Das exakte Ergebnis dieses Ein-Schleifen-Integrals ist
bekannt nach Gleichung (3.2). Die Komplexitit der exakten Losung des Integrals ist
unumstritten. Deshalb soll eine asymptotische Entwicklung durchgefithrt werden und
zwar im Grenzfalle eines groflen &ufleren Impulses ¢ und kleiner Masse m. Dazu ist der
Integrand in zwei beziiglich des Integrationsimpulses k& unterschiedlichen Regionen zu

entwickeln:
1) kB2 ~m? < ¢*

In der ersten Region ist der Integrationsimpuls klein, ndmlich von der Gréfenord-
nung der Masse m. Unter dieser Voraussetzung kann nur der masselose Propagator
beziiglich k entwickelt werden:

(/€2 —m2)2(q—k)2 - (kz _m2)2 q2 _ 2k-q—|—/~€2 - (k2 _mz)gq 1+ Qk.q;kQ =

q
B 1 ii 2k -q— k*\"
T (B2 —m2)2 2 o PE

1 1 1 1 1 1
a2

Die ersten Terme der Entwicklung sind von folgender Form:

1 1 1 2k-q—k*> 1 (2k - q — k%)?
el L ST (1 S /ddk e
q2/ (k:2—m2)2+q4/ (k2_m2)2+q6 (k2 — m2)2 + (3.7)
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3.1 Aufteilung des Integrationsbereichs 16

2.) k=~ q? > m?

Die zweite Region ist dadurch charakterisiert, dass der Integrationsimpuls grofl im
Vergleich zur Masse ist. Er liegt in der Grolenordnung des dufleren Impulses q.
Damit ist es moglich, eine Entwicklung des massiven Propagators nach m durch-

zufiithren:
1 B 1 1 B 1 i 1 B
(k2 —m?)2(q— k)2  (¢—k)2k*=2E2m2+m*  (¢—k)2k*q _ (%%2_%1)
1 ag e aty
- (q _ k:)2 k4 —~ k2 k4
(3.8)
Hier lauten die ersten Terme:
/ddk1+2m2/ddk1+ (3.9)
(k2)%(q — k)? (k2)3(q — k)2~ '

Integriert wird iiber den gesamten k-Bereich, also miissen die Terme beider Regionen
aufsummiert werden:

d% d%
Fr~ | ———+42m? | ——— + ...
: /k“(q—k)2 e /kf"(q—k)2 i
1 d?k 1 2k-q—k 1 (2k - q)?
s+ = [+ = [ Ak .
EAACE AR e A I A
Durch Berechnung der Integrale ergibt sich

i L(1—¢)’T(e) <1 - 257;22 +.. ) + q;(;z)al“(s) <1 1 i 5% A )

d
T2
Fr =
P () T(1 - 2)

und nach der Entwicklung beziiglich ¢ folgt schliellich:

11 m?
Fr = in? {—26 (1—cln(—¢*) +...) (1 —252+...)

q q
11 m? )
. d 11 11 In(—¢? m?  In(—¢?) m? 1 9
— _ - 4= 2 — — —1 L=
m{ Pelget T gt T T qu(m)Jr
ins —q? 3m?
S ICI
q m
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(3.12)

Das Ergebnis ist frei von Divergenzen und stimmt mit der Entwicklung des bekannten
exakten Resultats iiberein.

3.2 Asymptotische Entwicklung auf diagrammatische Weise

Fiir den im vorigen Kapitel eingefiihrten Formalismus existiert ein anschaulicher Al-
gorithmus, der direkt auf diagrammatischem Niveau Anwendung findet [7], [10], [16],

2].

Es gibt hierbei zwei verschiedene Kochrezepte, je nachdem, ob der &duflere Impuls als
klein oder grofl angesehen wird. Da in dieser Diplomarbeit der &uflere Impuls immer viel
kleiner ist als die Masse der schweren Linien des Diagramms, soll die Vorgehensweise
nur fiir den Fall eines kleinen dufleren Impulses diskutiert werden. Fiir den anderen Fall
wird auf weiterfithrende Literatur [2] verwiesen.

3.2.1 Subgraphen und Ko-Subgraphen

Um die Terminologie der folgenden Abschnitte verstehen zu kénnen, soll kurz auf wich-
tige Begriffe im Zusammenhang der asymptotischen Entwicklung von Feynmangraphen
eingegangen werden.

FEin Feynmangraph I' besteht aus einer Menge von ¢ internen Linien, [ Schleifen und n
Vertizes. An jedem Vertex treffen interne (und teilweise externe) Impulse aufeinander.
Ein Subgraph v C T ist ein Ausschnitt (Unterstruktur) eines Graphen, innerhalb dessen
alle Vertizes und Schleifen zu I' gehéren und alle Beziehungen zwischen den Impulsen
weiterhin ihre Giiltigkeit haben. Der Quotientengraph (Ko-Subgraph) I'/~ folgt aus I,
indem der Subgraph ~ zu einem Punkt komprimiert wird. Die skalare Feynmanamplitude
I'({ax}), die zum Graphen I' gehort, ist eine Funktion der Invarianten, die aus externen
Impulsen und den Massenquadraten gebildet werden kénnen.

3.2.2 Das Vorgehen im Falle eines kleinen duBeren Impulses

Im Feynmangraphen sind alle asymptotisch irreduziblen Subgraphen v4; zu finden. Ein
solcher Subgraph soll alle massiven Linien enthalten. Er kann als Ganzes betrachtet zwar
reduzibel sein, darf aber nicht nach dem Durchschneiden einer massiven Linie in weitere
voneinander unabhéngige Teile zerfallen. Jeder Subgraph dieser Form ist als Taylorreihe
in den dufleren Impulsen zu entwickeln. Dabei werden auch alle Integrationsimpulse, die
externe Impulse beziiglich dieses Subgraphen sind, als klein betrachtet.

Die Entwicklung des gesamten Diagramms im Falle einer groflen Masse ist die Summe
aller Kombinationen von nicht {iberlappenden Késtchen, welche so eingezeichnet werden,
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dass sich alle massiven Linien innerhalb eines solchen Késtchens befinden. Mathematisch
ausgedriickt bedeutet dies:

=Y T/{yar} o T™M{qar} +0 (]\/}N> (3.13)
{var}

I ist der zu entwickelnde Feynmangraph. Die Summe lduft iiber alle Familien {47} von
sich nicht iiberlappenden asymptotisch irreduziblen Subgraphen, welche alle massiven
Linien enthalten. 7®V ){'y a1} steht fiir die Taylorentwicklung von Subgraphen der Menge
{7var} nach deren externen Impulsen. (Das konnen eventuell auch Integrationsimpulse
sein.) I'/{~yar} ist der Graph, der sich aus I ergibt, falls alle Subgraphen aus {y47} zu ei-
nem Punkt komprimiert werden. Der iibrige Graph tréigt die Bezeichnung Ko-Subgraph;
dessen Propagatoren sind alle masselos.

Wie aus der Formel ersichtlich ist, werden die Propagatoren im Subgraphen entwickelt,
danach die Integrale berechnet und das Ergebnis dann in den Ko-Subgraphen eingesetzt.
Zum Schluss sind die verbleibenden masselosen Integrale des Ko-Subgraphen auszuwer-
ten.

3.2.3 Graphische Durchfiihrung der asymptotischen Entwicklung am
Beispiel von Zweipunktfunktionen

3.2.3.1 Beispiel |

Betrachtet werden soll folgendes skalares Zweischleifendiagramm:
l

k

Dick gezeichnete Linien seien massiv und diinne masselos. Es existieren drei Subgraphen,
welche den Bedingungen der asymptotischen Entwicklung fiir grofle Massen geniigen.
(Linien, welche nicht zum Subgraphen gehoren, werden gestrichelt gekennzeichnet.):
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Subgraph Ko-Subgraph

@ < M? K < M?, '

2 2 \ ,

! <<M AR S @
\\

@ < M2, k2 < M?, \

12 ~ M? A

@ < M? k? ~ M?,
12 ~ M?

Erstens enthalten die obigen drei Subgraphen wie gefordert alle massiven Linien; in die-
sem Falle ist es nur eine einzige. Zweitens sind sie ein-Teilchen-irreduzibel beziiglich der
masselosen Linien. Beim ersten Subgraphen ist dies dadurch erkennbar, dass dieser iiber-
haupt keine masselosen Propagatoren enthélt; er besteht nur aus der einzig vorhandenen
massiven Linie. Die beiden anderen zerfallen nach Durchschneiden einer masselosen Linie
nicht in zwei Teile.

+

Andere Subgraphen wie beispielsweise

/ oder

sind unbrauchbar fiir den betrachteten Grenzfall bei der asymptotischen Entwicklung,
weil das Durchtrennen einer masselosen Linie zur Spaltung derselbigen fiihrt.

3.2.3.2 Beispiel Il

Hier soll die asymptotische Entwicklung im Grenzfall groler Masse fiir das Zweischlei-
fendiagramm
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k

durchgefiihrt werden. Die Anwendung der diagrammatischen Regeln fiithrt auf folgende

Subgraphen und Ko-Subgraphen:

q2<<M2
> < M?

[? ~ M?

> < M?
12 < M?

@ < M?
l2 NM2

, k* < M2,

. k< M2,

k* ~ M?

k2 ~ M?

Subgraph

~
N

\
\

\(\
\

AN

S~

Ko-Subgraph

+

HO
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4 Das optische Theorem

Das optische Theorem [4] stellt ein grundlegendes Prinzip in der Teilchenphysik dar. Es
stellt einen Zusammenhang zwischen dem Imaginérteil der Vorwartsstreuamplitude und

dem totalen Wirkungsquerschnitt her:

(e |T]7)) ~ 3 / Ay (| T|n)

(4.1)

Hier sei & ein beliebiger Anfangszustand. (<7 |T'|.<7) entspricht also einem Matrixelement
mit gleichem Anfangs- und Endzustand, somit einer Vorwirtsstreuamplitude. Auf der
rechten Seite der Gleichung werden alle Betragsquadrate mit Endzusténden {|n)} auf-
summiert, die vom zugrundeliegenden Modell her moéglich sind. Diagrammatisch kann

man das optische Theorem in der folgenden Form aufschreiben:

| =@

~Y [,

4.1 Motivation zur Verwendung des optischen Theorems beim

H— gg

Was bringt es einem nun, auf dieses Theorem zuriickzugreifen? Zur Beantwortung dieser
Frage sollen aussagekriiftige Beispieldiagramme betrachtet werden, die zur Berechnung

der Zerfallsbreite zu einer bestimmten Ordnung Storungstheorie ben6tigt werden:

1.) fithrende Ordnung: I' ~ o2

Zur Zerfallsbreite in der fithrenden Ordnung tragen nur die beiden Diagramme
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C <

bei. Die Berechnung von I' erfordert die Integration iiber den Endzustand. Da
es sich hierbei nur um einen Zwei-Teilchen-Phasenraum handelt, stellt dies kein
weiteres Problem dar. Wie jedoch ersichtlich ist, konnen bei hoherer Ordnung
Storungstheorie mehr Teilchen im Endzustand auftreten.

niichst-zu-fiihrende Ordnung: I' ~ a2 Q::éi

Hier ist zum Teil die Integration iiber einen Drei-Teilchen-Phasenraum notwendig.
Diese Integration ist schon nicht mehr trivial, aber immer noch 16sbar, beispiels-
weise durch Einfithrung sogenannter Dalitz-Variablen, worauf jedoch nicht nédher
eingegangen werden soll.

4
s

E< E<

Die hochste Ordnung, die im Rahmen dieser Diplomarbeit betrachtet werden soll,
erfordert die Berechnung der Zerfallsbreite, wenn der Endzustand aus bis zu vier
Teilchen besteht. Ein Vier-Teilchen-Phasenraum ist in der Praxis schwer zu hand-
haben, insbesondere wenn massive Teilchen im Spiel sind.

néchst-zu-néichst-zu fithrende Ordnung: I' ~ «

Im Zusammenhang des Higgszerfalls besagt das optische Theorem

Im((HIT]H)) ~ 3 / A | (H|T|n) 2 (4.3)
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und ausgedriickt in diagrammatischer Form lautet es:

(4.4)

Nach dem obigen kurzen Intermezzo ist der Vorteil seiner Nutzung nicht mehr abstreit-
bar. Durch Berechnung des Imaginérteils der Vorwértsstreuamplitude erspart man sich
zum einen die Integration iiber den Phasenraum, was natiirlich sehr von Nutzen ist,
wenn vier Teilchen im Endzustand auftreten. Die Matrixelemente (H|T'|H) stellen nichts
anderes als Korrekturen zum Higgspropagator dar, womit zwei weitere positive Aspekte
praktisch auf der Hand liegen. Erstens sind alle Diagramme vom Propagatortyp und
weisen damit dieselbe topologische Grundstruktur auf. Nach Durchfiithrung der asym-
ptotischen Entwicklung sind auch die zugehorigen Ko-Subdiagramme von diesem Typ
und pradestiniert fiir die Berechnung mit Mincer [12]. Zweitens stecken sowohl reelle als
auch virtuelle Korrekturen des Higgszerfalls in (H|T|H), die durch verschiedene Schnitte
der jeweiligen Propagatorkorrekturen erzeugt werden. Man umgeht auf diese Weise in-
frarote Divergenzen, die als Begleiterscheinung auftreten kénnen, wenn man nur reelle
Korrekturen fiir sich betrachtet.

4.2 Berechnung der Zerfallsbreite iiber Propagatorkorrekturen

Nach den Schnittregeln von Cutkowski ergeben sich die Korrekturen zur Zerfallsbreite
I'(H — gg), indem man die Diagramme der Propagatorkorrekturen auf alle moglichen
Arten so durchschneidet, dass die resultierenden Prozesse physikalisch moglich sind.

4.2.1 Fiihrende Ordnung

Die beiden Beitrige zur Zerfallsbreite in fithrender Ordnung, also

3

folgen aus den Drei-Schleifen-Propagatorkorrekturen, indem man diese mitten durch-
schneidet:
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Da mp < my gelten soll, ergibt ein Schnitt durch einen der beiden Triangel-
Subdiagramme keinen Sinn, da die sich daraus ergebenden Prozesse energetisch verboten
sind.

4.2.2 Nachst-zu-fithrende Ordnung

Bei der Berechnung der Zerfallsbreite ~ O(a2) miissen Vier-Schleifen-Diagramme be-
trachtet werden. Zur Veranschaulichung des optischen Theorems soll folgendes Beispiel-
diagramm dienen:

An diesem lassen sich zwei Schnitte durchfiihren, die physikalisch erlaubt sind, und zwar
folgende:

Den obigen Schnitten entsprechen also die aufgefithrten Korrekturen:

E Cr
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Bei den ersten beiden Korrekturen handelt es sich um reelle, da ein zusétzliches Gluon
abgestrahlt wird. Die dritte Korrektur ist virtuell.

4.2.3 Nachst-zu-nachst-zu-fiihrende Ordnung

Fiir T' ~ O(a?) soll folgendes Feynmandiagramm mit einer Gluonkorrektur und einer
Geistschleife betrachtet werden:

fithren auf folgende Prozesse:
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An dieser Stelle sollte man kurz verweilen und sich Gedanken dariiber machen, ob es
vom physikalischen Standpunkt aus iiberhaupt Sinn ergibt, solche Diagramme mit Geist-
schleifen im Zusammenhang des optischen Theorems zu betrachten. Fiithrt man ndmlich
Schnitte lings der Geistschleife durch, so treten Korrekturen mit Geistern als externe
Teilchen auf. Hat man jedoch in den Grundvorlesungen zur theoretischen Teilchenphy-
sik nicht gelernt, dass Geister keine physikalischen Teilchen sind, sondern mathema-
tische Objekte, die im Rahmen des Faddeev-Popov-Formalismus [4] fiir nicht-abelsche
Eichtheorien eingefiihrt werden mussten? Diirfen diese iiberhaupt in physikalischen End-
zustdnden auftreten? Die Antwort auf diese Frage ist, dass man sie unbedingt braucht,
wenn man vom optischen Theorem Gebrauch macht. Wird beispielsweise ein Diagramm
mit einer geschlossenen Gluonschleife betrachtet, so kann man die g,,, welche in den
Gluonpropagatoren dieser Schleife auftreten, durch die Summe {iiber alle Polarisationen
ersetzen:

e S BT T _T*
Guv > ELE, TELE, — E EnpuEny (4.5)
n

Man beachte, dass in dieser Summe sowohl die physikalischen transversalen Polarisa-
tionen 6%(1{:) als auch die unphysikalischen lichtartigen Polarisationen €™ (k) und e~ (k)
auftreten. Genau die Geistbeitrige sind es nun, die sich mit diesen unphysikalischen
Termen wegheben, was zur Konsistenz des optischen Theorems iiberaus wichtig ist.
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4.3 Zusammenfassung der gebrauchten Notation

Zum Schluss dieses Kapitels soll die im folgenden verwendete Terminologie zusammen-
gefasst werden, falls man auf das optische Theorem zuriickgreift. Wenn im Folgenden
vom Drei-Schleifen-Ergebnis die Rede ist, dann ist das Resultat fiir die Zerfallsbreite auf
fiihrender Ordnung, also O(a?), gemeint. Das Ergebnis auf nichst-zu-fiithrende Ordnung
~ a2 ist das Vier-Schleifen- und das auf niichst-zu-néchst-zu-fiithrender Ordnung ~ o

das Fiinf-Schleifen-Resultat.
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5 Der hadronische Higgszerfall

5.1 Die Zerfallsbreite zur Ordnung o’

5.1.1 Das exakte Ergebnis im Einschleifenfalle

Der Zerfall H — gg ist ein schleifeninduzierter Prozess. Zur Zerfallsbreite I'(H — gg)
tragen in fithrender Ordnung die beiden Diagramme

bei. Das exakte Ergebnis auf Einschleifenniveau ist schon lange bekannt [17, 18]:

my 2. . [3 1 L
THoge = 327r|At(T)| mit Ay = At . 1+11- - arcsin® /7
5.1
L 20, m (5.1)
WObel At = 37@1; und T = ﬁ
YN 7nt

Wie dessen Berechnung im Detail vonstattengeht, ist in Anhang A.5 ab Seite 134 gezeigt.

5.1.2 Die asymptotische Entwicklung ,,von Hand" im Einschleifenfalle

Wie sich im Anhang A.5 unschwer nachvollziehen ldsst, ist die exakte Berechnung des
Matrixelements zum Teil mit grolem Aufwand verbunden. Die Ursache dafiir ist die not-
wendige Auswertung von tensorwertigen Dreipunktfunktionen. Dies liefert die Motivati-
on dafiir, den Grenzfall grofler Top-Quark-Massen zu betrachten und eine asymptotische
Entwicklung durchzufiihren, was eine der ersten Tests zu Beginn der Diplomarbeit dar-
stellen sollte. Da beide Diagramme denselben Beitrag liefern, reicht es aus, das erste zu
betrachten und das Endergebnis zu verdoppeln. Die Anwendung der Prozedur fiir grofie
Massen liefert die n6tigen Subdiagramme.

Da nur ein einziges Subdiagramm existiert, entspricht die asymptotische Entwicklung
einer gewohnlichen Taylorentwicklung der relevanten Dreipunktfunktion in den dufleren
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Impulsen ¢; und ¢o. Aus dieser Entwicklung resultieren elementare Ag-Integrale, die nach
Kochrezept berechnet werden kénnen. Da in den Zwischenergebnissen sehr viele Terme
auftreten, ist es sinnvoll, auf die effiziente Programmiersprache Form zuriickzugreifen
und die Aufgabenstellung damit umzusetzen. So war es moglich, folgende Entwicklung
des Matrixelements zu berechnen:

26 3 512, 1216 5 128 6

A=A(1rtrr 22y +
o 30 217 525 17325 ' 63063 ' 9555

610 o 229376 507904 o = 65530 O(T11)>

(5.2)

65637 31177575 | 83013825 | 14435421

Natiirlich muss diese mit der Taylorentwicklung des exakten Resultats

Ay = A, [237 (1 + <1 — i) arcsin? ﬁ)} (5.3)

iibereinstimmen, was leicht zu verifizieren ist. Der erste Test zur asymptotischen Ent-
wicklung — auch wenn es sich hier um eine triviale Taylorentwicklung handelte — wurde
somit erfolgreich zu Ende gefiihrt.

5.1.3 Die Anwendung des optischen Theorems

Der néchste Test bestand darin, das optische Theorem zu nutzen und in diesem Zusam-
menhang die asymptotische Entwicklung durchzufiihren. Dies liefert keine Amplitude
mehr, sondern sofort die Zerfallsbreite I'(H — gg). Es sind die beiden Diagramme

zu betrachten. Da es sich in fithrender Ordnung schon um Diagramme mit drei Schleifen
handelt, wurde von jetzt an das Programmpaket bestehend aus Qgraf [8], Exp [10, 9],
Matad [11] und Mincer [12] benutzt. Qgraf ist ein Fortran-Programm, das alle rele-
vanten Feynmandiagramme aufbauend auf einer vorgegebenen Theorie (in diesem Falle
der QCD) erzeugt. Da man hier QCD-Korrekturen zum Higgspropagator mit zwei Top-
Quark-Schleifen betrachtet, gibt Qgraf genau die beiden obigen Dreischleifendiagram-
me aus. Exp wurde am Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP) der Universitét
Karlsruhe entwickelt und fithrt die asymptotische Entwicklung diagrammatisch durch,
extrahiert also aus allen erzeugten Diagrammen die notwendigen Subdiagramme. Auch
hier liefern beide Diagramme denselben Beitrag, weshalb zur Erkldrung nur das erste
betrachtet werden soll. Der Prozedur fiir schwere Massen zufolge existieren zwei Subdia-
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gramine:
L ]
--- -- , (5.4)
®
Ko-Subdiagramm (I'/~y)1 Subdiagramm -1
------ ®----- X (5.5)
Ko-Subdiagramm (I'/~)2 Subdiagramm -2

Das erste Subdiagramm besteht aus beiden massiven Top-Quark-Schleifen; es wird ent-
wickelt nach dem Hufleren Impuls ¢ des Higgsteilchens und dem Integrationsimpuls %y
der Gluonschleife. Beim zweiten Subdiagramm handelt es sich um nichts anderes als das
gesamte Dreischleifendiagramm ohne duflere Linien. Diese Sub- und Ko-Subdiagramme
sind nun auf entsprechende zur Verfiigung stehende Topologien abzubilden, was ebenso
von Exp geleistet wird.

Vv Vv
Ko-Subdiagramm (I' /)1 Subdiagramm 1
—.—
Ko-Subdiagramm (I'/~)2 Subdiagramm -z

Beim ersten Subdiagramm handelt es sich um zwei separierte massive Ein-Schleifen-
Tadpoles; das zugehorige Ko-Subdiagramm kann auf eine masselose KEin-Schleifen-
Topologie mit duflerem Impuls abgebildet werden. Das zweite Subdiagramm entspricht
nichts anderem als einem Drei-Schleifen-Tadpoleintegral, wobei das Ko-Subdiagramm
hier aus einem einzigen Punkt besteht. Da das Interesse nur auf dem Imaginérteil der
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Amplitude liegt, fillt die Berechnung des zweiten Subdiagramms weg, weil dieses als
Vakuumdiagramm nur einen reellen Anteil aufweist. Exp erkennt dies und ldsst solche
Subdiagramme von vornherein weg.

Ist die Abbildung auf entsprechende Topologien vollzogen, kommen Matad bzw. Mincer
ins Spiel. Dabei handelt es sich um eine Zusammenstellung von Form-Routinen zur Be-
rechnung der massiven Tadpoleintegrale bzw. der masselosen Integrale vom Propagator-
typ. Diese Programme sind also fiir die eigentlichen Berechnungen verantwortlich. Das
Ergebnis, das diese liefern, ist eine Reihe in ¢

R:ZC;” +ch6n

n>0 n>0

mit irgendwelchen Koeffizienten C,,, die mit verschiedenen Potenzen des Faktors
(4?/(—¢?))? multipliziert werden. Von diesem Faktor her riihrt der Imaginirteil des
Ergebnisses. Dessen Entwicklung nach e fiithrt auf:

42\ — 1 _?
<_q2> - <M2> et 5 In? (“2> 2 4+ O (5.6)

Bei der Auswertung der Logarithmen muss beachtet werden, dass dieser auf der negativen
reellen Achse einen Verzweigungsschnitt aufweist und dort nicht definiert ist:

\V4
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Infolgedessen fiigt man zum Impulsquadrat iiber die Kausalitidt des Propagators einen
kleinen Imaginérteil hinzu. Mit

In(—z—ie) = In|—x—ie|+iarg(—z—ie) = In(v/ 22 + €2) +iarg(—xz —ie) 29, In(x)—im
(5.7)
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ergibt sich damit

—aq2 _j a2 2
In <Q> —In <m> . (m) i (5.8)
% % %

und so wird der Imaginérteil der Reihe R ersichtlich.

Eine detaillierte Beschreibung der Funktionsweise aller Programme liegt im Anhang D
ab Seite 161 vor.

Zu fithrender Ordnung ist der Imaginérteil endlich, was einem die Renormierung erspart.
Die Berechnungen lieferten das Ergebnis

Ty = B (14 ©
Hge = 3o \ ' T 157 T 63007 T 15757 606375
461224 5 SISTOM g B0ITSS6 8))

103648625 | 1182431257 | 1082379375

mg< 7 1543 , 226 4 55354
(5.9)

von dem sich unschwer nachpriifen lidsst, dass es die Taylorentwicklung des exakten
Resultats

3
Prige = gt |4e(7)?
T 5 . - (5.10)
mit Ay = A [27 (1 + <1 — T> arcsin? ﬁ)] und A; = %Qf

darstellt. Somit hatte dieser weitere Test iiber die Verwendung des optischen Theorems
einen erfolgreichen Ausgang genommen.

Bei solchen Entwicklungen nach einem kleinen Parameter 7 erweist es sich als sinnvoll,
einen sogenannten Konvergenzplot zu erstellen. Die Vorgehensweise ist dabei wie folgt:
Zuerst normiert man die Zerfallsbreite I' auf den Wert der Breite 'y, fiir unendlich
schwere Top-Quark-Massen. Danach wird das resultierende I'/T'y, iiber 7 aufgetragen,
wobei nach und nach immer weitere Terme in der Entwicklung mitgenommen werden. Es
ist verniinftig, 7 bis maximal 1 laufen zu lassen, da 7 < 1 (also my = 2m4) notwendige
Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe darstellt. Was bringt einem ein solches Schau-
bild? Die Antwort darauf ist, dass sich daran schén die Konvergenz der Reihe erkennen
lasst. Das Merkmal fiir gute Konvergenz bis zu einem bestimmten Wert von 7 ist, dass
sich benachbarte Kurven bis eben zu diesem 7 praktisch nicht voneinander unterschei-
den, sich gewissermaflen angleichen. Solche Plots sollen im Folgenden fiir alle Ergebnisse
gemacht werden, um die Diskussion derselbigen zu erleichtern.

Im Falle des Ergebnisses fithrender Ordnung sieht dieser Konvergenzplot folgendermafien
aus:
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S

2
- N
- e
1.8
- — ~ T2
- — T
1.6
I
Ty .
L — ~ 7
14

exaktes
Ergebnis

1.2

= 4m?

Aus dem Schaubild ist ersichtlich, dass die Reihe schnell konvergiert. Eine Entwicklung
bis 7° ist ausreichend, um bei my ~ 1,67m; noch eine sehr gute Ubereinstimmung mit
dem exakten Ergebnis vorweisen zu kénnen. Natiirlich kann die Konvergenz durch Hin-
zunahme weiterer Terme bis 7 = 1, was my = 2my entspricht, ausgedehnt werden. Dies
ist aber hier unnétig, da sowieso das exakte Ergebnis bekannt ist und dieses auch eine
recht iibersichtliche Form hat. Deswegen sollen die abgebildeten Kurven zu Demonstra-
tion ausreichend sein. In den weiteren Schaubildern, in welchen das Ergebnis ~ O(a?2)
vonnéten ist (beispielsweise im Schaubild auf Seite 56, wird dann sowieso das analytische
Resultat verwendet werden.

5.2 Die Zerfallsbreite ~ O(a?)

S
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S

5.2.1 Beispiele von Vierschleifendiagrammen

Zur O(a?) ist die asymptotische Entwicklung von Vierschleifendiagrammen durchzufiih-
ren. Insgesamt tragen zu dieser Ordnung 71 solcher Diagramme bei, was im Groflen
und Ganzen noch ein iiberschaubarer Rahmen darstellt. Im Folgenden werden einige
reprisentative Diagramme zur Illustration abgedruckt:

> <P

Ny,

Solche mit Drei-Gluon-Vertizes — wie hier das zweite und dritte — stellen eine proble-
matische Klasse von Diagrammen bei der Berechnung dar, weil der Drei-Gluon-Vertex
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S

viele Terme im Zwischenergebnis produziert. Speziell das dritte Diagramm léuft bei einer
,naiven“ Behandlung (ohne Verwendung von Tricks) auf Ordnung 1/m{® mehrere Tage
(AMD Opteron 248, 2,2 GHz, 4096 MB RAM)!

Andere Diagramme, die auftreten, sind welche mit Selbstenergiekorrekturen der Gluon-
linien. Dabei kann es sich um Gluon-, Geist- oder Fermionbeitriige handeln. Es hat sich
im Zuge der Berechnungen herauskristallisiert, dass Diagramme mit einer schweren Fer-
mionlinie als Selbstenergiebeitrag zum Gluon sehr problematisch sind. Dies liegt daran,
dass es in derartigen Diagrammen drei Unterstrukturen gibt, die entwickelt werden miis-
sen, ndmlich die beiden Triangel-Subdiagramme und die Topschleife in der Mitte. Werden
die drei Terme, die sich aus der Entwicklung ergeben, miteinander multipliziert, blaht
sich das Ergebnis derart auf, dass Form tagelang verweilt, um dieses zusammenzufassen.
Man stelle sich vor, dass zu O(a?) auch solche Diagramme existieren mit dem wichti-
gen Unterschied, dass diese eine weitere schwere Fermionschleife beinhalten kénnen, was
das Zwischenergebnis schon auf Ordnung 1/m{ zur Explosion bringt. Gliicklicherweise
konnte man dieses Problem jedoch durch einen geschickten Trick in den Griff bekommen,
der in Kapitel 5.5 auf Seite 57 beschrieben wird. Die restlichen Diagramme mit Geist-,
Gluon- und leichten Fermionschleifen stellen keinerlei Probleme dar; deren Berechnung
geht relativ schnell vonstatten, ndmlich im Rahmen weniger Stunden.

An dieser Stelle soll noch kurz etwas zur internen Behandlung von Vier-Gluon-Vertizes
gesagt werden. Anders als beim Drei-Gluon-Vertex

11,0

p ~ f M (k=) + g7 — ) + g% (g — k)]
b q 0,c

sind beim Vier-Gluon-Vertex

JINC v,b

fabefcde <guggl/a _ g/w'gug) + facefbde (g;wggg _ g;w'gu,g)
+ fadefbce (g,u,l/ggo _ g,u,gguo)
o,¢ O',d

Farb- und Diracstruktur miteinander gekoppelt, kénnen also nicht separat berechnet
werden. Um Farb- und Diracanteil der Diagramme, in denen solche Vierer-Vertizes vor-
kommen, dennoch getrennt auswerten zu kénnen, wurde ein symbolisches Y-Teilchen
eingefiihrt, welches nur an Gluonen iiber einen Vertex der Form gg¥ koppelt. Mittels
dieses X-Teilchens kénnen nun diese Vierervertizes so dargestellt werden, dass Farb-
und Diracanteil separieren. Als Beispiel dient das einzige Diagramm auf Vier-Schleifen-
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S

Niveau, das einen solchen Vertex aufweist:

,a @y 0,C
v,b 8,5 o,d
m,a a7y 0,¢ m,a 0,C
o,
7,0
v,b 8,5 o,d v,b o,d

Daneben sind die entsprechenden Diagramme dargestellt, wenn der Vier-Gluon-Vertex
durch zwei gg3-Vertizes mit einem Y-Propagator ersetzt wird. Der gg3-Vertex besitzt die
Form Vggs x V3g und der 3-Propagator selbst berechnet sich durch Dsig X prop. Vggs,
V3g, Dsig und prop sind Matad-interne Funktionen, welche in diesem Zusammenhang
folgendermaflen definiert sind:
v _ Oapd 0ol
ggs(,u, v, avﬁ) - \/i( ap9py — Oav ﬁu)

DSig(av /87 v, 6) = 505,’)/5ﬁ,5

V3g(a,b,c) = 2% ynd prop(a,b) = dap

Farbindizes werden mit lateinischen Buchstaben gekennzeichnet; i, v, 9, o sind Lorent-
zindizes. Die Indizes «, 3, v und § wurden kiinstlich eingefiihrt und haben keine physi-
kalische Bedeutung. Fiir den Lorentzanteil des dritten Diagramms mit dem 3-Teilchen
ergibt sich

L = Vggs(u, v, a, ) x Dsig(a, 3,7,0) x Vggs(o,0,7,0) =

1
= 5 (0andpy — 8a10811)0a~085 (00050 — Ov0050) =

= 0100vo — Opolue
und fiir den Farbanteil gilt:
_ __ pabc efd __ pabc pefc
F= ng(av b7 C) X pI‘Op(C, d) X ng(d7 €, f) - f 5cdf = f f

Im Ergebnis F' - L = fabcfefc(éﬂgéw — Ouodyp) tritt keiner der kiinstlichen Indizes mehr
auf. Vielmehr ist dies einer der drei Terme des Vier-Gluon-Vertex. Fiir die anderen
beiden Diagramme mit dem 3-Teilchen ldsst sich eine analoge Rechnung durchfiihren.
Also erzeugt jedes dieser drei Diagramme einen einzigen Term dieses Vertex. Aus einem
Diagramm werden in dem Falle drei; der Vorteil, die Farbstruktur abspalten zu koénnen,
wiegt jedoch schwerer.
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5.2.2 Zur Renormierung der Ergebnisse

Das Drei-Schleifen-Ergebnis war noch endlich, doch bereits das Vier-Schleifen-Resultat
weist 1/e-Pole auf. Um diese loszuwerden, muss sowohl Ladung als auch Masse des Drei-
Schleifen-Beitrags renormiert werden wie folgt:

ol (as) = (2 %as = {1+ () (62)" + O(0?) } o,
] 1-Loop 1 11 4 ] (511)
mEO) = Zmmy = {1 + (%) (6my)HooP 4 (’)(045)} my
" 5.12)
3Ck N2 -1 (5.

C
mit () HoP = - wobei Cp = o
C

Hieraus ergibt sich der Drei-Schleifen-Counterterm ~ O(a?), der zum nackten Vier-
Schleifen-Resultat addiert werden muss, um die Pole zu absorbieren:

(0)

Qg (as

2
Ir )> 3-Loop(al” (o), my” (ers, me))

Qs

(E>3 4-Loop™ (as, my) = (

(0) 3
i <a<a>> +-Loop™ (a0 (a,), m (a5, my))
(5.13)

(0) 2
_ (aS4(aS)> 3-L00p(04g0) (as), mgo) (aus, my))
vy

3
+ () 4-Loop™*(a, my)

Anhand von zwei Beispieldiagrammen soll dieses Vorgehen kurz erldutert werden:

Die Subdivergenz im ersten Diagramm riihrt von einer Vertexkorrektur her, im zwei-
ten Diagramm von der Propagatorkorrektur einer Gluonlinie. Durch Addition der Drei-

Schleifen-Counterterme ~ O(a?)
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werden diese Subdivergenzen absorbiert. Diese Counterterme ergeben sich durch eine
Renormierung der Ladung des Drei-Schleifen-Ergebnisses.

Diese ganze Prozedur wird mit Form durchgefiihrt. In diesem Zusammenhang sollen noch
alle benétigten Formeln angefithrt werden.

2 ¢ 2 \¢ 2\ ¢
H H K —2¢e
) = (L) =(5) z; (5.14)
((méo)ﬁ) (Z%zm%) (m%)

—2¢e 1 n
Zm2 =exp(—2en(Zy)) = Z m(_25 In(Zm))" = (5.15)

=1—2cIn(Zy) + 262 n*(Z,,) + O(e?)

o0

)" 1 1
In(Zp) = In(1 4 6p) = —1”+1(L=5m—752 ~53, - 0(63 1
() = a1+ 0) = 3 (-1 SOt S 0@ (5.16)
Fiir die weiteren Terme in der Entwicklung, muss auch der Entwicklungsparameter 7 =

m#/(4m?) renormiert werden:

IR 1 1 1 B
Oya — Zem® — (1+6p)2m¢  mé a B
(mt ) t ( ) t t1+z<a>5fn
k
k=1 (5.17)
1 > /a "
= LI ey (Z ( )%) ]
My [nzO k=1 k
Mit mgo) = Zmmy = (14 6m)my + O(a?) folgt:
AmO2  AZEmE AmE(1+0m)? (14 0p)? (5.18)

=7 [1 = 26, + 362, — 463, + O(51)]

5.2.3 Prasentation der Ergebnisse

Hier wird zur direkten Vergleichsmoglichkeit sowohl das Drei- als auch das Vier-Schleifen-
Resultat der Zerfallsbreite I' zusammen angegeben. hl sind die Koeffizienten der Ent-
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wicklung von T' zur fiihrenden Ordnung und A% zur niichst-zu-fiihrenden Ordnung. Der
Vorfaktor wurde so gewihlt, dass die Reihe fiir das Resultat ~ O(a?), das sowieso exakt
bekannt ist, mit einer fithrenden Eins beginnt. Des Weiteren ist erwéhnenswert, dass I’
direkt proportional zum Faktor N2 — 1 ist, was der Anzahl der Gluonen einer beliebigen
Eichtheorie SU(V.) entspricht. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da ja Korrekturen
zum Zerfall H — gg betrachtet werden, bei dem in einem Zwischen- oder Endzustand
N2 — 1 Gluonen auftreten konnen.

_ Grmiy
72V 27
2

[0 Bor 4 o2 4 pylor 4 pgort 4 pgert 4 0(-9)] (22} ()

s s

(5.19)

T]%(NC2 -1) {1 + hlloT + /11207'2 + h1307'3 + h£1°7'4 + /1{507'5 + O(7%)

7T . 1643 ., 226 ;. 55354 ., 1461224

= 15" 000 ™ T 15 M = Goesrs’ " T 23648625 (5.20)
Im Folgenden werden die Koeffizienten der Entwicklung ~ O(a?) zuniichst ganz generell
in einer SU(N,) angegeben, wobei C4 = N, und Cp = (N2 — 1)/(2N,) deren Casimir-
Invarianten sind. So ist die allgemeine Farbstruktur der einzelnen Terme gut erkennbar.
N, ist die Anzahl der leichten und N, die Anzahl der schweren Quarkflavours; Ty = 1/2
wird immer zur Kennzeichnung solcher Terme mitgefiithrt. Bei 1 handelt es sich um die
Renormierungsskala, die in den Konvergenzplots in dieser Arbeit stets auf die Higgsmas-
se gesetzt wird: pu = my. Dies ergibt durchaus Sinn, da man fiir g im Allgemeinen einen
Wert wihlt, der charakteristisch fiir die Energieskala des Problems ist, das man betrach-
tet oder des Experiments, welches durchgefithrt wird. Da der hadronische Higgszerfall
H — gg vor allem im intermedidren Massenbereich des Higgs stattfinden wiirde, ist die
obige Wahl von p nicht verwunderlich.

103 11 m 3
hBﬂO CA |:]_2_61 (HH>:| +CF <_2>

lo
hi

7o ) 2 (5.21)
T¢N, |—= 4+ ZIn —H TiN, [ —SIn | &
eapmi =g+ ()| v 7 (50 (7))
hnlo C 7—1—7—71 mi%{ +C E_lln ﬁ
1 4120 90\ 2 Fl180 10 \m2 (522)
29 14 (mf 14 ©? '
T¢N, —In(—H TiN, |——=In | 5
“1im =g+ g (2)] < o |- ()
47459 16973 . [ m? 83 1543 2
hile = ¢ In ( — Cr|— —
2 A[27000 37800 ( 2>]+ F[630 2100 < m? ]
(5.23)

89533 1543 m? 1543 ©?
T:N; |— “In|—H TNy | ———1
i l[ 189000+9450n<u2>]+ ! h[ 9450n(m3>]
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o — 47071 1243 miH 22418 113 w
3 1750 4725 " 496125 175 \m2
mi
2

3763 452 452 2 (5.24)
1

TeN; |- 2020 In T/N In (2

/ l[ 14175 4725 <M >}+ / h[ 4725 n(m%)}

o 948509587 27677 , m¥
hilo = Ca 1
1528065000 165375 u2
Lo [ 433333 110708 2
P 18191250 202125 © \m2
L, [ 10426231 | 110708 | mi TN, | 110708 | w
f 63669375 1819125 \ 122 f 1819125 ~ \ m2
(5.25)
pulo _ 1 [24693249811 N 730612 | i{
- 59594535000 | 6449625 2
39985822 730612 2
+Cr |- 2
606981375 1576575 m? (5.26)
e |- 807445598 2922448 | w 2922448 | mi '
P T 7449316875 70945875 \'m 70945875 \ m?2

70945875 \ m2

Nachfolgend sollen noch die Koeffizienten im Falle einer SU(3) — also der QCD — ange-
geben werden. Einsetzen der Farbfaktoren C'y = 3, Cr = 4/3 und Ty = 1/2 fiithrt dann

auf:
95 11 m? 7 1 m? 1 ©?
prlo — 72 S (—H ) LN [ —= + 21 H N, |—=1 5.27
4 2n<u2>+ l[6+3n<u2 R R O (5.27)

pulo _ 5803 14 u? 7, mé
I R O B T
540 15 \'m? 30 m

202244 2
+TyN,, [—9 8 1n<“2>]
my

29 7 m? 7 p? (5.28)
N |-=+ —1In| & N, In(
* l[60+ (u )]+ [4511(%?)}
pnlo _ 1029839 1543 p2) 16973 (miy
5 = — n 5 )~ Tora | —5
189000 1575 mg 12600 W
(5.29)

89533 1543 2 1543 2
N |- n I ( ZH) |4 N [ —— i (£
378000 18900 2 18900 m?
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2
my

pulo _ 9075763 452, u? 1243 (m¥
30 = ————In|(— |- —In({—5
2976750 525 1575 2

63 296 /2 226 [ 112 (5.30)
N |22 220 g (e Ny, | ——In| —
’ { 28350 | 4725 ( 2 >] T [ 5" (m?ﬂ
pulo _ D0S54463 442832 [ p? N 27677 (mp
4727783000 606375 \m2) 55125 \ u2 (5.31)

10426231 55354 m? 55354 ©?
N, |- In —& Ny |l-———In(
L [ 127338750 | 1819125 ( 2 ﬂ + [ 1819125 n( 2”

my

Lo 252432553361 2922448 [ 1i? 730612 . (m
5 7 218513295000 4729725 \m2) 2149875  \ p2

2
403722799 1461224 [m? 1461224 ([ 12
N |- n [ TH) |y |- o2y (2
: [ 7449316875 70045875 ( 2 ﬂ A [ 70945875 n( )]

2
my

(5.32)

Die Terme bis einschlieBlich h3!° stimmen mit der Literatur [19] iiberein; A} und A2
sind neu. Analytische Resultate fiir die virtuellen und reellen Korrekturen findet man
auBerdem in [20], [21]. Die entkoppelten Resultate in einer effektiven Theorie mit fiinf
Quarks wurden in Anhang G auf Seite 179 abgedruckt. An dieser Stelle soll schliefllich
die Konvergenz der Reihe wieder anhand eines Konvergenzplots diskutiert werden:
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1.6

1.5

1.4

1.2

1.1

—_
(O})
rrrrrrrrfrrrrrrrrrrrrpprrrd

0 0.2 0.4 , 0.6 0.8 |
= 4m?
Die Konvergenz der Reihe im Falle O(a?) ist bemerkenswert! Bis 7 = 1, was einer

Higgsmasse entspricht, die doppelt so grofl wie die Top-Quark-Masse ist, sind die Terme
~ 7 und ~ 7° der Entwicklung nahezu deckungsgleich und unterscheiden sich kaum
voneinander. Das ist sehr iiberraschend, denn theoretisch sollte die Entwicklung nur
fiir kleine 7 konvergieren. Doch in der Praxis lduft die Konvergenz bis zur Schwelle
hervorragend, was sehr beeindruckend ist. Dieses Beispiel vor allem verdeutlicht deshalb
die Méchtigkeit des Formalismus der asymptotischen Entwicklung.

An dieser Stelle wurde noch ein kleiner Test durchgefithrt und zwar das Ergebnis fiih-
render Ordnung aus der Zerfallsbreite ausgeklammert:

(5.33)

Qs Fnlo
T Flo

F:FIO-F %Fnlo :Plo |:1+
s
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o /Ple wurde danach in 7 entwickelt und die sukzessiven Ordnungen wieder in einem
Konvergenzplot dargestellt:

Ll
0.9 F w70
0.8 :— — 7!
r . 2
ITO 0.7 _— _— T
0.6 | m—n 7
0.5f ===~
0.4 f ==’
0.3- 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1
0 0.2 0.4 , 0.6 0.8 1
— My
7—:4mt2

Dies gewihrleistet eine bessere Konvergenz der Entwicklung in 7, sogar fiir niedrige
Ordnungen, wie aus dem Schaubild ersichtlich wird. Die Kurven liegen von vornherein
niher beieinander, als dies der Fall war, wenn man I''° nicht aus dem Gesamtergebnis
als globalen Faktor herauszieht.

5.3 Die Zerfallsbreite ~ O(a?)

S
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5.3.1 Beispiele von Fiinfschleifendiagrammen

&> U
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5.3.2 Renormierung der Ergebnisse

Um die Pole des nackten Fiinf-Schleifen-FErgebnisses loszuwerden, werden die entspre-
chenden Counterterme des Drei- und Vier-Schleifen-Resultats ~ O(a%) benétigt. Im
Drei-Schleifen-Ergebnis sind Kopplungskonstante und Masse zu renormieren iiber [22]:

ol (ay) = (Z,)%a, {1+(4ﬂ) (57,) 0 + (52 <6Zg>2-L°°P+0<a§>}as
3

1 11\ 4 1
mit (52,)700P = . [CA <) + TNf} wobei 7' = -

3
(5.34)
1 [44 121
2-Loop - | = 2 AT2
und (6Z,) = [9 NNy + —5 e N 9Nf]
1(5 17
~|SN,N; — —N?+CpN
2 [3 fog et or f]
(0) — — % 1-Loop % 2 2-Loop 3
mg Lt {1 + (47r) (6my,) + (47r) (omy) + O(a) p my
N2 -1
mit (dmy)"oP = % wobei Cp = SN
¢ (5.35)

1 11
und (6my)?HooP = [ 5 N.Cr + CF C’FNf]

|: fN Cpr — CFF2+20FNf:|

Das Vier-Schleifen-Ergebnis wird wie gewohnt mit den Formeln (5.11) und (5.12) re-
normiert. Hieraus ergeben sich Drei- und Vier-Schleifen-Counterterme, die zum Fiinf-
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Schleifen-Ergebnis addiert werden:
(0) 2
4
(%) 5—L00pren(a5, mt) _ (Oés (as) ) 3_L00pnackt (agO) (as)7 mEO) (as’ mt))
al? (as) ’ 0
+ [ =—=2] 4-Loop"akt (ago) (as), mg )(ozs, my))

(0) :
<a5<a$)> 5-Loop™®t (a9 (ay), mEO) (as, 1))
(5.36)

(0) 2
— (as(as)> 3-Loop™* (a0 (a), mgo) (s, my))

(0) 3
+ (0654(7;365)> 4-L00pnath(oz§0)(as),mﬁo) (as’ mt))

3
i (22)" 5 Loop o

An dieser Stelle soll wieder ein kleines diagrammatisches Beispiel angefiihrt werden. Die
Subdivergenzen des Fiinfschleifendiagramms

werden von Drei- und Vier-Schleifen-Countertermen ~ O(«

T

absorbiert. Das Form-Programm, welches die Renormierung durchfiihrt, ist in Anhang
H.2 auf Seite 201 zu finden.
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5.3.3 Prasentation der Ergebnisse

Im Folgenden sollen die Ergebnisse des Anteils der Zerfallsbreite ~ O(al) priisentiert
werden. Es war moglich, die Entwicklung fiir m%{ > m? bis einschlieBlich 72 zu berechnen.

G 3
_ 75;’%1{ THNZ = 1) {1+ RP7 + BET? BT 4 Biprt 4 oS + O(7)
™
+ [+ By + Bor? 4 pgor® 1 pert 1 pler 4 00| (22) | (5.37)
™

+ B + Bor 4 pgrior? + O(r)| (0‘>2} (%)’

s s

In Kapitel 5.2.3 auf Seite 39 wurden bereits die Ergebnisse der Koeffizienten auf Drei-
und Vier-Schleifen-Niveau aufgefiihrt. Die Ergebnisse werden zuerst fiir eine beliebige
Eichtheorie SU(N,) angegeben. Sie konnten jedoch zu dieser Ordnung Stérungstheorie
nicht {iber die Invarianten C%, CaCFr usw. ausgedriickt werden. Probleme verursachte
dabei der Farbraum von Diagrammen &hnlich zu dem ersten in Abschnitt 5.3.1 auf Seite
45. Deshalb sollen die Koeffizienten in Abhéngigkeit von N, abgedruckt werden:

155 9 3 u?
nnlo 2 2
hO = a1 + T6Nc + 16Nc In <2)

1093 m? 121 m? 121
on(5F) - e (5) -5

55 12311 11 w2 11 2

DN+ N+ I —2 _ (I

216 16 m? 8 2
n

2 12 m? 7 2

N NT2 =2 (2 )m (2) 4 S (A

+ w{ (e m () g (5
T N () T oy () (i
s m2) agte e T \m2 12

+ L
101 2 1
10y Eo) = 2N (5.38)
12 m2) 72

1 u?
+ N2T? [ 12(>]
13 mt2
i r

+ N, T —1N’11 2—3 —1 3N1
rTete M, pNe G+ o

2

t
1 w2 95 m¥ 11 5 (MF
NIn —Ncln(—) — —=N.In* [ !
"2 <mt2> T ( p? 6\

11 8345
—N, N.(3 — ——N,
+ 3 cC2 + CC3 216 c:|

127 7 m? 1 m?2 2
N2T2 o 2 H
AN f{ 77_§1 (u2>+31 (/LQ>_3<2]
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433313 41 p? 21 w2
hnnlo _ N 21 2N 21 2 (
! 20736 | 192 ¢ n( ) T ™ 2
63917 112267 ., 77 2 m?
—— N5 — N2+ —N2?In In | —L
T 153607 3 23040 e 1207 <m$> n<u2
24763 2 7 2 5653 2
_HTO3 o () Z T Nz (L) 2 3838 e, (i
8640 m? 240 m? 540 2

847 m? 847 167
LUV 2(H> NG+ 9

720 u? 360
183973 m? 11551 ©?
N? AN H In | =
34560 120 ( > < ) 4320 (m§>
49, ;ﬂ 143 | i{ 134171 s

480 ™ 5160 ™ u? 7680

4 W 9 u?

Ny N,T? |- . —In

- (2 (28) 2 ()]

8 7 2\ 77 2141
+ N Ty {—41\@1 In (“2> N n? (:12> NG+ =Nt
t

5 m?) 24 2) 96 2592
2 2 2 2
N In £ m (21 UL L N m? L
90 m?2 112 180 24 m?2
1 m? 1309 4937
—N.In | —H ——N.(3— ——N,
R n(,u >+ 1536 7<% ™ 6400 }
2

2 2 1001 2
CNTy | SNt () i () 1O ey
30 m? w2 1080 m?
7 2 139 2 7 71837
— NS 2 (B ) - N I () - SN 4 N
120 m2) 540 12 10 64800
7 2 2 1153 2 7 2
——N.In M—Q In (4L 4 ——N.In 'U—Q + —N,In? M—Q
30 m2 112 1080 m2) " 120 m?
1511 2 7 2 77
+——N.In <m§> — NI’ <m§> + NG
Iz Iz

216

102083
+T5Nc<3 - 6480 c:|

5597 29 (m? 7 m? 14
N27T2 | =L 2 (ZH R s O s
A [ 3240 30 (;ﬂ ) T\ e ) T B®

(5.39)
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hnnlo —

4113881237

10333

124416000
24925603
3225600 ¢
27293899

~ 9072000

186703 5. »
302400 ¢

P%fln.(
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67200
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12

pq;21n<
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4838400  ©

12

"%
2
my

112

>_

16973

1543
14400

)+ 1oy

[

151200

254016000
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n
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83

+ Ny N/ T7 {—
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16973
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25200
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-

N1
2700 €

c

n MQ
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2
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5 —
) 2
NC ln (Tn%
2
12 (M) -
my
N7+
2
AQID.(lL
”%
2
A@ln.<’7§
1
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3829289

2
h1</i2>
my
i
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12

9450

2660561
4147200
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I

125430253
238140000

)
)-

1543
6300
89533
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4860000

189000

(i

w2
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2
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my

186703
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m
1
2
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1543
5040

1543
5040

1219276800

2
>ln.<nﬁ§
1

96029
567000

N1—-“N.In

1543
—— N,In?
25200 ( m?
16973
37800

2
myp

7

(5)

154

> 3Dﬁ321n2

5600

16973
——"NZ?In

25200

2 2
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my %
2
382208fv31n_<7n§1)
0
219977
N2
10080 Ve ®
756000
40080823
2
w
> +'189000 < 2)]
12 m2
NC_IIHQ( )—|— —N_ 1ln( g)
’I7’L
1+ — "N,
2 121
" N.In 2 (4 "H
() ~ o ()
154
Dﬁ} + N, zy,[ o 3
N
226800 m?2
2
()
7!

70875
(7n%> | 2089313 (;f2>
p? mg
1433600
89533
16973 u? I mi
37800 m2 2
R — A )
o
18900 ( >}
) 193889
1543 (M ) (
- ln
mg

m%)
112

¢ 6300

)
v (5)
&

482032339
2 <7n% 1543
©2

9450

63504000

4 1543 1543
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(5.40)
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Speziell fiir eine SU(3) gilt:

24935 495 363 3301 m? 363 m? 19 w2
hnnlo_i_i i " 'H 712 'H n [ £
48 T ( 12 > T\ e ) T e

11 307 u? 11 u? m¥
Ny |[+— - "—"—In| = In({+5 )In(—
*hP%s 21 ( 9*4I«mz“ 2
1 w2
N? | —1n?
¢ 350 (7))
4157 5 11 95 m? 11 m? 2 u?
N |—— + G+ =G+ —In(H)-—=m?(H)+ZIn (5
e[ e e () - e (5R) +5m ()
2 1 2 2
+ NiNy, [ ! ln('u2> ——1In <M2) In <m§{>}
12 mg 6 h 7
2

m
12 1 1 2
N2 —7——@—11 b2 (T
108 MQ 12 w2

(5.41)

a2 " 13s240 BT 202 iz M

2 2 2 2 2
S (M 1%%1i,+ﬁmfihlﬁi_7w /
80 w2 72 m? 15 m? w2 20 m?2

3170873 10549 ma
Ny |- —In( —2L
* h[ 3110400 | 9216 C‘°’+2 n<,ﬂ>

1
0
6071 2 2 7 2
LZ + — 1 M—Q In (4L + — In? L
1080 m? m? 2 18 m?2

T
o [ (5

[ 9115633 7 7 67717 (m%)
. L

ey 4 2020
388800 T 12 T30 Gz

12
2 2
—7—71n2 My —i—@ln LZ
60 w? 405 m
14 2 m? 7 u?
C n (&2 ) In (=2 2 £
(o) () o (o
1 29 2 7 2 m¥
NNy |——+-—h|—|—-—=h|—|In|{—
B h[ 45+120 <m§) 90n(m§ e

5597 29 m? 7 m?
N2 | 2228 L 22 i), o2 (M
l [12960 0%~ 120 < > T <M2 )}

ponlo _ 2831081 14963399 4 40673 (m%)

112

(5.42)
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ponlo _ 634987991279 19660371109 - 186703 . 9150167 mi
6096384000 116121600 ~° 16800 >> 189000 2
186703 | mip\ 3673639 ) 2
33600 2 151200 mi
1 2 2 154 2
16973, “2 n mH L 1543,
3150 mi 12 2520 m2
1780320569 2090599 293 m¥
Ny | = G — n| —
2438553600 2211840 6300 2
40531 2 1 2 2 154 2
_0539n » +6973 ’u—an mH +531 n
141750 \m?) =~ 25200~ \'m? 112 3780 m?2
1543 ©?
N | oo In? |
h {75600 " <m2>]
64572644753 1543 16973 10306537 . (m¥
Ny | = ¢z + G2+ In -
5715360000 5040 12600 1944000 m
16973 | %{ | 8973713 (i
25200 112 6804000 \ m?
154 2 2 154 2
543 % I mH 4 1648 o943 2 (P
Ta725 T\ 2 18900 m?2
2 154 2
LN, |- 367, 89533 % 1543 2 m?
23625 756000  \ m? 37800~ \'m? 112
3829289 1543 89533 m? 1543
N2 _ _ 'H 970 42 H
A [+19440000 37800°% 756000 ( o > T 75600 <u2

(5.43)

Der fithrende Term h3™° ist bereits bekannt; h3!° und h3™° stellen jedoch neue Koeffi-
zienten in dieser Entwicklung dar. h3"° stimmt mit der Literatur [23], [24] {iberein, was
die Richtigkeit der neuen Terme untermauert. Die Ergebnisse in Abhingigkeit von a2
finden sich in Anhang G auf Seite 179. Das Konvergenzverhalten der Reihe soll wieder

anhand eines Konvergenzplots betrachtet werden:
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S

1.5

1.4

1.3

r
Fol.2
1.1
1
0.9 [ 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1
0 0.2 0.4 , 0.6 0.8 1
— My
7-:4m%

Bis zu 7 = 0, 15 ist eine sehr gute Konvergenz der Reihe zu verzeichnen. Dies entspricht
einer Higgsmasse von /0, 6my ~ 0, 77m;. Dies ist immer noch ein schénes Verhalten, da
man hier eigentlich nicht mehr von m%l < m? sprechen kann, wofiir diese Entwicklung
vom theoretischen Standpunkte aus eigentlich nur giiltig sein sollte.

2 5

Auf Vier-Schleifen-Niveau betréigt die Abweichung der Kurve ~ 7¢ zur Kurve ~ 7°,
die sehr nahe am exakten Ergebnis liegen muss, ungefihr 16%. Mit der Annahme, dass
das Fiinf-Schleifen-Resultat ein dhnliches Konvergenzverhalten aufweist wie das Vier-
Schleifen-Ergebnis, kann man davon ausgehen, dass auch hier die Abweichung zum ana-
lytischen Ergebnis in dieser Groflenordnung liegt.

Zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens miisste die Entwicklung in 7 noch weiter
getrieben werden, was jedoch in Bezug auf die Rechenzeit sehr problematisch werden
wird, lief doch der Term ~ 72 auf dem institutsinternen Rechnercluster (bestiickt mit
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AMD Opteron 248, 2,2 GHz, 4096 MB RAM und Dual-Core AMD Opteron 2218, 2,6 GHz,
8192 MB RAM) mehrere Monate. Um eine Verwendung der parallelen Versionen von
Form — sprich Parform oder Tform — kommt man dann héchstwahrscheinlich nicht mehr
herum.

5.4 Uberpriifung der Unabhingigkeit von der
Renormierungsskala

In der dimensionalen Regularisierung muss die Renormierungsskala p eingefithrt wer-
den, um zu gewihrleisten, dass die Wirkung dimensionslos bleibt. Physikalisch messbare
Groflen wie Zerfallsbreiten und Wirkungsquerschnitte sollten jedoch nicht von dieser un-
physikalischen Skala abhéngig sein. Dies kann dadurch iiberpriift werden, dass man die
entsprechende Grofle nach p ableitet. In der Ableitung diirfen dann nur Terme auftreten,
die von hoherer Ordnung sind als die physikalische Grofle selbst.

Zu beachten ist, dass sowohl die Kopplungskonstante als auch die Masse eine Funktion
von g ist: ag = as(p) und my = my(p). Die Ableitungen von oz und my kénnen iiber die
entsprechenden Renormierungsgruppengleichungen

Pl - 2 = G o (2 - (2 (2) o
(5.44)

dln(mg)  ,0In(mg)  p 1 Omy Qs Qs 2 a3 4
Oln(p?) a o 2my Ou — ( T >_71 ( T ) T ( T ) +0(a5) (5.45)

bis zur bendtigten Ordnung in «, berechnet werden. Hierbei sind die Koeffizienten der
G- [25], [26], [27], [28] und y-Funktion [29], [30] gegeben durch:

1 4 1 34 20
Bo =~ ( Ca— 3Ty f) p1= <3C§1 —4CFTyNy — 3CATfo> (5.46)

4 3
1 (2857 205 1415
b=, < = C3 + 2C3Ty Ny — —CFCATfo - 77CATfo
(5.47)
CrT2N? + D80 2N
+§ FLpNG + 5 Calp Ny
1 97 10
Y0 C’F, n=15 CF + G —CpCa — 3 — CrTy Ny (5.48)
1 (129 129 11413
Y2 = 674 (20F CFCA 108 C'FC’A + CFTfo(48C3 o 46)
(5.49)

556 140 , 5y
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Speziell fiir die Zerfallsbreite muss dann gelten:

ore

o CH (5.50)
i = g {1 () ) = ot 5
61;:110 _ aﬁu {F1°+ (%) rulo 4 (C::)annlo} = 0(ad) (5.52)

Dieses Verhalten konnte bei I''®, T™° ynd T™l° bestiitigt werden, was einen sehr méchti-
gen Test darstellt, um die Richtigkeit der Ergebnisse zu untermauern. Zusétzlich soll an
dieser Stelle noch das Schaubild abgedruckt werden, in dem I''®, I'™° und '™ in Abhiin-
gigkeit von der Renormierungsskala o dargestellt werden. Fiir I'® wurde das exakte Er-
gebnis aus Gleichung 5.1 iibernommen. I'™° und T'™!° sind einschlieBlich bis zur Ordnung
72 eingezeichnet. Das Laufen der Kopplungskonstanten () und der Top-Quark-Masse

my(p) wurde mit dem Mathematica-Programm Rundec [31] ermittelt. Dabei wurde die

Polmasse my = 170,9 GeV [32], der Wert al? (myz) = 0,1189 [33] fiir die starke Kopplung
und schliefflich mz = 91, 1876 fiir die Masse des Z-Bosons [34] als Startwerte verwendet.

A
()
0,00035
0.00030 r rnnlo ~ 7_2
rnn]o ~ 7_1
nnlo 0
0,00025 | r g
Fnlo ~ 7_2
Fnlo ~ 7_1
0,00020 | [lo 10
0,00015
I'° (exakt)
10 20 50 100 200 500 1000 p

Es ist erkennbar, dass die Korrektur ~ 72 sehr klein ist und die entsprechenden Kurven ~
a? und ~ af nur um einen verschwindenden Bruchteil nach oben korrigiert werden. Was
sofort aufféllt ist, dass sich Vier- und Fiinf-Schleifen-Ergebnis in einem Punkt schneiden,
in welchem das Fiinf-Schleifen-Resultat ein Extremum besitzt und daher formal nicht von
1 abhéngig ist. Dies ist bei etwa p =~ 30 der Fall. An dieser Stelle sind beide Ergebnisse
gleich, was doch aber heifit, dass dort die fehlenden Korrekturen in der Entwicklung in

7 sehr klein sind (principle of minimal sensitivity [35]).
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5.5 Building Blocks

Die Berechnung der Zerfallsbreite ~ O(a?) bis zur Ordnung 1/m{ in der asymptotischen
Entwicklung wurde durch Diagramme der Gestalt

erschwert. Entwicklungen nach my fithrten auf Zwischenergebnisse der Groflie von Giga-
bytes, so dass nach wenigen Tagen die Festplattenkapazitit erschopft war und Form die
Berechnung mit einer Fehlermeldung abbrach. Das Problem wurde dadurch gelost, dass
man die einzelnen Bausteine des Diagramms (,,Building Blocks®) — das wire die massi-
ve Zwei- und Dreipunktfunktion — separat berechnete und es dann zuletzt ,,von Hand*“
zusammenbaute.

Sowohl die Zwei- als auch die Dreipunktfunktion sind tensorwertige Funktionen aus den
Invarianten der &ufleren Impulse. Da es sich um Einschleifendiagramme handelt, lassen
sich diese problemlos bis zu einer sehr hohen Ordnung in 1/m? berechnen; die Zeitdauer
dieser Berechnungen betréigt nur wenige Minuten.

a1
I 2
QQQQQJQQW = b <Q1 ) =
m2

= A¢@g™ +B'¢¢f mit A/, B'=h (

@ ¢ q%)

m2 ' m2’ m2
(5.53)
-
———— n = fmw Q- 92 ﬁ L% _
N m2 "m2 m2)
000¢ (5.54)
q2

= Aqiq29" + Bal'qs + Cqldy + Ddi'q! + Edhqs

) 2 2
mit A, B, C, D,E:f(q1 2 4L q2>

m2 ' m?2’ m?

Anschlieend werden die erhaltenen Funktionen an den passenden Stellen eingesetzt und
schlieBlich noch das bleibende masselose Einschleifenintegral von Mincer berechnet:
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Auf diese Weise war es moglich, die Entwicklung dieser Diagramme sehr weit zu treiben,
was mit der urspriinglichen Methode nicht realisierbar gewesen wére.

5.5.1 Anwendung der Methode der Building Blocks

Als die Funktionalitidt der Building Blocks erfolgreich getestet worden war, kam die Idee
auf, die Terme proportional nur N, ,% und Nl2 auf Fiinfschleifenniveau bis zu einer hohen
Ordnung in 7 zu berechnen. Zu den IV, ,%—Termen tragen Diagramme bei, die zwei innere
schwere Fermionschleifen aufweisen. Davon gibt es zwei Typen:

T WP

Vom ersten Typ existieren doppelt so viele Diagramme wie vom zweiten; die Werte
beider sind jedoch gleich. Also geniigt es, ein einzelnes Diagramm zu berechnen und das
Resultat mit der Anzahl der Diagramme dieser Gestalt zu multiplizieren.

Die Diagramme, welche zu den Termen proportional zu N 12 beitragen, besitzen dieselbe
Gestalt mit dem Unterschied, dass die inneren schweren Quarks durch leichte auszutau-
schen sind. Beachtet werden muss jedoch, dass sich beide Diagrammtypen in ihren Er-
gebnissen unterscheiden. Das masselose Ko-Subdiagramm wird auf die MINCER-Topologie
LA abgebildet, jedoch unterscheidet sich die Zuordnung der Impulse bei beiden Typen.
Dariiber hinaus kénnen hier nur die Building-Blocks fiir die Triangel-Subdiagramme ge-
nutzt werden. Dies stellt jedoch kein Problem dar, weil die Berechnung der masselosen
Topologie relativ schnell vonstattengeht.

Die Auswertung konnte sowohl fiir die N?- als auch die N7-Terme bis zur Ordnung
1/m{? in die Tat umgesetzt werden, was sehr bemerkenswert ist, da die Entwicklung der
NZ-Terme mit der gewohnlichen Technik schon auf Ordnung 1/m¢ scheiterte.

Prasentiert werden an dieser Stelle die Ergebnisse fiir die Entwicklungen in die Konver-
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genzplots, und zwar als erstes den N ,?—Term:

2\N[1 7 1543 113 27677 365306 ]
N2l 2 L - b 2 3 4 It s} 5.55
Bt (m§> [12 * 1507t 756007 T oas0’ T 3essas0’ T rooasers” | 0%
2= [
: ——— Tl
1.8 — 7
- N
1.6 F
LU
T ’
1.4
12+
L L L I L L L I L L L I L L L I L L L

Bis 7 = 0, 7 liefert die Entwicklung auf jeden Fall einen zuverlidssigen Wert, doch sogar
bei 7 = 1 funktioniert sie immer noch gut.

Der Nf—Term besitzt folgende Form:

Nl2 n(r)lnlo + nrlmlo,r + nrzmlo,l_Q + ngnlo,]_ii + nimlo,r4 + ngnloTS + O(T6)1| (556)

wlo _ 127 7 m¥ N L m¥ 1 ¢ (5.57)
n =— ——In|—5 —n" | — ) —= .

0 108 127 \ p2 12 112 62

5597 29 m2 7 m? 7
nnlo H 2 H
=— " In(—H — () - = 5.58

" T 12060 120 < 12 ) LT (;ﬂ ) 90°2 (5.58)
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3820280 89533 . [mZ\ 1543 m%\ 1543
nnlo H 2 H
- - UL T e R A G 5.59
2 7 19440000 ~ 756000 ( ;ﬂ) 75600 <u2> 37800 (5.59)
766591 3763 m? 113 m? 113
nnlo H 2 H
- - n () ¢ 02 () 5.60
"3 T 7200000 56700 < 12 > T 9a50 ™ < 12 ) 17252 (560)
1 10426231 2 2 2 2
ol _ 0099969019 10426281 | /iy TOTT o (i) 27677 e
106964550000 254677500  \ p2 ) 3638250 12 ) 1819125

mnio _ 1516374491251 403722799 (mp\ 365306 o (miy) 730612 ;
5 7 37544557050000 14898633750 \ u2 ) ' 70945875 ©2 ) 70945875
(5.62)

17

Hier ist die Konvergenz sogar noch besser als beim NV, ,?—Term. Bis zu 7 = 0, 8 unterschei-
den sich die Terme ~ 7% und ~ 7° fast nicht voneinander. Jedoch kann man sogar bei
7 =1 immer noch von einer sehr guten Konvergenz sprechen.

Der Beitrag der Terme ~ Nl2 bzw. ~ N }% zum gesamten Fiinf-Schleifen-Ergebnis liegt bei
etwa 4,3% bzw. 0,008%, sofern man p = my = 120 GeV, my = 170,9GeV [32], n; =5
und np = 1 wahlt; die NV ,%—Terme fallen somit kaum ins Gewicht.
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5.6 Modifikationen von Mincer

Das Programmpaket Mincer [12] umfasst spezielle Form-Routinen zur Berechnung von
masselosen Integralen vom Propagatortyp auf Ein-, Zwei- und Dreischleifenniveau. Auf
die genauere Funktionsweise und technische Details von Mincer wird in Anhang D auf
Seite 161 eingegangen.

Die Ergebnisse dieser Integrale besitzen jedoch nur bis zu einer bestimmten Potenz in
e ihre Giiltigkeit. Einschleifenintegrale kann Mincer bis zu O(g?) berechnen; Zwei- bzw.
Dreischleifenintegrale jedoch nur bis O(e!) bzw. O(£%). In einer Fiinfschleifenrechnung,
wie diese fiir I'(H — gg) ~ O(a?) durchgefiihrt werden muss, fiihrt dies zu Schwierigkei-
ten. Warum dies so ist, soll anhand des nackten Fiinf-Schleifen-Resultats

. C
(Z o T 00+ 0(6)) (5.63)

n=1

veranschaulicht werden. In diesem treten maximal 1/e3-Pole auf. Aus den masselosen
Subdiagrammen resultieren Vorfaktoren (12/(—q*+i€))® mit a € {1,2, 3,4}, mit denen
einzelne Terme multipliziert werden.

R— (ZS: (’;;” +Co+ O(s)) (_qgﬂ_h) _

n=1

3 C 2
= (Z "+ Co+ (9(5)) X (1 +acln (5)
5 —q* — 1€

n=1
2 2
+a?e? In? ('u> + a3 In’ <H> + 0(84)) = (5.64)

—q* — i€ —q% —ie
2

3 3
c_, c_, I
= |
S S Gra) n(_qZ_k)

+ a? i Con In? s +a3C_31In? L + O(¢)
gn—2 —q% —ie - —q® — i€

n=2

Zur Anwendung des optischen Theorems wird nur der Imaginérteil benotigt; dieser re-
sultiert aus allen Termen, die den Faktor In(u?/(—¢? — i€)) beinhalten. Erkennbar ist,
dass dies fiir die Koeffizienten C_1, C'"_o und C_3 der Fall ist. Diese miissen also korrekt
sein, um die Richtigkeit des endlichen Anteils des Imaginérteils zu gewéhrleisten.

Mincer liefert jedoch fiir bestimmte Félle nicht alle dieser Koeffizienten. Als Beispiel
dient die asymptotische Entwicklung eines typischen Fiinfschleifendiagramms:
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Subdiagramm

Ko-Subdiagramm
Jedes Triangel-Subdiagramm liefert maximal einen 1/e-Pol. Damit die Koeffizienten vor
den Polen richtig sind, wird das Ergebnis des Ko-Subdiagramms bis O(e) benétigt.

3 3
D,n 2 Dfn Dl 0
<§ "+ Do+ Dic+ O )) =Y S+ HOE (5.65)

IS
n=1

1
2

n=0

Das Problem ist jedoch, dass Mincer den Koeffizienten D; nicht kennt. Infolgedessen
miissen einige Routinen von Mincer ein wenig abgedndert bzw. erweitert werden. Zu
diesen Erweiterungen soll im Folgenden kurz Stellung genommen werden:

5.6.1 Anderungen an Topologien

1.) Ein-Schleifen-Topologie inpl1:

1 *
2 x This is inpll. It does the one loop topology of type L1.
3 *
4 multiply intl/eq;
*x** changed *** (original: multiply 1/ep~2+*intl/eq;)
5 id p2 = Q-pi;
6 id Q.pl = Q.Q/2+pl.pl/2-p2.p2/2;
7 id Q.p2 = Q.Q/2-pl.pl/2+p2.p2/2;
8
9 *

10 * added 09.04.97 (by ms)
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11 *

12 #call ACCU(11 num)

13

14

15 *if ( ( count(pl.p1,1) >= 0 ) || ( count(p2.p2,1) >= 0 ) )
discard;

16 *id intl/pl.pl1°x17/p2.p27x27 =
G(x1,0,x2,0,0,0)*Q.Q"2/Q.Q"x1/Q.Q " x2*eq;

17 #call one(pl,p2,Q,el,e2,eq,intl)

18 #call ACCU(integral 1)

19 #call simplifyhgg *** changed *** (renamed)

20 id acc(x1?) = x1;

21 xid ep = 0; *** changed *** (commented out)
22 .sort: Expression G scheme;

23 *

24 *x Now approximate and convert to MSbar.

25 %

26 #call finishhgg(1l, ‘SCHEME’) *x%* changed *** (renamed)
27 *multiply ep~2; **% changed *** (commented out)

Die Zeilen 4, 21 und 27 zu dndern bzw. auszukommentieren, fithrt dazu, dass Terme
ab einer bestimmten Ordnung in € nicht Null gesetzt werden. Sei der Ausdruck A
beispielsweise eine Reihe in e:

O (O

A= =2

ot + Co + Cie + Coe? + O(e?) (5.66)

Dann fiihrt die vierte Zeile, also die Division durch €2, auf:

A (Co C1 Cy ¢
—=—+4+—+—=+—+0C2+0 5.67
€ 54+53+52+5+2+ () (5.67)
Zeile 21 kombiniert mit Zeile 27 wiirden dazu fithren, dass alle Koeffizienten ab
~ O(£3) wegfallen:
O (O

A=—"=+

3 — 4+ Cy+ Cre+ 0262 (5.68)
3 3

Zwei-Schleifen-Topologie inpt1:

*

* This is inptl. It does two loop topologies of type T1.

*

multiply replace_(p2,p3,p3,p4,p4,p6,p5,p7)
*int1*xint3*Q.Q*eq;

*x*x changed *** (original:

g WwWN -
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15

multiply replace_(p2,p3,p3,p4,p4,p6,p5,p7)/ep)

#call dotwohgg() *x*x* changed *** (renamed)
.sort: Simplify G(3);

id acc(x1?) = x1;

*xid ep = 0; *x*x* changed *x* (commented out)
.sort: Expression G scheme;

*

*  Now approximate and convert to MSbar.

*
#call finishhgg(2, ‘SCHEME’) *x*x changed ***x (renamed)
*multiply ep; *x** changed *** (commented out)

Die Anderungen hier haben denselben Effekt wie bei der Topologie inpl1. Sie sorgt
dafiir, dass die Entwicklung in € nicht ab einer bestimmten Ordnung abgeschnitten
wird.

3.) Drei-Schleifen-Topologie inpla

1

17
18
19
20

Reduction procedure for three loop graphs of the LA
or ladder type.
*  Notation is from S.G.Gorishny et.al. Comp.Phys.Comm

55(1989) 381
*
* /-<———=== <————- <=\
* P1 / | p2 | \ P3
* / | | \
* / | | \
* / | | \
* Q —-—<-- P7 ~ v P8 --<--Q
* \ | | /
* \ | | /
* \ | | /
* P6 \ | P5 | / P4
* \=>—————- >————- >=/
*
#call ACCU(First loop integral)
#call simplifyhgg *x*x changed **x (renamed)
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21 #call ACCU(Simplify first G)
22 *

23 % The rest is standard. Note that the momenta that still exist

24 *  have to be called pl,p3,p4,p6,p7.

25 %

26 #call dotwohgg() *x*% changed **x (renamed)

27 #call ACCU(Simplify G(3))

28 id acc(x1?) = x1;

29 *id ep = 0; x*x* changed *x* (commented out)
30 .sort: Expression G scheme;

31 %

32 * Now approximate and convert to MSbar.

33 %

34 #call finishhgg(3, ‘SCHEME’) *x*x* changed **x (renamed)

4.) Drei-Schleifen-Topologie inpbe

1
Reduction procedure for three loop graphs of the BE or
benz type.

3 * Notation is from S.G.Gorishny et.al. Comp.Phys.Comm
55(1989)381

4 *

5 % /—<===——= <—————= <=\

6  * P1 / \ P2 / \ P3

[ / \ / \

8 x / P6 v - PT7 \

9 x / \ \

10 * Q ——<-- \ / -=<--Q

11 * \ | /

12 * \ v P8 /

13 * \ I /

14 * P5 \ | / P4

15 \=—==>——————- >———=/

16 =*

17 #call ACCU(First loop integral)

18 #call simplifyhgg *** changed *** (renamed)

19 #call ACCU(Simplify first G)

20 *
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21 = The rest is standard. Note that the momenta that still exist
22 *  have to be called pl,p3,p4,p6,p7.

23 *

24 #call dotwohgg() *x*x changed **x (renamed)

256 #call ACCU(Simplify G(3))

26 id acc(x1?) = x1;

27 =xid ep = 0O; *x%* changed *** (commented out)

28 .sort: Expression G scheme;

29 x*

30 * Now approximate and convert to MSbar.

31 *

32 #call finishhgg(3,’SCHEME’) *x*x* changed **x (renamed)

5.) Drei-Schleifen-Topologie inpno

*

* modified version of inpno (26.0ct.96)
*

#define LONGINT "1"

© 00 N O O WN -

P
= O

Reduction procedure for three loop graphs of the NO or
nonplanar type.

Notation is from S.G.Gorishny et.al. Comp.Phys.Comm
55(1989)381

[EY
N
*

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

X X X X X K K X X X X X *
]
|
|
A
|
|
~
|
|
A
|
|
o
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26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

#call ACCU(First loop integral)

#call simplifyhgg *x%* changed *** (renamed)
#call ACCU(Simplify first G)

#call dotwohgg() *** changed *** (renamed)

#call ACCU(Simplify G(3))
id acc(x1?) = x1;

*id ep = 0; x*x* changed **x (commented out)
.sort: Expression G scheme;
#call finishhgg(3, ‘SCHEME’) *x*%* changed *** (renamed)

In den Topologien inpla, inpbe und inpno werden im Wesentlichen nur Zeilen auskom-
mentiert, in denen € = 0 gesetzt wird. Aulerdem miissen die Namen der entsprechenden
Prozeduren, die auch noch geéindert wurden, angepasst werden.

5.6.2 Anderungen an Prozeduren

1.) Prozedur finish.prc:

1

o O W N

oo

10
11
12
13
14

#procedure finishhgg(LOOPS,SCHEME)
*x** changed *** (renamed)
*

*id ep = 0; x** changed *** (commented out)
*

*  Substitute the integrals.

*

id G311 = (1-2%ep)* (6*z3+9*z4d*ep+102*z5*xep~2) ;
*

id F321 = 20*z5 + F32lep*ep;

xx* changed *** (original: id F321 = 20%z5;)
*
#ifndef ‘GAUGE’
#define GAUGE "O"
#endif
id xi = ‘GAUGE’;

HO
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15
16
17
18
19

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29

30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

*id ep = O; x** changed *** (commented out)
*

.sort: Sub integrals;
*

#if ‘SCHEME’ ==

* This is classical MS-bar

#message Answer in classical MS-bar

#do i = 1, ‘LOOPS’
multiply,acc( 1 + 2%ep + ep™2*x( 4 - z2/2 )
+ ep™3*%( 8 - z2 - 7/3%z3 )
+ ep”4x( 16 - 2%z2 + z272/8 - 14/3%z3 - 13/4%xz4 )
+ ep”b*x( 32 - 4xz2 + 2272/4 - 28/3%z3 + T7/6%z2%z3 - 13/2*z4
- 31/5%z5 )

+ ep”6*x( 64 - 8xz2 + z272/2 - z273/48 - 56/3%z3 + T7/3*%z2%z3
+ 49/18%z372 - 13*z4 + 13/8%z2%z4 - 62/5*z5 - 61/6%z6 )
);
#call ACCU{}
#enddo

x*%* changed *** (the next 17 lines were commented out)

*#if ‘LOOPS’ == 0
*#else
*#if ‘LOOPS’ == 1

*multiply, (1+2*ep+4*ep”2+8*ep~3-7/3%ep~3%z3) *x (1-z2%ep~2/2) ;
*#else

*#if ‘LOOPS’ ==

*xmultiply, (1+4*ep+12%ep~2+32%ep~3-14/3%ep~3*z3) * (1-2%z2%ep~2/2) ;
*#else

«#if ‘LOOPS’ ==

*multiply, (1+6%ep+24*ep~2+80*ep~3-T*ep~3*z3) * (1-3*z2%ep~2/2) ;
*#else

HO
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53 *#message Illegal number of loops specified: ’LOOPS’
54 x#message Answer will be in the G-scheme anyway

55 x#endif

56 x#endif

57 *x#endif

58 x#endif

59

60 **xx changed **x
61

62

63 #endif

64 #if ‘SCHEME’ ==

65 **xx#message Invalid value ’SCHEME’ for output
corrected to G-scheme

66 **xx#else

67 #message Answer in the G-scheme

68 #endif

69 kxx#endif

70 x*id ep = 0; *x*% changed *** (commented out)
71 %

72 #endprocedure

Hier werden alle Zeilen auskommentiert, die € = 0 setzen. Auflerdem addiert man
in Zeile 9 zusétzlich einen zu € proportionalen Koeffizienten F321ep, der zunéchst
nicht weiter ersetzt wird. Dies war dann auch nicht weiter notig, da er im Ender-
gebnis nicht auftauchte. Der Faktor zur Umrechnung ins MS-Schema von Zeile 29
bis 34 wurde bis zu O(®) erweitert.

Tabelle tabtwo.prc:

Die Ergebnisse aller Integrale sind in der neuen Tabelle bis O(g%) angegeben, im
Unterschied zu vorher, als diese nur Terme bis O(e®) umfassten.

Prozedur dotwo.prc:

1 #procedure dotwohgg() *x*%* changed ***x (renamed)
2  #call ACCU(Second loop)

3

4  #call simplifyhgg *x*x changed **x (renamed)

5

6 #call ACCU(Simplify G(2))
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7
8 if ( count(int2,1) > 0 );
9 #call one(p2,p5,Q,e2,e5,eq,int2)

10 endif;

11

12 #call ACCU(Third loop)

13

14 multiply 1/Q.Q/eq"3;

16  #call simplifyhgg *** changed *** (renamed)

16 #endprocedure

In dieser Prozedur miissen nur die Namen der anderen gednderten Prozeduren
angepasst werden.

Alle gednderten Topologien und Prozeduren bis auf die Tabelle tabtwo.prc erhielten
den namentlichen Zusatz hgg. Die Tabelle tabtwo.prc wurde nicht umbenannt, sondern
direkt durch die neue Version ausgetauscht. Die Prozedur simplify wurde zwar umbe-
nannt; es hat sich jedoch herausgestellt, dass an dieser nichts geéndert werden muss.
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6 Hadronerzeugung durch
Elektron-Positron-Kollisionen

Hadronen

Streuprozess — Parton-Schauer  Hadronisierung

6.1 Diskussion des Prozesses

Die Experimente Babar, Cleo und Belle wurden mit dem Ziel ins Leben gerufen, die
Physik der Hadronen zu untersuchen und damit die Giiltigkeit des Standardmodells zu
priifen. Speziell an Babar und Belle wird die CP-Verletzung von B-Mesonen gemessen.
Die zu untersuchenden Hadronen gehen aus eTe™-Kollisionen hervor. Der ablaufende
Prozess wird visualisiert durch folgendes Feynmandiagramm:
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et q

b2
b3

yZh
D1

Was hier genau abléuft,esoll im Folgenden kurz diskutiert Werdgn [36]. Am ersten Teilpro-
zess ete” — y* beteiligen sich ausschliellich Leptonen (und das virtuelle Photon v*),
welche nicht sensitiv auf die starke Wechselwirkung sind. Hier treten hochstens elek-
troschwache Phanomene auf, die jedoch nicht betrachtet werden sollen. Fiir den zweiten
Teilprozess y* — qq sind stattdessen QCD-Effekte maf3geblich.

1.)
2.)

4)

10~"® m: Ein qq-Paar wird iiber die elektroschwache Wechselwirkung erzeugt.

10~ m: Die gebildeten Quarks befinden sich nicht auf der Massenschale, sind also
keine asymptotischen Teilchen. Sie besitzen eine grofie invariante Masse Q2. Ein
Teil dieser invarianten Masse wird als harte Gluonen abgestrahlt. Die ersten emit-
tierten Gluonen besitzen einen groffen Transversalimpuls und sind als Gluonjets
beobachtbar. Da sich alle Gluonen selbst jenseits der Massenschale befinden, fin-
det nach der charakteristischen Zeitdauer At = 1/1/¢2 — wobei ¢> die invariante
Masse eines Partons ist — eine neue Reaktion statt, die weitere Partonen hervor-
bringt. Die Invarianten werden mit jedem Zerfall kleiner, die Energie der Partonen
sinkt jedoch logarithmisch mit ¢2, also eher langsam und liegt im Energiebereich
Q? der urspriinglich erzeugten Gluonen und Quarks. Damit ist deren Wellenlinge
A~ O(1/Q). Die Weglidnge zwischen zwei aufeinanderfolgenden Prozessen siedelt
sich im Bereich O(1/q) an und ist viel grofler als A. Fiir frithe Zeitpunkte findet
keine Interferenz der zugeordneten Amplituden statt, und die Zerfiille geschehen
im Wesentlichen voneinander unabhéngig.

1076 m: Hadronisierung (Fragmentation) der Partonen

Die abgestrahlten Partonen beginnen, mit den Partonen, aus denen sie hervorge-
gangen sind, oder miteinander zu wechselwirken. Weitere Gluonen werden beinahe
kollinear zu den Quarks abgestrahlt, weil sich deren Transversalimpulse nur noch
minimal voneinander unterscheiden. Dies geschieht bei einer Energieskala, welche
der Masse der Hadronen oder des Landau-Pols von a(u) entspricht. Die jetzt initi-
ierten Effekte sind nichtperturbativ und entziehen sich der stérungstheoretischen
Beschreibung.

> 10715 m: Zerfiille instabiler Hadronen

Wie schon erwéhnt, kénnen die Abschnitte (3) und (4) nicht durch Stérungsrechnung
beschrieben werden. Eine Behandlung ist zum Beispiel iiber Monte-Carlo-Methoden zu
bewerkstelligen. Darauf soll jedoch im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht eingegangen
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werden; das Augenmerk gilt dem zweiten Abschnitt.

6.2 Das R-Verhiltnis

Bevor auf die Produktion eines qq-Paares durch Elektron-Positron-Kollision eingegangen
werden soll, ist es sinnvoll, den einfacheren Prozess ete™ — u™u~ zu betrachten:

b2
ps3

yZ
p1

Dessen Wirkungsquerschnitt wurde in Anhang E hergeleitet:

_ _ A 06 . S
V n

Wegen my, = 206, Tme gilt B, ~ 1 und damit:

dma
Te~ Tu) = 6.2
e — ) s (6.2)

oole

Auf Baumgraphenniveau verliuft die Berechnung von o(ete™ — qq) analog zu vorher,
sind doch nur die Myonen durch Quarks zu ersetzen. Da sich Quarks beziiglich der SU.(3)
transformieren, treten sie als Farbmultipletts auf, womit das obige Ergebnis mit N, also
der Anzahl der Farben, multipliziert werden muss. Der zweite Unterschied ist, dass sich
die Ladungen von Quarks und Myonen unterscheiden. Ergo ist ein zusétzlicher Faktor Qg
zu berticksichtigen, wobei @) die Ladung eines Quarks in Einheiten der Elementarladung
ist, also Quct = 2/3 bzw. Qqsp = —1/3. Man muss iiber alle Ladungsquadrate der
Quarks summieren, die kinematisch erzeugt werden kénnen:

2
oo(eTe™ — qq) = N, (Z QZ) ogleTe” — utu™) =N, (Z Qg) 47;7: (6.3)
a q

Damit besitzt auch der Wirkungsquerschnitt der Quark-Paarproduktion dasselbe cha-
rakteristische Verhalten proportional zu 1/s. Dieser Abfall gewinnt bei grofien Energien
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/s an Bedeutung und unterdriickt die auftretenden QCD-Korrekturen, was jedoch uner-
wiinscht ist. Infolgedessen ist es geschickt, bei der Betrachtung dieser Korrekturen nicht
den Wirkungsquerschnitt zu untersuchen, sondern das sogenannte R-Verhéltnis:

oo(eTe™ — qq
R = e (6.4

Dieser Quotient weist nicht mehr die stérende Proportionalitit zu 1/s auf, was sowohl
fiir die Auswertung experimenteller Daten als auch theoretischer Ergebnisse sehr von
Vorteil ist, weshalb gewohnlich darauf zuriickgegriffen wird.

6.3 Berechnung von QCD-Korrekturen

In diesem Kapitel soll auf die Methodik eingegangen werden, die zur Berechnung von
QCD-Korrekturen zum R-Verhiltnis herangezogen wurde.

6.3.1 Zur Verwendung des optischen Theorems

Ausgangspunkt der Betrachtungen bildet die Vorwirtsstreuamplitude M(eTe™ —
ete):

Nach dem optischen Theorem steht der Imaginérteil von M(eTe™ — ete™) in Verbin-
dung mit o(eTe”™ — qq):
olete” — qq) = ;Im[/\/l(ef’e_ —ete )] = ilm[/\/l(eJre_ —ete7)] (6.5)
2Ecmpcm 2s
Die beiden gestrichelten Késtchen beinhalten den leptonischen Anteil, gebildet durch die
externen Elektronen. Der ausgefiillte Kreis symbolisiert alle Korrekturen zum Photon-
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propagator:
(6.6)

Die Summe dieser Korrekturen wird im Folgenden mit I1¢7(k) bezeichnet. Im leptoni-
schen Anteil gibt es keine QCD-Korrekturen. Fiir die weitere Auswertung ist dieser daher
uninteressant und wird in der Berechnung des Matrixelements fiir den obigen Prozess
abgespaltet:

j\/l(e+e_ —s e+e_) — <_ie)2@(p2)7“u(p1) (i‘%"wﬂga(k)_;’fu) ﬂ(pl)»),”q;(pz) —
2 (6.7)

e _ — v
= 2202y ulpr)u(p1)y"v(p2) 1w (k)
Um Eichinvarianz zu gewéhrleisten, muss die tensorwertige Gréfe 11, (k) die Form
Huu(k) = (k2guv - kuku)n(k’Q) = (k29;w - kukV)H(k'Q) (6.8)

haben, wobei

T(k?) — (d_11)5 (_gw N ’“;’;) (k) (6.9)

gilt. Aus der Erhaltung der duleren Stréme j* = v(pa2)y*u(p1) bzw. j* = u(ps)y’v(ps)
folgt zusétzlich py ,j" = p2,j* = 0 bzw. p3,j” = p4, 7" = 0. SchlieBllich wird iiber
die Spins der einlaufenden Teilchen gemittelt und iiber die der auslaufenden Teilchen
summiert. Unter Vernachléssigung der Elektronmasse ergibt sich:

1 e? y e2
4 ZZM = 12 5pW"P17") K g TI(k?) = - (=8p1 - po)TI(K?) = —e*TI(K?) (6.10)
(e*e~ s Hadronen) = —Im(M) = — & Im[(k2)] = — 2] (6.11)
ole e adrone = 9% = o — 55 .
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Durch Normierung auf den Wirkungsquerschnitt fiir den Hochenergielimes der Myon-
Paarproduktion iiber ein virtuelles Photon resultiert das R-Verhéltnis:

o(ete™ — Hadronen —4ﬂ 2 ™

Die Vorteile des optischen Theorems liegen auf der Hand. Erstens erspart man sich die
Integration iiber den Phasenraum, welche bei drei oder gar vier Teilchen im Endzustand
schwer zu handhaben ist, vor allem wenn die Teilchen massiv sind. Des Weiteren re-
duziert man alle mannigfaltigen Diagramme auf einen Typ, ndmlich mit zwei externen
Linien und einem &ufleren Impuls. Diese kdénnen hervorragend mit den zur Verfiigung ste-
henden Routinen behandelt werden. Zu guter letzt werden Infrarotdivergenzen geschickt
umgangen, da virtuelle und reelle Korrekturen verschiedenen Schnitten des Diagramms
entsprechen. Man nimmt also beide Korrekturen mit und separat auftretende Infrarot-
divergenzen heben sich in der Summe beider heraus.

6.3.2 Das optische Theorem anhand des Wirkungsquerschnitts auf
Baumgraphenniveau

e [ i) i
1 = —(ie)? [ 3 Sp |y A,

6.13
= —462/ dk Kk + @) TRkt @)t =g (k- (k4 ) —m?) (61
(2m)? (k2 —m2)[(k + q)2 — m?]
Unter Gebrauch der Feynmanparametrisierung
1

yiie / (6.14)

AB xA + 1 — x)BP .

0

ergibt sich weiter mit der Transformation k = [ — xq:

1 1

1 1
= [d
(k2 —m?)[(k + q)? — m?] / xk:2—m2+2xk:~q+:cq /l2+x1—a:q 2 —m?
0 0
(6.15)
Fiir den Zahler folgt:

211 — g"I1? — 2¢M ¢ x(1 — x) + g" (m? + z(1 — z)¢*) x

x {+q"” (1 = 2) + ¢“IM(1 — 22) — g"q - 1(1 — 22)} (6.16)
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7

Die letzten drei Summanden in den geschweiften Klammern fithren zu Integralen der
Form A#(q?), die keinen Beitrag liefern. Damit ist folgender Ausdruck zu betrachten:

STHY
ill5" =

124+ z(1—x)¢?> — m?

Das Endergebnis fiir ill;” muss wegen der Eichinvarianz von der Form
iy = (¢°¢" + ¢"q" ) a(q?)
sein mit der skalaren Amplitude IT5(¢?). Durch Anwenden des Projektors

1
m (q29uu + qqu)

ergibt sich

ddl 4—d
/dx/ K X
(2m)4 12 4+ 2(1 — x)g? — m?

- 2 o 1?2 d+1m?
1— S oyt
X{d—l ( x)+(d—1)q4(l ? q2+d—1q2}
Mit den Integralen
/ d? 1 i T(A4+e-2) 1
@2m)d (12 =2 (4r)s TN AMe2

om)d (12 — AN _(4W)g 27 T(\) AMes3

/ddz 2 i dT(A+e-3) 1
(

/ddz Ik i 1T\ +e—3) ¢
(

2t (P—ARX — (yms2 T()  AMeS

und einer Entwicklung von I1(¢?) nach e resultiert:

TM(g?) = —270‘ jdxm —2) {i e +1n <m2 _‘Zi‘z_ x)q2>} +0(e)
0

o2, d/ / A M — g™ — 2¢Mq (1 — z) + g (m® + 2(1 - 2)¢)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)

(6.24)
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Durch Ladungsrenormierung ergibt sich:

1

~ a m2

M5 (q%) = Is(g?) — T5(0) = —2? /dx z(1—x)In <m2 e x)q2> (6.25)
0

Schlussendlich wird der Imaginérteil benttigt:

1

ﬁﬂf+dd:—€f/ﬁzﬂ1—xﬂn< m? >:

m? —x(1 — z)(g? + ie)
0

1
2c

:—? d$$(1*l‘)h’l <m2—x(1—x)q2 +i€/> =
0

1/241/2y/1—4m?2/q?
2
= dex(l—z) 7=
0

1/2—1/24/1—4m?2/q?
4m?2 2m?2
N O Iy (L
3 q? q

4
o(eTe” — Hadronen) = —%Im(l‘[(s)) (6.27)

(6.26)

Mittels

folgt dann tatséchlich:

dma® [ 4m? 2m?
o(eTe” — Hadronen) = ga - (1 + m) (6.28)
s s s

6.3.3 Kilassifikation der auftretenden Feynmandiagramme

Wie zuvor erklart, miissen fiir das R-Verhiltnis Korrekturen zum Photonpropagator
berechnet werden. Die hierbei vorkommenden Diagramme lassen sich in zwei Klassen
einteilen:

1.) Nicht-Singulett-Diagramme:

Bei diesen Diagrammen koppeln die beiden dufleren Photonen an derselben Fer-
mionschleife, die als masselos betrachtet wird. Von den restlichen Fermionschleifen
muss — auf Vier-Schleifen-Niveau — mindestens eine massiv sein. Der masselose
Vier-Schleifen-Anteil wird nicht berechnet, weil die hierfiir notwendigen Topologi-
en nicht zur Verfiigung stehen.
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2.) Singulett-Diagramme:

Diese treten erst ab Drei-Schleifen-Niveau auf. Im Gegensatz zu den Nicht-
Singulett-Graphen koppelt hier jedes Photon an einer separaten Fermionschleife.
Auch hier muss auf Vier-Schleifen-Niveau mindestens eine massiv sein.

6.3.4 Nicht-Singulett-Diagramme

Hier sollen einige Beispieldiagramme aufgelistet werden:
1.) Masselose Graphen:
a.) Ein-Schleifen-Beitrag:

) Zwei-Schleifen-Beitrige:

ORI~

) Drei-Schleifen-Beitréige:
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) Vier-Schleifen-Beitriige:

6!
a6
B«

Dicke Linien stehen fiir massive und diinne Linien fiir masselose Quarks. Wie schon
erwahnt wurde, ist bei den Nicht-Singulett-Diagrammen die duflere Schleife, an
welcher die Photonen koppeln, immer masselos.

@

) Massive Diagramme:

a.) Drei-Schleifen-Beitrége:
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6.3.5 Singulett-Diagramme

Die Singulett-Diagramme sehen genauso aus wie die Propagatorkorrekturen beim hadro-
nischen Higgszerfall. Der einzige Unterschied ist, dass die d&ufleren Higgsteilchen durch
Photonen zu ersetzen sind. Damit sollen an dieser Stelle nur einige wenige prisentiert
werden:

1.) Masselose Diagramme:

) Drei-Schleifen-Niveau:

e <

Die Ergebnisse dieser beiden Diagramme verschwindet wegen des Landau-
Yang-Theorems.

) Vier-Schleifen-Niveau:

L e
b L

) Massive Diagramme:

) Drei-Schleifen-Niveau:

P <

Ebenso verschwinden diese beiden Diagramme, was auch hier aus dem
Landau-Yang-Theorem folgt.

b.) Vier-Schleifen-Niveau:

e
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Ll Ll

6.4 Zur Anwendung des optischen Theorems

Das optische Theorem wurde im Zusammenhang mit dem hadronischen Higgszerfall in
Kapitel 4 ab Seite 21 ausfiihrlich beschrieben. An dieser Stelle sollen zur Anschaulichkeit
deshalb nur noch zwei signifikante Beispiele angefiihrt werden. Fiir das erste Beispiel wird
ein Singulett-Diagramm auf Zweischleifenniveau herangezogen. Die moglichen Schnitte

4

entsprechen sowohl virtuellen als auch reellen Korrekturen:

<

Als zweites Beispiel wird ein Singulett-Diagramm auf Vierschleifenebene betrachtet. Die
physikalischen Schnitte

fithren auf Korrekturen, wie sie beim Higgszerfall auftreten:

G L
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6.5 Durchfithrung der asymptotischen Entwicklung

6.5.1 Demonstration an einem signifikanten Beispiel

Es soll die asymptotische Entwicklung auf diagrammatische Weise fiir folgendes
Dreischleifendiagramm durchgefiihrt werden:

Benotigt werden die Subdiagramme, welche sowohl alle massiven Linien enthalten als
auch ein-Teilchen-irreduzibel beziiglich der masselosen Linien (Gluonen und leichte
Quarks) sind. Insgesamt gibt es vier, fiir die diese Bedingungen erfiillt sind:
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Ko-

Subdiagramm Subdiagramm

@? < M? kK < M2

q2 < MQ, k2 ~ M2,

P2 < M2 K < M?
l2 ~ ]\4’27 p2 ~ M2

Zu beachten ist, dass das vierte Subdiagramm nicht zum Imaginérteil beitrégt, da es sich
dabei um ein Vakuumintegral handelt. Folglich geniigen fiir unsere Zwecke die ersten
drei Subdiagramm, was durchaus von Vorteil ist, weil die Entwicklung und Berechnung
des vierten Subdiagramms am zeitaufwendigsten ist. Nachdem Exp die relevanten Sub-
diagramme gefunden hat, werden diese {iber spezielle Form-Routinen nach den &ufleren
Impulsen entwickelt und die auftretenden Integrale von Matad berechnet. Danach ist die
resultierende Entwicklung in die jeweiligen Ko-Subdiagramm einzusetzen, wobei Mincer
die verbleibenden Schleifenintegrale auswertet.

Im =Im O O

+ O (6.29)
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6.6 Zur Renormierung der Ergebnisse

Sowohl das Ein- als auch das Zwei-Schleifen-Ergebnis von I'(eTe™ — had) ist frei von
Subdivergenzen und somit endlich. Erst ab dem Drei-Schleifen-Resultat O(a?) treten
Pole auf, die durch eine additive Renormierung mittels Countertermen beseitigt werden
konnen. Darauf, wie das im einzelnen Falle zu bewerkstelligen ist, soll im Folgenden kurz
eingegangen werden.

6.6.1 Renormierung des Drei-Schleifen-Anteils

Typische Drei-Schleifen-Diagramme sind in Abschnitt 6.3.4 auf Seite 79 illustriert. Sub-
divergenzen werden beispielsweise verursacht durch eine massive oder masselose Schleife
wie in den Diagrammen

oder durch einen Selbstenergiebeitrag der Form

Solche Subdivergenzen werden durch einen entsprechenden Counterterm absorbiert. Die-
ser ist aus dem Zwei-Schleifen-Resultat zu gewinnen, das beziiglich der Kopplung «; und
der Top-Quark-Masse mq renormiert wird, und zwar wie folgt:

ol (@) = (ZpPas = {1+ (§7) 02,)" + Olad) o
dm (6.30)
1 11\ 4 1 '
. 1-Loop _ — - _ 1 = —
mit (6Z,) . [CA ( 3 > + BTNf] wobei T 2
méo) = ZmMq = {1 + <é%i) (5mq)1_Loop - O(ag)} a
30y N2 (6.31)
mit (5mq)1'LOOP = ——— wobel CF = —=

2N,
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Den resultierenden Zwei-Schleifen-Counterterm ~ O(a?3) muss man zum nackten Drei-

Schleifen-Resultat addieren, um dafiir zu sorgen, dass dieses endlich wird:

(0)
s\ 2 ren _ Qs (aS) (0)
(477) 3-Loop™™ (as, mq) = yy 2-Loop(ay™’ (as))

ago)(as) i kt ¢ (0)
A7 3'L00p (as (as)>mq (OCSamq»
(0) 2
= L(%)Q—Loop(ago)(as)) + (%) 3-Loop™* (v, mg)
47 47

(6.32)

Zur Erlduterung sollen nachfolgende Beispiele dienen. Im ersten Falle wird die Subdiver-
genz durch eine massive Quarkschleife verursacht. Durch Addition des entsprechenden
massiven Zwei-Schleifen-Counterterms (~ Nj) wird diese Divergenz beseitigt.

+ (6.33)
Subdivergenz: Zwei-Schleifen-Counterterm
Vakuumpolarisation O(a3)~Ny, (massiv)

Auch vollstdndig masselose Drei-Schleifen-Diagramme weisen Subdivergenzen in Form
von Schleifen leichter Quarks auf. Hier sorgt die Addition des masselosen Zwei-Schleifen-
Counterterms (~ N;) dafiir, dass die auftretenden Pole herausfallen.

" (6.34)

Subdivergenz: Zwei-Schleifen-Counterterm
Vakuumpolarisation O(a3)~N; (masselos)

6.6.2 Renormierung des Vier-Schleifen-Anteils

Einige Vier-Schleifen-Diagramme wurden in Abschnitt 6.3.4 auf Seite 79 dargestellt.
Die Quelle der auftretenden Subdivergenzen ist dieselbe wie bei den Drei-Schleifen-
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Diagrammen. Diese kdnnen sowohl masselose als auch massive Schleifen oder Selbst-
energiebeitriage sein.

& Gor (&

Um die Pole des Vier-Schleifen-Resultats zu absorbieren, muss der Zwei-Schleifen- und
Drei-Schleifen-Counterterm berechnet werden.

o (ay)

N3
<ﬁ> 4-Loop™™ (a5, mq) = yy

(0
3 (0) s (%)
2-Loop(ay’(as)) + ( ym

(0) s
as (o n
’ (4§r)> 4-Loop™™*(al) (as), m{) (a5, mq)) =

ol () ai” (ay)

2
= 2 Vg, (0) s A7) L (0)
= oop(ag”’ (as)) + < ppm ) 3-Loop(ay”’ (as))

3
+ (%) 4-Loop™™* (o, mq) =

o (ay)

2
= ) 3_L00pmasse103(ag0) (Oés))

= — %9 Loop(aV(ay)) + <

47

(0) 2 .
., (a<a> ) 3-Loop™ (a0 (), m{® (s, my))

3
+ <%) 4-Loop"ackt (ovs, mq)
T

4
(6.35)
Die Kopplung ist beim Zwei-Schleifen-Ergebnis iiber
s\ 1| 11 2
(Zg =1+ (32) 2 |- Ne+ 2Ny
dw/ ¢ 3 3
(6.36)
+(%)2 LBy N s iz poneny)) + L (e + 2NN,
An ) 9 ciVh 9 h hiV] - FiVh 3 ciVh

2 werden hier nur die Terme benétigt, die mindestens ein

Ny, enthalten. Dies ist so, da nur massive Vier-Schleifen-Diagramme betrachtet werden,
also solche, die mindestens eine Top-Quark-Schleife einschliefen. Der Zwei-Schleifen-
Counterterm hebt dann genau die Subdivergenzen weg, welche von diesen Schleifen her-
rithren.

zu renormieren. Im Anteil ~ «
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Beim massiven Drei-Schleifen-Ergebnis findet die Renormierung der Kopplung mit

(Zy)2 =1+ (%) : % <—11Nc n 2Nf> (6.37)

3 3
statt und zuletzt beim masselosen Drei-Schleifen-Ergebnis mit der Renormierungskon-
stanten

1 2
Z) =1+ (%) . 2N .
(Zy) +(47r) =3V (6.38)

Auch hier ist zu beachten, dass im masselosen Fall nur die Terme ~ Nj notwendig
sind, um die Subdivergenzen von einzelnen Top-Quark-Schleifen zu beseitigen. Wiirde
man zusétzlich auch die N;-Terme mitnehmen, so hitte dies zur Folge, dass vollsténdig
masselose Counterterme eingefiihrt werden, welche Subdivergenzen von Quark-Schleifen
ausschliellich leichter Quarks wegheben wiirden, wie sie jedoch nur in masselosen Vier-
Schleifen-Diagrammen vorkommen, die nicht zur Betrachtung herangezogen werden.

Nicht zu vergessen ist schliefilich die Renormierung der Masse im massiven Drei-Schleifen-
Anteil mittels

T =1— (7) -~ -3Cr (6.39)

Zur Veranschaulichung des Ganzen sollen die beiden nachfolgenden signifikanten Bei-
spiele dienen. Betrachtet wird ein Vier-Schleifen-Diagramm mit zwei inneren Fermions-
chleifen. Im ersten Fall seien diese Schleifen massiv, im zweiten Falle sei eine massiv und
die andere masselos. Diese Schleifen verursachen die auftretenden Subdivergenzen.

(&
s + +

Subdivergenzen: Drei-Schleifen-Counterterm Zwei-Schleifen-Counterterm
Vakuumpolarisation O(ad)~NE O(ad)~NE

(6.40)

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



6.7 Ergebnisse fiir das R-Verhltnis ~ O(aa?) 90

Subdivergenzen: Drei-Schleifen-Counterterm Zwei-Schleifen-Counterterm
Vakuumpolarisation O(a)~N; Ny, O(ad)~N; Ny,

(6.41)

Durch Addition der O(a?)-Beitriige des Zwei- und Drei-Schleifen-Counterterms werden
die auftretenden Pole, in denen sich die Subdivergenzen manifestieren, beseitigt.

6.7 Ergebnisse fiir das R-Verhiltnis ~ O(aa?)

Das R-Verhiiltnis ldsst sich allgemein in der folgenden Form schreiben:

R(s) =Y RUV(s) + Reing(s)

mit Ry(s) =Y (‘i)" R (s) und Ryng(s) = 3 (‘i)" RY) (s)

s ™
n>0 n>3

(6.42)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit betrachtet man den Singulett-Anteil Rging(s), der
erst ab dem Dreischleifenniveau auftritt, separat. Beim Nicht-Singulett- Anteil ist iiber
alle masselosen Quarks zu summieren. Im Folgenden sei 7, = s/(4m?2) der Entwicklungs-
parameter. Die Ergebnisse fiir eine effektive Theorie mit fiinf Quarks werden in Anhang
G auf Seite 179 aufgelistet.

6.7.1 Nicht-Singulett-Anteil

Die einzelnen Beitriige der Stérungsreihe im Falle s < m?l sind gegeben durch:

Réo) = NCQ(ZIT‘(/O) mit rgv)) = (6.43)
R = N.@2rP mit rlP) = ZCF (6.44)

R® = N.Q2r{ mit r(?) = b8 + 67, 4 5072 + 6073 4 0P 7d 4 P75

) (6.45)
béQ)Tf + 17;2)757 + béQ)TE + O(TS9)
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2_365 .. 11 11 1[5
by = 51 11¢3 ln(ﬂ)—i—Nl( 12+ C3+61n qu

(6.46)

0 _y (176 _ 8 (s S-Loop _ pp (1303 2, 08 4
bi (675 135 (m2> = "\ "G66150 T 315 n(m2> (6.47)

<1353295573675 4265425 In < : )) (6.48)

- < 101820957610625 311185 ) (6.49)
=N <211300050084369266825 4712092;25 In (;)) (6.50)
=N < 103222;3335 + 1212215 In (;)) (6.51)
=M (14;(;;1?;:)1(5)2?67 1448712992585 n (;;)) (6.52)
o = 3 (~seagrosracrag * anme () 659

Die Ergebnisse fiir R(s) sind bis zu O(aa?) analytisch bekannt [37]. Es lautet:

@ _ 335 119 (146 55\ 41N .
V=9 Than \ S b ) MU (37 g ) T nlVn VLT

1 8 1
+ <972—>ln3(\/775+\/1+78)+1/1+7_x

19, 23 , (38 23
x{ 81 162Ts7r +< o 7 >1n (VTs + V1 +74)

+ ng(\ﬁ VI+T7e)%+ L12(\f V1+ TS)Q}

+(3- W) Lis(v7 — VIT7)? + (6; -5)a

(6.54)

Wird dieses fiir ma > s entwickelt, so ergeben sich die obigen Ergebnisse. Dies stellt
also wieder einen sehr guten Test fiir die Methodik der asymptotischen Entwicklung dar.
(2)

Am Konvergenzplot zu O(aa?) ist erkennbar, dass die ry;
Stabilitit stellt sich schon ab 74 ein.

sehr schnell konvergiert. Die
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1.14

1.12

1.1

N\
\\\

—
=
oo
/\;\\IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0'98 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1

Weitere Terme in dieser Entwicklung zu berechnen, stellt keinerlei Problem dar, da die
notwendigen Berechnungen nur Minuten dauern. Auf jeden Fall besitzt das entwickelte
Ergebnis eine sehr iibersichtliche Form, hat doch das analytische Resultat eine sehr

komplizierte Gestalt.
Die Ergebnisse fiir R((f) sollen nun zusammen mit einer Entwicklung, die fiir grof3e Ener-
gien giiltig ist [38],

2\ 2 2

(2),5>m? 1 2 mgy 13 mg
=—— 4= S I e D (R | 6.55
v R R Sl B Rl e “ (6.55)

und natiirlich der exakten Kurve in einem Schaubild dargestellt werden. Hierbei ist mgq
das massive Quark.
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0.4

exakte Losung

0.3 Fall 5> m

0.2
0.1
2

R 0

-0.1

Vs [GeV]

Erkennbar ist, dass schon die Entwicklung ~ 72 bis zu /s = 4 sehr gut mit der exakten
Kurve iibereinstimmt. Ab /s & 2,8 {iberlappt sie sich sogar mit der schwarzen Kurve,
also der Entwicklung fiir s > m?l. Bei /s & 5,5 beginnt diese Entwicklung zu divergieren
und man verlésst sich ab dann besser auf die Hochenergieentwicklung.

6.7.2 Singulett-Anteil
Der Singulett-Anteil ~ O(aa?), also

2 2 . 2 2 2 3
Réir?g = Nc Z Qqu’Tgirzg mit réirzg = Téir?g,l,l + Tgin)g,l,h + Téirzgﬁ,h (6.56)

a,q’
verschwindet aufgrund des Landau-Yang-Theorems; es gilt somit Rglzg = 0. Eine kleine
Zusammenfassung zu diesem iiberaus wichtigen Prinzip findet man in Anhang F auf
Seite 177 und néheres in der Originalarbeit [13].
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6.8 Ergebnisse fiir das R-Verhiltnis ~ O(aa?)

Interessant wird die asymptotische Entwicklung fiir O(aa?), weil zu dieser Ordnung
Storungstheorie kein analytisches Ergebnis fiir das R-Verhéltnis bekannt ist. Ab dieser
Ordnung treten Singulett-Graphen auf, womit es sehr sinnvoll ist, das Resultat in zwei
Anteile aufzuspalten. Der Teil, welcher von den Singulett-Graphen herriihrt soll separat
betrachtet werden.

6.8.1 Nicht-Singulett-Anteil

Das Ergebnis fiir den Nicht-Singulett-Anteil sieht folgendermaflen aus:

3
R = NQiry?
mit 7“5’) = b(()g) + bf”)fs + bg)’)TZ + bgg)rs?’ (6.57)
+ 6513)7;1 + bg”)i’ + O(78)

Im folgenden werden die Koeffizienten der Entwicklung in 7 angegeben, soweit diese
berechnet wurden:

m2

1 2 2 2
NN NENEN)
%
+ N2CpT? [ (2>]
2 11 2 ,UJ2 1 ,U,2 S
+N1NhCFTf 121 —gln W Cg—éln W In E

13 1 2
b = N, CRTy [—64+1 (“ )]
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91125 540
1333 u? 4 " S
S () s S (A ) m (S
6075 n<m2) 135 n( 2) n(;ﬂ)

7 u? 11
L il
Tzt ( >+4057r

93599 529 1421 [ s 1 s
b3 = N, o2y [ 20000 029 2Ry S ) e (S
1 WEL S G oo M\ 2) T\ 2
2

Ay [T BT () e ()
(m> () ()
e[ (E) () 3) i ()]

(6.59)
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211 2291 12652
bg3> — N, C2T} [_ 867 9 65 31 (i)

144528 20160%° T 793800
43 ] 1093 2
——— % (= In
2520 (m2> T 14700 (m2>
2
ju s 43
_71 1 2
<m2) n( >+7560 }
6145851 271 175507 1n( s )
333396000 ' 1152°° 3175200

43 o/ s 14333 I
b By M, (0
5040 m2/) 264600 ~ \ 'm?2
11 2 s 43
st (3 ) () -
530 n(m2> P2 15120“}
599 4 s 1303 @2
N2CpT? | — — —1 (—) " In(—
i {40500 675 Uz ) T 66150 " U2
2 u? ]
S () ()
315 m?2 m2

NN CrT} |t = s (52) + i o ()

m2

+ NhCACFTf [—

(6.60)

6945750 630 315 m?

1303 2 2 2 s 1
R () () m () -
66150 n<m2) 315 n<m2 n(m2> 945"
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3395030363 121 = 138346 I (i)
84390862500  4200°° 13395375

8 o ([ 8 11464 u?
- n? () - (£
212625 m?/) 496125 \ m?

16 u? s 8
o n(2 ()
T 1575 n<m2> "\z) T e3rsTs”
22635064507 6217 28963 o ()
32148900000 10800 " 535815000

m2
4 s 144584 u?
() (2
T or625 " \m2) T 13305375 n<m2>

176 u? s 4
“15m <m2> In (W) 637875 }
107908 16 s 52576 12

_ () — 22207 4 2o
22325625 | 7875 <m2) 13395375 n( )

m2
64 w2 S
555 (2 ) 0 (52)
T 12525 <m2> P2 ]
1298704 112 s 32 L/
+ ln( )—7111 (—)
4219543125 ' 30375 42525

m2
52576 u? 64 u? s 32
290 (B ) 2w (A (—)
13395375 n<m2>+42525 n<m2 ") Y iomn T

(6.61)

bY) = N, C2 Ty {

m2

NpCACFTY [

N2CWT? {

m2

N{NyCpT? [
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2 2 4 2
bf) _ NhC'}Zwa [_ 350396652687 3463 37327579 ( s )

R0859390390000 | 332640 T 3241680750 " \m2
2
I (i)+ 15856 | (4
155025 \m2) T 12006225  \m?
16 ©? s 331
() ()
3465 n<m2> 2 +4677757T]
| 200372908200523 | 58193 7STATSIT n(i)
179718780780000 ' 43200°° 16208403750

2
331 s 32429 ©?
() - o (2
311850 \m2) T os23275 " \m?
4 12 s 331
s () 50) - g
ToR3s <m2> "\m2) ~ 935550 "

170266 244 s 129716 e
N2CpT? - n(—)+———In(—
TNRCEL {93767625 297675 n<m2) 108056025 n<m2>

16 w2 s
— In{—|In({—

31185 m2 m?2

131644888 548 s 8 o[ 8
— — In{—)+——In—
374414126625 467775 31185 m2

129716 u? 16 u? s 8
+— In — In{—)In (7) — =T
108056025 \ m?2 31185 \'m? m2/ 93555

(6.62)

m2

—|—NhCACFTf [ m

m2

+ NlNhCFTJ% |:
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W@ _ N o [ 3718479567664559 29167 - 7705805248 (i)
5 PEEST | 9015340198678056250 63063000 22370298575625  \m2
256 o (i)_ 22714688 | ( w >
165540375 m2) " 4734454725 \'m?2

256 ;ﬂ 1n( s> 256,
105105 496621125
3262812119583673073 98933
N, T -
+ NiCaCrTy [806136079471222500 20400 T 2237020857562

25020992 2
5020 ln<'u>

m2

1333664144 s
In ( )

P B W () + Tomneonmes
165540375 m2 19368223875 m?2
256 | w2 | <3) 128 2

_ ol P V() 2=
429975 m?2 m?2 496621125

11744416 4864 s

hl (72)
m

NECpT? |-
+ NaCr f[ 14707625625 ' 12733875

100083968 12 1024 112 s
o (B )+ In( m(—)
213050462625  \m2) ' 4720725  \ m2 m2

1845615488896 233984 s
NN, CpT? 1 (7)
PR [9596858088943125+496621125 P2
512,/ s 100083968 2
- In (—) s N
4729725 \m2) 213050462625  \ m?
2 512

L0, (e 1n( %)+ n’
N 512
4720725 \m? 14189175 "

(6.63)

Mit Cy = 3, Cr = 4/3 im Falle einer SU(3) und Ty = 1/2 ergibt sich

11 199 u? 11 ©? 11 12 s
[—ln<>+ln<m2 €3+Eln W ln ﬁ

72 36 m2 3
1 1%
2 2
N {361 <mz>]
2

2 2 1 s
o () B () ()0 2)

b = Ny,
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92243 1847 20237 s s
b3 = Ny, |- - - 1 e (s
! h[ 1312200 4860 ~ 218700 ™ (;ﬂ) T 2
2 4
n 205267 N 761 u? [ 2
218700  \m?) 243 \m? 12
A, u? mn
— | — T
1215~ \m?) 3645
23 176 u? 8 w2 s o [ 12
N2 |23 00 B (P () D2 (A
* h[729 2025n<m2>+405n(m2 ") Tas ™ e
6052 28 s 4 s 4 w2
NNy [ (2 ) - —m? (S ) - —In (&
M h[ 91125+405 n(,ﬂ) 405 (,ﬂ) 225 n(mQ)
2
IEEENCY VU D
+405 In® (m2> METIEH ]
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(6.65)

m2 m?2

bg.g) = Ny [

66976875 ' 23625 \m2) 10186125 = \m?
64 w2 s
()1 ( )
127575 n<m2> T m2 }

12 4 112 32
NN |+ i ()~ o ()
m

12658629375 ' 91125 \m2) ~ 127575
52576 u? 64 w2 s 32 2
_ 2290 g (A 1 1 ( )
40186125 <m2> T <m2 " 382725
(6.67)
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100083968 u? 1024 u s
- (&S )4 ——In( m(—)
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NN 1845615488896 n 233984 In (i) 912 In2 <i>
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100083968 u? 1024 u? s
————————In|—S|+——In|— |In (—)
639151387875 m?2 14189175 m?2 m?2

Los12
42567525

Die Terme bf) und bg?’) in dieser Entwicklung sind neu. Zur Veranschaulichung sollen
diese Ergebnisse wieder zusammen mit der Hochenergieentwicklung [38]

2 . m2\ 2 ,
7”7%4-(;) r$) (6.70)

(3),s>mg _ T(()g) n Mg (()
S

Ty
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(3) _ 7847 11 262 < > [785 22 } <s)
T —+ — - 2o Hpe (s
0 216 CQ C Hz C3 Hz
151 1 s 1. 5(s
e { 62 1% #3 s () |35 406+ g5 (12}
(6.71)
32 8
T(()?Q) = —80 + 60¢3 + (n + np) <9 - 3C3> (6.72)

4217 139 m2\ [97

T(()ii T + 15¢2 + 743 + *Cs +1n (;) [ — 38(3}
2 2
_om2 (M Sy |48 R L

21In < S >+ln (M2> [ e + 22(3 + 5 In .

457 2 mg 13 4

=~ Z, 22 1 4=
(nl+nh){108 Cz Cs+ H( . ) [ 18+3C3}

n(2) [7-5m (%) 5

in einem Schaubild prisentiert werden. Dabei wurde p? = s gesetzt und N; =3, Nj, = 1
gewihlt:

(6.73)

10

m— Fall 5> m]
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Erkennbar ist, dass die Entwicklung fiir s < mé bis /s & 3 sehr zuverlissig ist, da sich
die Schaubilder aller aufeinanderfolgenden Terme fast iiberlappen. Bei /s ~ 3,5 treffen
diese dann auf die fiir groBe Energien aussagekriiftige schwarze Kurve. Das Ergebnis ~ 72
stimmt bis y/s &~ 5,3 mit der schwarzen Kurve iiberein; innerhalb dieses Bereichs wird
die Korrektur fiir das R-Verhaltnis wohl von beiden Entwicklungen sehr gut beschrieben.
Ab /s & 5,3 beginnt jedoch die Kurve ~ 72 schnell zu divergieren und man sollte sich

dann auf die Hochenergieentwicklung verlassen koénnen.

6.8.2 Singulett-Anteil

Zu guter Letzt soll der Singulett-Anteil betrachtet werden. Dieser wird aufgeteilt in

3) 3) ®3)

einen masselosen Anteil Ting.l, sing.. sing.hh-

®3)

! und in die beiden massiven Teile r h und r

Tsing,L,h besteht aus den Singulett-Graphen, die sowohl ein masseloses als auch ein mas-
3)

sives Triangel-Subdiagramm enthalten. Tsing,hh ist zusammengesetzt aus zwei massiven
Triangle-Subdiagrammen. Der masselose Anteil wurde nicht berechnet, weil hierfiir mas-
selose Vier-Schleifen-Topologien benttigt werden, die nicht zur Verfiigung standen. Fiir
die massiven Beitréige ergibt sich:

3 . 3 3 3 3
Rsing = Ne Z Qqu’Ténzg mit Ténzg = Téin)g,z,z + Tiir?g,l,h + Téirzg,h,h (6.74)
q,q’
Téfﬁg,z,h =d¥7 +dP2 4 dP 3 + dP 4+ dP 5+ 05 (6.75)
(3) _ jabe o 37 13 (3)  abe o ( 110401 29
d?) = d®d . T3 ( TR ) 4 = A danTF (e + EG ) (676)
45317647 10018
d(3) — qbeq T2 _ .
3 abeTf \ ~ 17860500 T 4725 & (6.77)
3)  sabe , [ 50402931881 95176
= a cT - .
dy” = d™day f( 6251175000 141753 (6.78)
16973804046407 5283808
d® = qoteq, T2 | — 6.79
5 bel f 533502535000 | 218205 3 (6.79)

d*¢ sind die symmetrischen Strukturkonstanten einer beliebigen SU(N,). Im Allgemei-
nen gilt d**dgp. = N2 — 5N, +4N! und speziell fiir die SU(3) d***dyp. = 40/3. Damit
ergeben sich die Koeffizienten fiir die QCD mit N, = 3:

185 65 110401 58 45317647 20036
d§3) _ _% gCBa dgg) _ + — _

T 43740 ' 27 5358150 + 2835

3) 50402931881 = 190352 3) _ 16973804046407 =~ 10567616

=~ dy’ = — 81
4 1875352500 T 8505 & % 175050760500 T 130077 < (6-81)

Gs, dSY) =

3 (6.80)
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Die beiden Terme dff’) und dé‘g) sind neu. Die Struktur der Entwicklung des Singulett-
Anteils ist im Vergleich zum Nicht-Singulett-Anteil einfach gehalten. Aus dem Konver-
genzplot wird ersichtlich, dass die Entwicklung bis 74 = 0,5 sehr gut konvergiert.

24

22 F

= 2
4mq

Weitere Terme zu berechnen, ist sehr zeitintensiv. Die asymptotische Entwicklung einiger
Singulett-Diagramme nimmt Tage in Anspruch. Jedoch ist die Gewéhrleistung der Kon-
vergenz bei 75 = 0,5 vom physikalischen Standpunkt aus mehr als ausreichend, da dies
einer Schwerpunktsenergie /s = 2mq entspricht. Bei dieser Energie kann das schwerste
Quark-Antiquark-Paar erzeugt werden, und es ist bemerkenswert, dass die Entwicklung,
die ja eigentlich fiir s < mg vorgesehen ist, dann noch eine solche Aussagekraft besitzt.

ré?rzg’hﬁ = eg?’)Ts + 6&3)7'82 + e§3)r§ + ef)rf + 6?)7'55 + (’)(7’?) (6.82)
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e =0, el =0,eY =0 (6.83)
efY) = d™¢dy, T? < : 8;;5 o) et = d™d T (382;25> (6.84)
o) = d™d oy, T? <56122:09547150) s e = d™d T (wﬁi%) (6.85)

Die ersten drei Koeffizienten der Entwicklung sind gleich Null. In diesem Zusammenhang
soll ein Fehler in [39] nicht unerw#hnt bleiben. Dort heifit es auf Seite 296, dass die
Summe aller Singulett-Graphen mit zwei massiven Triangel-Subdiagrammen in allen
Ordnungen der asymptotischen Entwicklung verschwindet, was jedoch nicht so ist, wie
durch Berechnung hoherer Terme in der Entwicklung gezeigt werden konnte. Zusétzlich
ist anzumerken, dass der erste Term, der ungleich Null ist (also 64(13)), mit der Literatur
[40] iibereinstimmt, was die Richtigkeit der Ergebnisse dieser Diplomarbeit untermauert.

8-——N7'1

7-——N7'2

O w7

5-——~T4

r t
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Bis zu 7, = 0,3 zeichnet sich die Entwicklung durch eine sehr gute Konvergenz aus.
Um diese zu verbessern, hitten natiirlich weitere Terme berechnet werden kénnen. Das
Problem ist jedoch, dass die Berechnung von e$3) schon Wochen lief — selbst wenn man nur
die Diagramme betrachtete, welche nach dem Landau-Yang-Theorem iiberhaupt einen
Beitrag liefern. Infolgedessen wurde auf die Auswertung weiterer Koeffizienten zugunsten

anderer Ergebnisse verzichtet.

6.8.3 Singulett-Anteil: der Fall masseloser u-,d- und s-Quarks

Die leichten Flavours seien u, d und s. Das c-Quark sei massiv. Die Nicht-Singulett-
Diagramme sind proportional zu den Ladungsquadraten der jeweiligen masselosen
Quarks, da beide Photonen an derselben dufleren Quarkschleifen koppeln, die als mas-
selos betrachtet wird.

~N| D> QF| =2 (6.87)

i=u,d,s

u,d,s
Komplett anders verhélt es sich jedoch bei den Singulett-Diagrammen, da dort beide

Photonen an unterschiedlichen Schleifen koppeln, die sowohl masselos als auch massiv
sein konnen. Unter Beachtung von

ZQi:g—l—lzo (6.88)

i=u,d,s

ergibt sich somit:

u,d,s

~N| DD Qi =0 (6.89)

i=u,d,s

u,d,s C
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Q2 = g (6.91)

Die einzigen beitragenden Graphen sind die mit zwei c-Quark-Schleifen. Wieder soll
zusitzlich die Hochenergieentwicklung [38]

ingss 55 10 m 10 25 ma

mit in den Schaubildern présentiert werden:
1

0.75

0.5

0.25

R® 0

sing

-0.25

o

~

(9]
T

) PP EFEMEME EFENEME B B B
0 5 10 15 20 25 30
Vs [GeV]

Da nur die Graphen mit zwei massiven Triangel-Subdiagrammen beitragen und deren
Entwicklung erst ab 72 Koeffizienten ungleich Null reproduziert, geht R fir diesen

sing

Fall fiir kleine Schwerpunktsenergien schnell gegen Null. Bis zu /s ~ 5 verschwindet
R und trifft dann auf die schwarze Kurve, die fiir grofle Energien giiltig ist. Da ab

sing
Vs ~ 5 die fiir s < mOl entwickelten Terme sehr schnell divergieren, sollte man sich ab
dieser Schwerpunktsenergie auf die schwarze Kurve verlassen. Diese néhert sich fiir grofle

FEnergien einem konstanten Wert an, der ungefihr bei -0, 5 liegt.
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6.8.4 Singulett-Anteil: der Fall masseloser u-, d-, s- und c-Quarks

Die masselosen Flavours umfassen nun zuséitzlich das c-Quark. Das b-Quark wird als
massiv betrachtet. Analog zu vorher gilt:

(6.93)

ol

Z Qz = CQEZ

i=u,d,s,c

(6.94)

Ny [ Y Q) =N =2

i=u,d,s,c 3
(6.95)
b b
2 ].

Hier sieht das Schaubild folgendermaflen aus:
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-0.75

m— Fall s> m]

ngg -1 B B
125 m—
-1.5F
-1.75 -
-2 L
0 5 10 15 20 25 30
V5[GeV]

Die Kurven der Entwicklung fiir s < m?l treffen fiir /s ~ 10 GeV auf die schwarze Kur-
ve, welche den Fall grofler Schwerpunktsenergien, also s > m?l beschreibt. Fiir kleine
Energien ist die Entwicklung, die in dieser Diplomarbeit berechnet wurde, sehr zuver-
lassig, sind doch bis /s = 5GeV die Kurven der sukzessiven Terme der Reihe nahezu
kongruent. Ab /s ~ 10 GeV divergieren jedoch diese Terme und man muss sich auf die
Giiltigkeit der schwarzen Kurve verlassen.
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7 Parform und Tform — parallele Versionen
von Form

Die Berechnungen in der phdnomenologischen Teilchenphysik kénnen unter Umstédnden
so umfangreich sein, dass sogar Form mit speziellen Problemen jahrelang beschéftigt ist.
Ein elementarer Ansatz fiir die Verringerung der Rechenzeit stellt die Aufteilung einer
Berechnung auf mehrere Prozessoren dar, namlich die sogenannte Parallelisierung.

7.1 Parform

An einer parallelen Version von Form mit dem bezeichnenden Namen Parform wird seit
1998 in Karlsruhe gearbeitet [6].

Die Parallelisierung wird dadurch bewerkstelligt, dass ein Ausdruck auf mehrere Pro-
zessoren verteilt wird. Jeder dieser Prozessoren — bezeichnet werden diese als Slaves —
bearbeitet lokal einen Term und am Ende eines Moduls wird der komplette Ausdruck
von einem Prozessor erzeugt, der nicht direkt an den Berechnungen beteiligt ist. Man
spricht dabei vom sogenannten Master. Ist die Anzahl der Slaves jedoch niedrig, so ist
der Master nicht ausgelastet und kann dann selbst mitrechnen. Der Geschwindigkeitszu-
wachs (Speedup) verlduft bis zu einem gewissen Zahl von Slaves linear, strebt dann aber
gegen einen Sattigungswert, wenn immer mehr Slaves im Spiel sind, weil der Master in
dem Falle groBtenteils fiir deren Uberwachung in Anspruch genommen wird.

Bei UMA-Architekturen wie Mehrprozessorsystemen teilen sich mehrere Prozessoren
gleichberechtigt denselben Speicher, auf den sie {iber einen gemeinsamen Bus zugrei-
fen. Das Problem hierbei ist, dass bei vielen Prozessoren die Wahrscheinlichkeit einer
Kollision wichst, falls verschiedene Prozessoren gleichzeitig auf den Speicher zugreifen
wollen. Solche Kollisionen miissen geregelt werden, was zusétzliche Zeit beansprucht.

Um dieses Problem zu vermeiden, greift man auf NUMA (Non Uniform Memory Access)
zuriick. Bei dieser Architektur hat jeder Prozessor seinen eigenen lokalen Speicher (Ca-
che), kann aber zudem auf Speicher von anderen Prozessoren zugreifen. Der Zugriff auf
den Speicher anderer Prozessoren funktioniert iiber Nachrichten, die iiber das sogenannte
MPI (Message Passing Interface) iibermittelt werden.

Im Zusammenhang mit NUMA tritt jedoch ein neues Problem der Cachenutzung auf,
némlich die sogenannte Cache-Inkohérenz. Ist ein Prozessor mit den Manipulationen
an einem Term fertig, speichert er das Ergebnis im globalen Speicher. In den Caches
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der anderen Prozessoren befindet sich jedoch noch der alte, nicht mehr aktuelle Term.
Das bedeutet, dass die Daten in den Caches nicht mehr kohérent sind zu den Daten im
globalen Speicher, weshalb die alten Terme geloscht werden sollten. Dafiir sorgt ccNUMA
(cache-coherent NUMA).

Bei der Verwendung von ccNUMA ist man jedoch mit einer neuen Schwierigkeit konfron-
tiert, ndmlich dass diese Architektur nicht ideal fiir Berechnungen mit Form ist wegen
der Art, wie Form Terme abarbeitet. Jede Ausfithrung erzeugt bei der Bearbeitung neue
Terme, die im globalen Speicher abgelegt werden sollten, was zur Folge hat, dass der
Cache immer wieder erneut durch ccNUMA gel6scht wird.

Man greift somit auf das Master-Slave-Modell mit verschiedenen Prozessoren aber ohne
die Verwendung von MPI zuriick. Die Kommunikation zwischen Master und Slaves findet
iiber einen gemeinsamen Speicher statt und man spricht dann vom ,Shared-Memory-
Modell* [6].

7.1.1 Test der Effizienz von Parform

Im Laufe der Diplomarbeit wurden mit Parform diverse Testldufe an typischen Drei-
und Vierschleifendiagrammen durchgefiihrt. Zum einen bezog sich die Untersuchung dar-
auf, wie sich die Hinzunahme zusétzlicher Prozessoren auf den Geschwindigkeitszuwachs
(Speedup) auswirkt, um welchen Faktor also die Berechnung schneller lduft als nur bei
einem einzigen Prozessor. Zum anderen bestand Interesse daran, wie sich die Laufzeit in
Abhéngigkeit von der Entwicklungstiefe erhoht.

Dies erweist sich vor allem dann als wichtig, wenn man wissen will, wie tief die Entwick-
lung der Masse durchgefiihrt werden kann, bevor sich die Zeitdauer einer Berechnung ins
Bodenlose steigert. Bei den Messungen mit Parform wurde die Zeitdauer normiert auf
die Zeit, welche die Berechnung bei Verwendung zweier Prozessoren ins Anspruch nahm.
Im nachfolgenden Schaubild ist der Speedup aufgetragen iiber der Anzahl der Prozes-
soren. Es ist erkennbar, dass die Geschwindigkeitszunahme bis etwas vier Prozessoren
linear verlduft und danach abflacht, um bei acht Prozessoren einen Séttigungswert von
etwa 3,8 zu erreichen.
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7.1.2 Laufzeitmessungen
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1000 =
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Auf Drei- und Vierschleifenniveau wurde je anhand eines typischen Diagramms die Mes-
sung der Laufzeit in Abhingigkeit von der Entwicklungstiefe durchgefiihrt. Hier sind alle
Zeiten normiert auf die Laufzeit, wenn nur Terme ~ m{ berechnet werden. Aufgetragen
ist die Laufzeitzunahme iiber der Entwicklungstiefe. Das Wachstum der Laufzeit ver-
lduft exponentiell; bei drei Schleifen nimmt sie bei Berechnung der 1/m{°-Terme um den
Faktor 78 zu, bei vier Schleifen sogar um den Faktor 472! Dies lief3 schon friith erahnen,
dass die Entwicklung auf Fiinfschleifenniveau nicht allzu hoch getrieben werden kénne,
obliegt einem hier doch die Berechnung von iiber 2600 Diagrammen.

Darunter sind beide Kurven noch einmal mit logarithmischer Auftragung gezeichnet. An
die Messwerte lasst sich gut eine Gerade anpassen, wodurch das exponentielle Verhalten
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der Laufzeitzunahme deutlich wird.

7.1.3 Die Variable ,MAXINTERMS*

Man kann Parform bei einer Berechnung einen Parameter mit der Bezeichnung
MAXINTERMS iibergeben. Dieser steht fiir die maximale Anzahl der Terme, die parallel
verarbeitet werden. Die ideale Wahl des Parameters ist problemspezifisch, weshalb vor
eigentlichen Rechnungen Messungen darauthin durchgefiihrt wurden, wie sich die Lauf-
zeit dndert, wenn man MAXINTERMS variiert. Bei den hier betrachteten Problemen lag
das Minimum immer bei etwa 300 bis 400, was bei anschliefenden Durchldufen natiirlich
ausgenutzt wurde.

7200

Angepasste Kurve

7000 : Messwerte
6800 H

6600 M

Laufzeit [s]

6400 -

6200 -

MR M M - M .
6OOOO 200 400 600 800 1000

Anzahl der Terme

7.2 Tform — eine multiprozessgestiitzte Version von Form

Der Nachteil von Parform ist, dass sich eine Beschleunigung der Laufzeit erst fiir mehr
als zwei Prozessoren einstellt. Infolgedessen wurde eine andere parallele Version mit
dem Namen Tform [5] in unmittelbarer Zusammenarbeit mit J.A.M. Vermaseren — dem
Entwickler von Form — konzipiert. Diese kommt vor allem auf Rechnern zum Einsatz, die
iiber Dual- oder Multicore-Prozessoren mit einem gemeinsamen Speicher verfiigen.
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Bei Tform [5] handelt es sich um eine mehrprozessgestiitzte Version von Form, die im Ge-
gensatz zu Parform nicht mit dem Standard MPI, sondern mit POSIX-Threads (Portable
Operating System Interface for uniX) arbeitet. Ein Thread is ein Semi-Prozess,
welcher den Speicher mit anderen Threads teilt. Dabei ist eine effizientere Nutzung der
Ressourcen moglich und dariiber hinaus ist die Anzahl der Threads nicht beschrinkt auf
die Zahl der vorhandenen Prozessoren. Ein Zeitgewinn ist schon ab der Verwendung von
zweien solcher Threads zu verzeichnen.

Mit Tform wurden nicht so viele Test durchgefithrt wie mit Parform, da ein Prozessor
mit acht Kernen nur fiir kurze Zeit zur freien Verfiigung stand. Gemessen wurde der
Geschwindigkeitszuwachs in Abhéngigkeit von der Anzahl der Kerne bei zwei typischen
Fiinfschleifendiagrammen:

4 |

—— angepasste Kurve

4 —— angepasste Kurve

35

Geschwindigkeitszuwachs (Speecup)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl der Threads Anzahl der Threads

Auch hier verlaufen die Kurven bis zu drei oder vier Cores ndherungsweise linear, um
danach abzuflachen. Der maximale Speedup liegt in derselben Gréflenordnung wie bei
Parform, ndmlich ungefahr bei vier. Die Besonderheit ist jedoch, dass dieser dann erreicht
wird, wenn sieben Kerne im Spiel sind. Bei acht Kernen sinkt er wieder minimal ab. Somit
wurde gezeigt, dass Tform der Version Parform in nichts nachsteht.

7.2.1 Abhangigkeit der Laufzeit von der Anzahl der Threads

Nach der Internetseite http://www.nikhef.nl/~form/aboutform/aboutform.html
héngt die Laufzeit T eines iiber ein Gesetz der Gestalt

T(N)=Cy + % + C5In(N) (7.1)

von der Anzahl N der Threads ab. Die Konstanten C7, C und Cj5 sind problemspezifisch.
Fiir zwei unterschiedliche Fiinf-Schleifen-Diagramm wurden auf niedrigster Ordnung der
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7.2 Tform — eine multiprozessgestiitzte Version von Form 116

asymptotischen Entwicklung Laufzeitmessungen durchgefiihrt:

90

45 —— angepasste Kurve

angepasste Kurve

80
40

; 70f
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Laufzeit [s]
D
(=}

Laufzeit [s]

[ov]
[
W
(=]
T T T

20F a0f

30f

20L
1

Anzahl der Threads Anzahl der Threads

Fiir das erste Diagramm ergibt sich Ch = —3,07987, Cy = 48, 2669, C'3 = 4,03933 und fiir
das zweite Diagramm C; = —5,92479, Co = 94,1595, C3 = 7,40507. Diese Konstanten
unterscheiden sich zwar schon von Diagramm zu Diagramm. Jedoch ist erkennbar, dass
sie durchaus in derselben Groflienordnung liegen. Dies ist nicht verwunderlich, da es sich
um dieselbe Problemklasse handelt, ndmlich um die Berechnung eines Fiinf-Schleifen-
Diagramms.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Der hadronische Higgszerfall

Ausgangspunkt bildete der Zerfall H — gg, der im intermedidren Massenbereich des
Higgsteilchens durchaus eine Rolle spielt. Berechnet wurde die asymptotische Entwick-
lung der Zerfallsbreite I'(H — gg) auf fithrender, néchst-zu-fithrender und néchst-zu-
néichst-zu-fiihrender Ordnung im Limes grofier Top-Quark-Massen m? > m#. Dabei

handelt es sich um Beitriige proportional zu o2, o und a?.

In fithrender Ordnung ist das Ergebnis fiir die Zerfallsbreite analytisch bekannt. Der
erste Test, der zu Anfang der Diplomarbeit durchgefiihrt wurde, bestand darin, diese
GroBe fiir den Grenzfall m¥ < m? mit der Methode der asymptotischen Entwicklung
auszurechnen. Dies wurde zunéchst auf Einschleifenniveau mit einer selbstgeschriebenen
Form-Routine realisiert und danach unter Verwendung des optischen Theorems mit dem
Programmpaket Qgraf [8], Q2E, Exp [9], Matad [11] und Mincer [12]. Natiirlich miissen
diese Ergebnisse mit der Entwicklung des exakten Resultats iibereinstimmen und genau
das konnte auch erfolgreich gezeigt werden.

Die asymptotische Entwicklung der Zerfallsbreite auf néchst-zu-fithrender Ordnung wur-
de bis 73 bestiitigt [19] und um zwei weitere Terme ~ 74 und ~ 7° erweitert. Hierbei
ist 7 = m¥%/(4m?) der Entwicklungsparameter. Es war moglich, anhand eines Konver-
genzplots zu zeigen, dass die Reihe sogar bis zu 7 = 1, was my = 2m? entspricht, her-
vorragende Konvergenzeigenschaften aufweist, was theoretisch nur fiir kleine 7 erwartet
wurde.

8.2 Das R-Verhaltnis

Berechnet wurde das R-Verhéltnis fiir die Reaktion ete™ — Hadronen im Grenzfall,
dass die Schwerpunktsenergie viel kleiner als die Masse des Top-Quarks ist: s < m2. Die
aus dieser Reaktion zunichst hervorgehenden Quarks werden als masselos betrachtet;
nur in virtuellen Korrekturen soll das massive Top-Quark auftreten. Zur Ordnung O(«)
und O(aay) [41], [42] stimmen die Ergebnisse im dem betrachteten Limes mit den schon
lange bekannten Resultaten iiberein.

Zu O(aa?) wird das Ergebnis der asymptotischen Entwicklung durch eine Entwicklung
des bekannten analytischen Ausdrucks reproduziert. Diese Entwicklung konvergiert sehr
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8.3 Wie geht es weiter? 118

schnell und ist schon ab 7% — wobei 7 = s/(4m?) ist — eine sehr gute Niherung fiir das
exakte Resultat.

Der Nicht-Singulett-Anteil konnte bis 73 bestiitigt [39] werden. Bei den Summanden
~ 74 und ~ 7° handelt es sich um neue Ergebnisse. Beim Singulett-Anteil mit einem
massiven Triangle-Subdiagramm stimmt die Entwicklung bis 72 mit der Literatur [39]
iiberein. Die beiden Terme ~ 7% und ~ 7° stellen auch hier neue Ergebnisse dar und
verbessern die Konvergenz der Entwicklung. Die Singulett-Graphen mit zwei massiven
Triangel-Subdiagrammen liefern erst einen Beitrag zu O(7*), wobei nur dieser Term in
der Literatur zu finden ist [40]. Unter Verwendung des Landau-Yang-Theorems [13] war
es moglich, eine grofie Klasse von Diagrammen, die keinen Beitrag liefern, von vornherein
auszuschlieen und die asymptotische Entwicklung soweit durchzufithren, um die neuen
Koeffizienten ~ 7°, ~ 76 und ~ 77 berechnen zu koénnen.

8.3 Wie geht es weiter?

8.3.1 Der hadronische Higgszerfall

Bei H — gg war es bemerkenswert, festzustellen, dass eine Entwicklung der Zerfallsbreite
zu O(a?) bis 70 ausreicht, um diese bis my = 2my zu beschreiben. Weitere Terme in
dieser Entwicklung liefern nur einen sehr kleinen Beitrag. Deshalb ist deren Berechnung
nicht unbedingt notwendig.

Zu O(a?) konnte die Entwicklung fiir kleine Higgsmassen bis maximal 72 durchgefiihrt
werden. Eine sehr gute Konvergenz ist bis my ~ 0, 77m; gewéhrleistet, also auf jeden
Fall fiir m < m?. Die Berechnung weiterer Terme in dieser Entwicklung wird sehr
zeitintensiv sein, da die Laufzeit des Terms ~ 72 schon mehrere Monate (auf Prozessoren
AMD Opteron 248, 2,2 GHz, 4096 MB RAM und Dual-Core AMD Opteron 2218, 2,6 GHz,
8192 MB RAM) betrug.

Man wird dann nicht umhin kommen, von den parallelen Versionen von Form, also
Tform oder Parform, Gebrauch zu machen. Zusétzlich kénnte die Methode der ,,Buil-
ding Blocks* auf andere Diagrammklassen ausgedehnt werden, wie beispielsweise solche
mit Drei-Gluon-Vertizes, die auch eine lange Laufzeit aufweisen. Dariiber hinaus wére
es wohl sinnvoll, festzustellen, welche Diagramme denselben Wert bis auf das Vorzeichen
besitzen und solche dann nur einmal auszurechnen. Dies ist zwar bei iiber 2600 Dia-
grammen mit groflem Aufwand und einer gewissen Fehleranfilligkeit verbunden, aber
ein spiirbarer Zeitgewinn sollte dennoch vorhanden sein, da schon auf O(72) die Berech-
nung bestimmter Diagramme tagelang lduft. Dann besteht ab O(73) die Gewissheit, dass
gerade die Rechenzeit solcher problematischer Diagramme auf Wochen ansteigen wird.
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8.3.2 Das R-Verhiltnis

Zu O(aa?) reichen die Terme bis 7° gut aus, um den niederenergetischen Bereich zu erfas-
sen, zumindest beim Nicht-Singulett-Anteil. Beim Singulett-Anteil mit einem massiven
Triangel-Subdiagramm wiirde es sich lohnen, noch hoher in der Entwicklung zu gehen
und weitere Terme jenseits 7° zu berechnen, um das Konvergenzverhalten zu verbessern.
Das Problem ist jedoch, dass die Laufzeit einiger Diagramme ohne Parallelisierung auf
eine oder mehrere Wochen ansteigen wird. Auch bei den Singulett-Graphen mit zwei
massiven Triangel-Subdiagrammen koénnten noch weitere Terme berechnet werden. Da
die ersten vier Beitridge in der Entwicklung verschwinden, muss hoch entwickelt werden,
um eine anstindige Konvergenz zu gewéhrleisten. Es sollten jedoch unbedingt nur die
Diagramme betrachtet werden, die nach dem Landau-Yang-Theorem iiberhaupt einen
Beitrag ungleich Null liefern. Die Laufzeit schon dieser wenigen Diagramme wird ndmlich
auf mehrere Tage bis Wochen ansteigen.

8.3.3 Die Parallelisierung von Form

Zu guter Letzt soll noch eine dreidimensionale Statistik von Parform gezeigt werden. (Die
Graphik wurde mit dem Computerprogramm DM [43] erstellt.) Entlang der z-Achse ist die
Entwicklungstiefe in 1/my aufgetragen, entlang der y-Achse die Anzahl der Prozessoren
und auf der z-Achse die Laufzeit eines der beiden Dreischleifendiagramme zur fithrenden
Ordnung des Higgszerfalls:

20000

15000

10000

Laufzeit [s]

5000

2 3 4 3 6 7 8

Anzahl der Prozessoren

Auch hier ist nochmals erkennbar, wie stark die Laufzeit mit der Entwicklungstiefe an-
wéchst und das schon zur fithrenden Ordnung. Abhilfe kann nur durch Verwendung
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mehrerer Prozessoren bei den Berechnungen geschaffen werden, wobei sich der stérkste
Abfall der Laufzeit jedoch bis etwa fiinf Prozessoren abspielt und danach der Sattigungs-
bereich erreicht wird.

Parform wurde bei vielen Berechnungen benutzt und hat sich unter Volllast als sehr niitz-
lich und zuverldssig erwiesen. An der Entwicklung der parallelen Versionen von Form —
also Tform und Parform — sollte unbedingt weitergearbeitet werden. Schon bei den Be-
rechnungen, die im Rahmen dieser Diplomarbeit durchgefiihrt wurden, ist selbst Form
teilweise an seine Grenzen gestoflen. Deshalb sollte unbedingt an der Weiterentwicklung
von Parform und Tform gearbeitet werden, weil diese Systeme fiir zukiinftige immer
aufwindigere Berechnungen unerlésslich werden. Es wére von Vorteil, wenn der S&tti-
gungsbereich nicht schon bei fiinf, sondern erst bei einer hheren Anzahl von Prozessoren
erreicht werden wiirde. Die Speedupkurve sollte also iiber einen gréfleren Bereich hinweg
linear verlaufen.
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A Herleitung der Zerfallsbreite des
gluonischen Higgszerfalls auf
Ein-Schleifen-Niveau

q— k1

pH = k1 + k2

q+ ko

g, b

A.1 Berechnung des Matrixelements ,straightforward"

Aus den Feynmanregeln ergibt sich sofort das Matrixelement:

M = (~1)(—igs)? (—1%) BSp(TT?)e , (k1 )ey (k) X

y / dlq Sply(g — K +m)(g+Ks +m)y"(d +m)]
@2m)* (g = k1)? = m?][(q + k2)? — m?|[g? — m?]

(A1)

Die Berechnung der Spur (vorzugsweise mit Form) im Zéhler des Bruchs fiihrt auf:
AmlkY kY — KEEY + 2kE gt — 2K qY + 4¢P q” — " kiks — gV ¢P + gM'm?) (A.2)

Ausgenutzt wird auBerdem, dass die Gluonen onshell sind: k% = k3 = 0. Hieraus ergibt
sich sofort ky - ko = m%{ /2. Die zu losenden Integrale sind im Wesentlichen von folgender
Form:

o / d?q Auqv (A.3)
" (2m)* (¢* —m?)(q® — 2k1q — m?)(q* + 2k2q — m?) ‘

dq au
— A4
Cu / (2m)* (%2 — m?)(q% — 2k1q — m?)(q? + 2koq — m?) (A4)
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A.1 Berechnung des Matrixelements ,,straightforward* 122

B d4q 1
o= [ Gt T T =) (A-5)

Die Integrale C), und C,, kénnen durch eine Passarino-Veltman-Zerlegung auf die Zwei-
punktfunktionen

de 1

Bo(1,2) = / (277()]“{ (g% —m?)(q* — 2k1qg — m?) o
d?q 1

Bo(1,3) = / (2m)? (¢* = m?)(¢* + 2kaq —m?) (Aj)
ddq 1

Bo(2,3) = / (2m)d (g2 — 2k1q — m2)(q2 + 2kaq — m?) A

zuriickgefiihrt werden. Zusammenfassen aller auftretenden Terme

2k5CH = 2k (K'Cy + k5 Cy) = (k5K [Bo(1,2) — Bo(2,3)]

1
Frks (A.9)
+k3 k5 [Bo(2,3) — Bo(1,3)])

2k4'CY = 2K (kY C1 + k5 Co) = (K'KY[Bo(1,2) — Bo(2,3)]

1
= (A.10)
+kKY [Bo (2, 3) — Bo(1,3)])

1
4CM = @kllj‘kly[BO(la 3) - BO(27 3)]

+ 29" (1 4 & + O(e?)) <

" k ——kbky[Bo(1,2) — Bo(2,3)]

1
~By(2,3) + m200>

2
—— (k{'ky + kY EY) K;g - 0(52)> By(2,3) + mZCO} =

k ko (A.11)
& k ——k{'k{[Bo(1,3) — Bo(2,3)] + o k ——kyk3[Bo(1,2) — By(2,3)]
+ g™ (Bo(2,3) + eBy(2,3) + 2m*Cy)
— %(k’;kg + k{ky) (€Bo(2,3) +2m*Co) + O(e)
ger, = g [(1 - %5 + 0(52)) (144 0(2))By(2,3)
(A.12)

+2m?*Cy — <;5 + 0(62)> By(2,3) —m?Cy| =

g [m200 + By(2,3)] + O(e)
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fithrt auf:

M ~ 4m { k“ku [B()(l 3) B()(l, 2)] k“kQ [BO(]. 2) Bo(l, 3)]

klk k‘lk

—i-%kyku [ 2m200 + k1koCo — 830(2, 3)}

+r k ——Kk'kY [Bo(1,2) + Bo(1,3) — 2By(2,3) — 2m*Cy — k1kaCy — €By(2,3)]
1
+9g" [2m*Cy — k1k2Co + £Bo(2,3)] } + O(e

(A.13)

A.2 Berechnung des Matrixelements mittels geeigneter
Projektoren

Bei dieser Methode wird angenommen, dass sich die Amplitude in folgender Form schrei-
ben lisst, um die Lorentzstruktur zu respektieren:

[V — ~ Ag" + BE'KS + CKYKY + (DEYEY + EEYKS) (A.14)

Hierbei wird berticksichtigt, dass die Gluonen masselos sind. Unter diesen Umsténden
treten die beiden letzten Terme nicht auf und werden daher von vornherein weggelassen.

Es sind nun Projektoren zu konstruieren, welche die Streuamplitude M auf die skalaren
Koeffizienten A, B und C projizieren. Diese werden im Folgenden als P4, Pp und Pg
bezeichnet:

Pa| ---- =4, Pg| ---- =B (A.15)

Po| ---- =C (A.16)

Die Projektoren selbst miissen die analoge Lorentzstruktur des betrachteten Problems
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aufweisen. Es gelte also folgender Ansatz:

P = phguw + pik1 ke, + pY k1 uka (A.17)
PB - plBguV + pZBkl,,qu,u + p%kl,ykZu (A].S)
Pc = plcg,uu + pZCkl,,qu,z/ + p%kl,yklp (A.19)

Zur Veranschaulichung soll die Berechnung von P4 dienen; fiir Pz und Po ist die Rech-
nung analog durchzufithren. Wendet man P4 auf die Streuamplitude M an, so folgt:
PaM = Py(Ag"” + Bki'ks + CE{kY) =
= (Paguw + Pak1ukay + phki ko) [Ag" + BIUES + CE{kY) =
= [dpy + (k1 - k2)p + (k1 - k2)p) A+ (k1 - k2)pa + k2k3p% + (K1 - ka)*p) B+
!
+ [(ky - ko)ply + (K1 - k2)?p + KTk3p]C = A
(A.20)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich mittels der On-Shell-Beziehungen k3 = k3 = 0
folgendes Gleichungssystem fiir die Koeffizienten des Projektors Pjy:

d ki-ky  kp-ko L 1
]61 . kQ 0 (]ﬁ . k2)2 pi‘ = 0 (A.21)
kl . kz (kl : k2)2 0 p3A 0

Zusammenfassend gilt fiir alle drei Projektoren P4, Pp und Pp:

Pi A 1
2 4 2 2
P, m  m 0 —
2 2 -1
Pl d o5t oy,
ph|=|mh o mh 1 =—"=—| w2 (A.23)
3 s 1 d—2mg | 2(d-1)
p) \ieomig ) 0 =
m2 m2 -1 _
p ; sz TH mT4H 0 2 1 2(4—11)
pp | =" o "u 0] =+ mZ (A.24)
% iy m 1) Ao
¢ 2 2 0 miy

Durch Anwenden der Projektoren auf die Amplitude ergeben sich die Koeffizienten A,
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B und C:
dd A’
A= mit
/ (2m)? (¢2 —m?)[(q — k1)? — m2][(q + k2)? — m?]
m
A= —2mmi; + 4m® — 32m72(k1 -q)(k2 - q) + 4mg” (A.25)
H
+e < 2— + 4m? — 32(ky - q) (k2 - q) + 4dmg >
H
d4 B
B = / qd 2 2 2 2 2 57 it
(2m)4 (g% —m?)[(q — k1)? — m?][(q + k2)? — m?]
m m m m
B' = —4m + 128m—4(1<:1 ~q) (k2 - q) — 16m—2(k1 - q) + 16m—2(k2 q) — 16m—2q2
H H H H
m m
€ (644(k1 ~q) (k2 - q) — 162(12)
my my
(A.26)
C/
C = it
/ —m?)[(q — k)2 — m[(q + kp)2 —m2]
=4m + 128*(/%1 q)(k2 - q) — 16761 +e <64n1(k1 -q) (k2 q) — 16”;612)
myg my my
(A.27)

Nach Auswertung der Integrale kommt man auf folgende Ergebnisse:

2
A = —2mm¥%Co + 4m?Co — 32— - %BO(Z 3) + 4mBy + 4m3C,
miy
2
e (—32"; : %Ba +8mBy + 8m300> +0() = (A.28)
my

= (—Qmm%{ + 8m3) Co+¢e-4mBy(2,3) + O(e)

B =8—2By(1,2) + 8—= By(1,3) — 16— By(2,3)
m

m m
H m3 i H (A.29)
—4mCy — 16— Cp — € - S—Bo( ,3) + O(e)
myg mH
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2 3
C = 4mCy + 12878 . By(2,3)— — 16— By — 16—-Cp
8 m

Z
my my o

2 3
m. mg m m 2y _

16m? m 2
= <4m— 3 >CO_€8777112—IB0(2,3)+O(5):_2A

myg mp

A.3 Berechnung der Zerfallsbreite aus dem Matrixelement

Berechnet werden soll der exakte Ausdruck fiir die Zerfallsbreite von H — gg auf Ein-
Schleifen-Niveau. Zu betrachten sind hierzu die beiden folgenden Diagramme:

g

Die Amplituden beider Diagramme sind gleich, was nur zu einem zusétzlichen Faktor 2
in der gesamten Amplitude fiihrt.

2,2
A= {(=4m*mi; + 16m") Co + 8m®eBy(2,3)} =
v
Qte? 2,2 4 i 2 .2 (MH 2 1
” ( m mi + 16m ) 1672 ) w3, arcsin” { o + 8m 162
: 02,2 Am2
= LQte m?|(1— % arcsin? (@) +1
212w mg 2m
(A.31)
Fiir einen 1 — 2-Prozess ergibt sich iiber
A(M?,m3,m3) (A.32)

167w M3

die Zerfallsbreite I', wobei M die Masse des zerfallenden Teilchens und mq bzw. mo
die Massen der aus dem Zerfall hervorgehenden Teilchen sind. A steht fiir die Kéllen-
Funktion, die wie folgt definiert ist:

Aa,b,¢) = Va2 + b2 + ¢ — 2ab — 2ac — 2bc (A.33)
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Angewendet auf den Higgszerfall H — gg folgt

2 2
)‘(mH7070) Z ’M|2 — )\(mH,O,O) 2‘A|2 —_

IHoge = 3 e
167my; e 167mmy; (A.34)
1 Q%eél m4 4m2 5 (MH 2
(e ()
TR — m%{ arcsin® { o~ +
und somit das aus der Literatur bekannte Ergebnis:
m3H 2 N 3 1 2
Faogg = oo |Ae(7e)]" mit Ay = Ay [ (1 + <1 — > arcsin ﬁ)]
- i " (A.35)
N 2 2
wobei Ay = 3%@% und 1 = %

A.4 Passarino-Veltman-Zerlegung

Grundlage fiir die Berechnung von tensorwertigen Integralen ist, dass deren Ergebnis
dieselbe Lorentzstruktur aufweisen muss wie der Integrand selbst. Die Lorentzstruktur
ist aus den Skalen aufzubauen, die der Integrand enthélt. Die Groflen auflerhalb dieser
Tensorstruktur sind dann skalar und hidngen nur noch von Invarianten ab, die ebenfalls
aus den Skalen zusammengesetzt sind. Die Methode, einen Ansatz fiir ein Feynmaninte-
gral zu wéhlen, welcher die Lorentzstruktur des Integranden beriicksichtigt, bezeichnet
man als Passarino-Veltman-Zerlegung.

A.4.1 Das Integral B,

R R P (430
45,0, = [ <;1i(>ld T =
- [ G e | o e rm
4 [ G e = 240
B,(1,3) = —%/@,,130(1,3) (A.38)
R B e R (439
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d? —2k
_Qk?B““”Q):(/‘@ﬂgd<q2—7n%uq-fin2—4n% B
dlq 1 d’q 1
- / @2m)? & —m? / 2m) (g — k1) —m? (A.40)
d4 1
_ k‘%/ (27T()Id (@2 —m2)[(q— k)2 — m2] = —Qk%Bl(l, 2)
Bu(1,2) = %kl,uBo(1,2) (A.41)
_ [ d% " B
B,(2,3) = / @m)8 [(q—F)? —m2|[(q + k)2 —m?]
_/ dd(}’ QL—FkLM B (A,42)
= (27r)d (q’2 _ m2)[(q/ +k+ k2)2 _ mg]

= BL(Q, 3) + kl,uBo(Q, 3)

Das erste Integral B,,(2,3) ist von derselben Form wie das Integral B,(1,3) mit dem
Impuls k& = k1 + k2. Damit folgt weiter:

1 1
BM(Q, 3) = _i(kl’u + kz#)Bo(Q, 3) + k‘l,uBo(z, 3) = i(kl’u — kg#)Bo(Q, 3) (A43)

A.4.2 Das Integral C,

dq au
= A.44
C /@muf—mmf—%m—me+%m—m% (A.44)

Das vektorwertige Integral €, hingt von den dufleren Impulsen k; und ko ab. Infolge-
dessen ist folgender Ansatz sinnvoll, wobei C7 und C5 skalare Grofien darstellen:

C;L = kl,,ucl + k2,,u02 (A45)
Wird dies mit 2k5 multipliziert, so folgt

L[ g 2kaq + ¢* — m* — (¢* — m?)
2REC,, = 2hiksCy = it / -
5C, 1k2C1 = (2m)4 (¢ — m?)(q? — 2k1q — m?)(¢® + 2kag — m?)

_ 4—d/ d’p 1
a (2m) (g2 — m?)(¢% — 2k1g — m?)

a—q [ A% 1 _
s / (2m)4 (2 — 2k1q — m?)(¢? + 2kaq —m?)
= By(1,2) — By(2,3)
(A.46)
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und damit kann C; berechnet werden:

o) = m%(30(1,2) ~ By(2,3)) (A7)
H

Multiplikation mit —2k{" fithrt auf

_a [ dY —2k1q +¢° —m* — (¢* — m?)
kM = —2k1k =ut d/ -
“Cy 1k2Ch = pu (2m)4 (¢2 — m?)(q* — 2k1q — m2)(q2 + 2kaq — m?)

_ 4-d / d’p 1
s (27)4 (g% — m?)(¢% + 2kag — m?)

_M4—d/ d’p 1 _
(2m)? (g% — 2k1q — m?)(g* + 2kaq — m?)
= BO(lv 3) - B0(27 3)

(A.48)
woraus Cy resultiert:
1
02 = 72(B0(27 3) - BO(lv 3)) (A49)
my
A.4.3 Das Tensorintegral C,,
ddq QMQV
L= A.
O = | ot = Tt T = (4.50)
Fiir die Kovariantenzerlegung ist folgender Ansatz sinnvoll:
C;W = kl,ukl,yc21 + k2,yk2,V022 + (kl,uklu + kl,uk2,u)023 + g;w024 (A51)
woy ddq —(2k1q)(2k2q) B
—4C,, ki ks = =
(2m) (g% — m?)(¢* — 2k1qg — m?)(g* + 2kaq — m?)
d d
:/dq L _/dq 1 (A.52)
(2m)? g2 — m? (2m)? g% + 2koq — M2

/ ddq 2kaq

(2m)? (g2 — 2k1g — m?)(q? + 2kaq — m?)

Das zweite der drei Integrale kann durch eine Substitution ¢’ = ¢ + ko auf die Form des
ersten Integrals gebracht werden:

I = / (ddq ! - / (ddq, ! S = Ao(m) (A.53)

2m)4 (q + k2)2 — m?2 2m)4 g2 —m
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Damit heben sich somit die ersten beiden Integrale gegenseitig weg. Fiir das dritte Inte-
gral ergibt sich:

ddq 2koq
s = = ki1koBp(2 A.54
3= | Gt =ty = g ) = P B (A.54)

Dartiber hinaus gilt:

ddq 1
CF=g"C,, = 20, =
w =9 / (2m)¢ (g% — 2k1qg — m?)(q? + 2kag — m?) o (A.55)

= By(2,3) + m?Cy

Mit —4C,Wklltkiy = —4023(]€1k2)2 — 4k1koCo4 und CMN = 2k1koCo3 + dCsyy folgt das
Gleichungssystem

2k1k2 d 023 . 30(2,3) —|—m200
<k1/€2 1) <024> B < 1Bo(2,3) (4.56)

das folgende Losung besitzt:

1
Cy = M(Bo(lﬁ) = Bo(2,3)), Co2 = Tk (Bo(1,2) — Bo(2,3)) (A.57)
1 1 1 1,
_ L - A.
on =i ([ 5mg | P29 - 725 (A.58)
Co=— (1p (2,3) + m?C (A.59)
24—d_2 5 0(2,9) +m~Co .

Mit einer anderen Kontraktion lassen sich C5; und Cys berechnen:

d’q 4(k2q)?
4C,, kb KY = =
Cunk2 k3 / (2m)4 (¢? —m?)(q* — 2k1q — m?)(g* + 2kaqg — m?)
B / ddq q* + 2koqg — m?
) @2m)d (2 = m?)(¢? - 2kig — m?)

B / dq (¢* = m*)(¢* + 2kaqg — m?) + (¢* — m?) - 2kaq
(2m)d (g2 —m?)(¢? — 2k1q — m?)(q® + 2kaqg —m?)

[ dYq 1 ddq 2koq (A.60)
‘/ ( */ (

27m)% ¢% — 2k1qg — m? 2m)4 (g% — m?)(q* — 2ki1q — m?)

_ / d?q 1
(2m)? 2 — 2k1q — m?2

B / d?q 2koq B
(2m)4 (¢* — 2k1g — m?)(¢? + 2kaq — m?)
= 2khB,(1,2) — 2k5B,,(2,3) = k1k2(Bo(1,2) — By(2,3))
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Aus 4C,,, kb kS = 4(k1ks)?Coy folgt dann

Chy = 4]{1]@(30(1,2) ~ By(2,3)) (A.61)

Analog dazu kann Csy bestimmt werden:

d?q 4(k1q)?
4C,, K EY = =
o / (2m)d (g2 — m?)(q* — 2k1q — m?)(q? + 2kaq — m?)
dq ¢* — 2ki1q — m?

a / (2m)? (¢* —m?)(q* + 2kaq — m?)
B / A% (¢* —m?)(¢* — 2kig —m?) — (¢* —m?)2k1q _
(2m)4 (¢ —m?)(q* — 2k1iq — m?)(q? + 2kaq —m?)

B / d?q 1 B / ddq 2k1q (A.62)
) (2m)d @2 + 2keq — m2 (2m)d (g2 —m?)(q* + 2kag — m?)

7 / dq 1
(2m)? q2 + 2koq — m?2

+/ ddq 2k1q _
(2m)? (¢% = 2k1q — m?)(¢* + 2ka2q — m?)
= —QkiLB#(l, 3) + Qkau(Q, 3) = k‘lk‘Q(Bo(l, 3) - Bo(2, 3))

Also folgt schlussendlich

Cas — %1]@(30@,3) ~ Bo(2.3)) (A.63)

Aus dem Ergebnis fiir C),, folgt unter anderem durch Kontraktion mit k{'k%:

d’g (k19)(k2q) _mi
/ (QW)d (q2 - m2)[(q — k‘l)2 — mQH(q 4+ k;2)2 _ mQ] - ?HBO(Z 3) (A64)

A.4.4 Berechnung der skalaren Integrale

A.4.4.1 Berechnung des Integrals B, (Anteil des 1/c-Pols)

- diq 1
Boed) =1 | G T R A0
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Mittels der Feynman-Parametrisierung

1

1 1
= d A.
D3 D3 / (xDg 4 (1 — x)D3)? v (4.66)
0
mit

xDy + (1 —x)D3 = zq® — xm? + ¢* + 2q(k1 + k2) + 2k1 ko
—m? — zq® — 2qx(ky + ko) — 2k1kox + mPz =

, \ (A.67)
=q° + (2q(k1 + k2) + 2k1k9)(1 — ) — m* =
= ¢? 4 2q(k1 + ko) (1 — 2) + 2k1ko(1 — ) — m?
ergibt sich:
- 1 1
Bo(2,3 A p2)°T d =
0(2,3) = 757 T ()T )/ T + k) (1 — 2))% — 2krka(1 — z) + m2F
| 1 1 (A.68)
- (4mp2)T(e) [ d
167 1672 ¢ i) / v [2k1kow? — 2k1kow + m?]E

0

Bendtigt wird nur der Anteil des 1/e-Pols:

1
i /1 4y 5
By(2,3 g+ 0@E)) [de [1+el O
0(2,3) = 1672 ( YE + )/ r [ te n<2k1k2x2—2/€1k29€+m2> o )]
0

(A.69)
i
eBy(2,3) = = + O(e) (A.70)
A.4.4.2 Berechnung des Integrals C
dq 1
Co = A7l
0 / (2m)* (¢2 — m?)(q® — 2k1q — m?)(q® + 2kaqg — m?) ( )
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Mit der Feynman-Parametrisierung

1 1 1
r'(3) 1
d d dzd(l—z—y— =
D1D2D3 F(1)3/ x/ y/ ‘ ’ 2 [Diz 4+ Doy + D3z]3
o0 (A.72)

1—x

1
1
=2 /d d
[ [ o pa mi
0 0

mit
Dix+ Doy + D3(l —x —y) = @z —miz + Py — 2kiqy — mPy + ¢ + 2kaq
—m? — ¢®x — 2kaqx + m*x — %y — 2kaqy + mPy =

= ¢* + 2koq(l — v — y) — 2kiqy — m?

(A.73)
und dem Masterintegral
ddq 1 i a-aT (a — é) d
4 ——Z(p* + M?)2 " A4
/(27T)d [~¢* +2pg + M?]* ~ 167 = M) @ HM (A.74)
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mit p = k1y — ko(1 — . — y) = y(k1 + k2) + ko(x — 1) resultiert:

1
d _
Y (k1 + k2) + ka(z — 1))2 + m2

1

1

dx/dy 5 — =
0 Yy +y($—1)+2k1k2

11—z

. 1 1 /d 4C—(z—1)2 B
1672 2k ko v A0 — (z —1)2 -
0

1
1 2 /d 1 + < x )
= r———— arctan | ———
1672 ki ko / VaC — x? VAC — 2

1
i 2

0

= —#L arcsin? L mit C = m
N 1672 k1ko 2\/6 - 2k1 ko

1 T i 2 1
e dp—— " . _ L )
1672 ik / T e arcsin (2\@> 1672 ik 2 arcsin (2\@)

yz(k‘l + k‘2)2 + y(k‘l + k‘g)(l‘ — 1)2]€2 + k‘%(l‘ — 1)2 + m? N

1

0

(A.75)

A.5 Der erste Test: Durchfithrung einer Taylorentwicklung des

Matrixelements

Ausgangspunkt bildet das zuvor betrachtete Matrixelement des Higgszerfalls H — gg:

M = (—1)(—igs)? (—1%) BSp(TT?)e , (k1 )ey (k2) ¥

y / d*q Spy* (¢ — K1 +m)(d + Ko + m)y” (4 + m)]
(2m)* [(q = k1)? — m?|[(q + k2)? — m?][¢* — m?]

(A.76)
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Der Integrand der Streuamplitude ist von folgender Form:

lq- k1, q- ko, q2, .
(2 — m?)[(q — k1)% — m?][(q + k2)* — m?] (A.T7)

Unter Verwendung der geometrischen Reihe kénnen die auftretenden Nenner in eine
Taylorreihe entwickelt werden:

1 1 1

(q—kl)Q—mQ_q2—m2—2q-k1+k%_(q2 )<1+ 2qk1>
2q - k1 — k1 k:1

2(] ky 2

Analog funktioniert dies fiir Den(ksy,q, m). Nach dieser Entwicklung treten nur noch
Integrale der Form Ag auf. Zur Losung dieser Integrale ist das allgemeine Vorgehen fol-
gendes: Zunédchst werden die konstanten Impulse k1 und ko, iiber die nicht integriert
wird, aus dem Integral herausgezogen, was zu einem tensorwertigen Integranden fiihrt.
Da es einfacher ist, mit skalaren Integranden zu rechnen, wird ein tensorwertiger Inte-
grand mittels Lorentz-Kovarianten ausgedriickt, so dass dessen Tensorstruktur erhalten
bleibt. Die skalaren Integrale, die daraus resultieren, sind iiber Standardmethoden aus-
zuwerten. In den nachfolgenden Rechnungen werden die Integrale mit Ag(k%, k3, a, m)
bezeichnet. Hier stehen die Indizes ¢ bzw. j fiir die Potenz von k1 bzw. ke und « fiir die
Potenz des Nenners.

1.) Integrale, die nur einen Impuls k; bzw. ko enthalten:

a.) Ungerade Integrale:

B dq  2k;-q oLk ddq Qu B
Ao(kl,a,m) = / (27‘_)d (q2 — ’I’)’L2)a = 2]{31 / (27T)d (q2 — m2)a =0 (A79)

Dieses Integral verschwindet, weil es beziiglich ¢ ungerade ist, genauso wie
das néchste:

dq  8(k;-q)? dq  quaug
Ao (k3 - = 8kM KV KT / B
olky, a,m) /(%)d (¢> — m?)e PR (2m)d (g2 — m2)e

d q2

o [ 4%
= 8Ky kY k] /(%)d (9uvo + GvoQu + Guodv) (@2 —m2)a

. [ A ¢.q? dq g
= 8k7kS /( e +8k%k§‘/ 2 I

2m)d (g% — m)e (q? —m?)®
dlg  q¢?
21V v o
+ 8Kk / o 0
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(A.80)

Es ist ersichtlich, dass dieses Integral sowieso verschwindet, wenn man die
On-Shell-Beziehung k% = 0 ausnutzt.

b.) Gerade Integrale:

dlq  4(q- k)
AO(k%’CL?m) = / (27T§d (qéq_ ,n;lg)a =

d y
= ALRY / ( 7 Gl

(A.81)

d?q 16(q - k1)* A% 4uav904
Ag(ky = = 16K} kY kK] P —
0( lvaam) /(27.‘-)d (q2 _m2)a 6 1 v v / (271-)d (qg _mg)a

ddq 1
= 16kMEYKSKS | —— v v vo) T ong —
1R1R R / (274 (9w Goo + Guo9vo + GuoGve) (@2 —m?2)a
d?q 1
=316k} =0
/ 2m)? (¢ = m2)"

(A.82)

Die geraden Integrale selbst liefern auch keinen Beitrag aufgrund der On-
Shell-Beziehung k% = 0.

Die Argumentation funktioniert analog fiir Integrale, die nur den &ufleren Impuls
ko enthalten.

2.) Integrale, die sowohl k; als auch ks enthalten:

In diesem Fall muss differenzierter argumentiert werden als zuvor.

ddq (k1 -q)(k2 - q) dlg  quq
A g = 4 pav -
o(k1, k2, a,m) / 2n) (@ —m2) Ky ks / 2m)d (¢ — m2)a

ddq q2 ddq q2
= k"EkYq,, =k1-k
1529y / eml (@@ —m2)e / 2m)d (2 — m?)a
(A.83)
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Die Ag(k1, ke, a,m) verschwindet somit nicht.

ddq (ki - q)2(k;2 -q) ddq qu9vq
Ao(k?, k = o kﬂkyk@/ “_” ;
(k1 k2, ¢,m) /(27T)d (q? —m?)a PR 2m)d (2 - m?)e

ddq 1
= klliklllkg / W (g/U/qQ + Guolv + gpng) m -

ddq @

‘k”b/f o e “””/fwodWQ—nﬂw+

ddq
-k k:” =
) 1/ (g *mQ) 0

(A.84)

d?q (k1 -q)3(k2 - q) A9 4u0.904
A (K3 _ oo p4vdodo
o(k3, ko, a,m) / Gr) (= m2) k1 kykTks / 2m)? (g2 — m2)e

_ kﬂkl/kaU ddq q4
=RhnR [ o0 (9uv9oo + Gue9ve + JuoJve) (@ —m?)a
ddq q4
=3k3(ky - k =0
1 (k1 2)/ (2m)d (q2 — m2)o
(A.85)

d?q (k1 - q)*(k2 - q)* A% 4ua.904
2 1.2 _ _ v o ndvoedo
Aotk ) = | o S = [ e
V1o di¢ 4
— k‘f‘kl k§k2 (guz/gg(r + .g,uggl/o + g,U«O'gVQ)/ (27T)d (q2 _ m2)(l =
dd 4

= (kik3 +2(k1 - k2)?) / (27:)111 (@ _qm2)a =

dd 4
_mm-@P/k%ﬁ(ffm%a

(A.86)

Zu guter Letzt soll der allgemeinste Fall, der auftreten kann, betrachtet werden,
namlich:

n .n ddq (kl ) Q)n(kZ ) Q)n
AO( 1’k27a)m) :/(27[_)0{ (qg_mz)a
v . A% 4uav - - 4edolo - -4
:Wm“kﬁﬁyué/@ﬂd#(fféW‘C:

(k- ko)™ + ((2n)! — ) f (KT, k3, K1 - ko) / d%q  (¢-9)"
(2n)l! (2m)? (g% — m?)

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



A.5 Der erste Test: Durchfithrung einer Taylorentwicklung des Matrixelements 138

(A.87)

Es gibt n! Moglichkeiten, Skalarprodukte mit jeweils einem k; und einem kg zu
konstruieren. Die gesamte Anzahl der Moglichkeiten, Paare zu bilden ist (2n)!! =
(2n—1)-(2n—3)-...- 1. f ist eine Funktion, in der k%, k3 und k; - k2 multiplikativ
miteinander verkniipft sind. Aufgrund der On-Shell-Beziehungen &k = k3 = 0
verschwindet f. Die Symmetrisierung des Integrals vereinfacht sich also:

n! d Sq)"™
Aol o) = i k) [ S (O (As)

Bis jetzt wurde untersucht, welche Integrale verschwinden und welche einen Beitrag zum
Ergebnis liefern. Die letzteren haben nach einer Kovariantenzerlegung die Form, um sie
iiber das wohlbekannte Masterintegral

ddq 1
I _ 4—d —
d(q7 G) w / (27’[’)d (qg — 2(] p— Mg)a

i al (a — d) d (4.89)
= TorzUmn) T gy W M) ()

berechnen zu konnen. Fiir die Auswertung des einfachsten dieser Integrale muss in der
obigen Beziehung p = 0 gesetzt werden:

dq 1 i
2m)d (g2 —m?2)e 1672

(47[-:“2)2_% r (CL — %) mi—2a . (—1)

ptAg(a,m) = pt=? / (

Es ist moglich, die Integrale der Form

A% [q,¢% ¢, . ..
[ (Ao

durch Differentiation des Masterintegrals I;(q,a) (und dessen Ergebnis) nach p zu be-
stimmen. Anschliefend ist p = 0 zu setzen. Dies lésst sich fiir den einfachsten Fall wie
folgt durchfiihren:

0

Op

p=

ddq q
_ 2W4d/
. 2m? (¢ —m?)eH | _,
(A.92)

. 4d/ ddq 2aq
o @2m)e (2 — 2q - p — m2)at]
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p=0
(A.93)

Natiirlich ist das von vornherein klar, weil dieses Integral ungerade ist. Allgemein gilt:

df¢  ¢" )
o) (= ) = 0 fiir ungerade n (A.94)

Die Integrale mit geradem n verschwinden nicht. Beispielsweise gilt fiir den einfachsten
Fall mit n = 2:

0? dq 4qa(a +1)
i — 4—d/ _
ap? a(q,a) o ® @2m) (¢ —2q-p—m2)*+2| _,
- d%q ¢
_ A4-d _
= Hala 1)/ (2m)4 (¢* —m2)at2 (A.95)
_ (_1>a i (471'”2)27%11 (a - %) 872 |:(p2 + m2);l a:| _ .
1672 I'(a) Op? p=0
y aT(a—2) 4o 0n
= (1) (dm?)? 2(F(a)2)md 2-20(4 - 20)
_ d%q q? i _d 1
4—d — _1 a 4 2\2
# / oni (@ me - TV e e T
I'(a—2-14¢
X wm‘”z‘%(d +4—2a) = (A.96)
_ (=t py2—a L (a—1-5) d+2-2a
BT A A vy sl

Auf diese Weise konnen die restlichen Integrale berechnet werden. Da die Berechnungen
jedoch mit steigender Potenz von p im Zéhler sehr aufwindig werden, wurde eine Form-
Prozedur (integral.prc) geschrieben, welche diese Arbeit tibernimmt.
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Die Entwicklung der projizierten Amplitude muss natiirlich mit der Entwicklung des

Endergebnisses
R .3 1 _ . 7 2 26
Ay = A [% <1 + (1 — 7_t> arcsin® \/ﬁ)] = A <1 + 307 + ﬁ’ﬂ? + %7’5’
512, 1216 , 128 6 640 . 229376 o 507904
T, T, —T; T, T, T,
17325 % 1 63063°Y ' 9555 Y ' 65637 ' ' 31177575 ¢ 88913825 °
st o)
(A.97)

iibereinstimmen. Genau das konnte mit dem Form-Programm in Anhang H.1 auf Seite

195 bestétigt werden.

HO
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B Schleifenintegrale: Probleme, Techniken
und Anwendungen

Die Quantenfeldtheorie stellt einen iiberaus méchtigen Formalismus zu Verfiigung, der
in der Lage ist, theoretische Probleme zu behandeln, die sonst nicht praktikabel zu 16sen
waren.

B.1 Das Auftreten von Divergenzen

Schon die Physiker, welche sich zuerst quantenfeldtheoretischen Uberlegungen widmeten,
standen einigen grundlegenden Problemen gegeniiber, die erst Jahrzehnte spéter gelost
werden sollten. So ist beispielsweise in einem Buch aus den Griinderjahren der Quanten-
feldtheorie [44] nachzulesen, dass die Anwendung feldtheoretischer Verfahren auf unend-
lich grofle Selbstenergien von Teilchen fiihrt. In Kapitel 23 heifit es beispielsweise ,,]...]
doch fiihrt sie andererseits bei den Selbstenergieproblemen immer wieder zu Divergenz-
schwierigkeiten, und um diese zu beseitigen, sind wir bisher auf die nicht-invarianten
und zudem mit starker Willkiir behafteten ,,Abschneidemethoden* angewiesen. Ob hier
durch eine rein formale Ausgestaltung der Theorie (vgl § 19) Abhilfe geschaffen werden
kann, erscheint zum mindesten fraglich. [...]*

Physikalisch messbare Grofien wie Wirkungsquerschnitte und Zerfallsbreiten kénnen aber
keinen unendlichen Wert annehmen. Noch nie hat ein Experimentalphysiker einen unend-
lich groflen Wirkungsquerschnitt gemessen. Das hiefe ja, dass Teilchen auch dann noch
sehr stark miteinander wechselwirken wiirden, wenn sich diese unendlich weit voneinan-
der entfernt befdnden, was jeglichem physikalischen Vernunftdenken widerspricht. Man
konnte nun angeregt sein, das zugrundeliegende Modell zu verwerfen und sich zuriick
ans Reiflbrett zu begeben. Dass dies jedoch nicht geschehen ist, haben wir Physikern wie
Feynman [45], Schwinger [46], Tomonaga und Dyson [47] zu verdanken, die Konzepte zur
Beseitigung dieser Divergenzen entwickelten, so dass die Theorie weiterhin aussagekriftig
bleibt.

Die Ursache des Problems mit den Divergenzen liegt darin, dass in Feynmandiagram-
men Schleifen auftreten kénnen, wenn héhere Ordnungen Stérungstheorie beriicksichtigt
werden. Mathematisch entsprechen solche Schleifen Integralen iiber den vierdimensiona-
len Minkowskiraum mit dem Integrationsmafl d*k = di® dk. Ein gewisser Anteil dieser
auftretenden Integrale ist in vier Dimensionen konvergent und sorgt fiir keine Probleme.
Es gibt jedoch auch welche, die ein divergentes Verhalten aufweisen.
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B.1.1 Unterscheidung der méglichen Divergenzen
Im Allgemeinen koénnen folgende Arten von Divergenzen bei Schleifenintegralen zu Tage
treten:

1.) Ultraviolett-Divergenzen (UV-Divergenzen):

Man spricht von einer UV-Divergenz, wenn ein Feynmanintegral fiir grofle Inte-
grationsimpulse k divergiert. Grofle Impulse entsprechen hohen Frequenzen und
kleinen Wellenldngen, also dem ultravioletten Regime.

2.) Infrarot-Divergenzen (IR-Divergenzen):

Liegt eine IR-Divergenz vor, so entspricht das einem divergierenden Verhalten fiir
kleine Integrationsimpulse. Kleine Impulse bedeuten niedrige Frequenzen und grofle
Wellenlédngen und stehen somit fiir den infraroten Bereich.

3.) Kollineare Divergenzen:

Diese treten auf, wenn der Integrand fiir eine bestimmte geometrische Konfigura-
tion des Integrationsimpulses und eines dufleren Impulses eine Polstelle aufweist.

B.1.2 Beispiel: Selbstenergie eines skalaren Feldes

Als Beispiel soll der Einfachheit halber die Selbstenergie eines masselosen skalaren Fel-
des mit ¢3-Wechselwirkung betrachtet werden. Ein méoglicher Beitrag auf Ein-Schleifen-
Niveau liefert das folgende Diagramm:

k
p p—k p
Einsetzen der Feynmanregeln fiithrt auf das Integral
d*k 1
I(q) = B.1
0= | Gy PP (B

welches geschickt durch Einfithrung vierdimensionaler Kugelkoordinaten
ko(r, x, 7, ) = rcos(x), ki(r, x, ¥, ¢) = rsin(x) sin(J) cos(¢) (B.2)

ka(r, x, v, @) = rsin(x) sin(9) sin(p), ks(r, x, 9, ¢) = 4sin(x) cos(9), (B.3)

untersucht werden kann. Wird beachtet, dass die Jacobi-Determinante 73 sin(x)? sin()
lautet, so ist das Verhalten des radialen Anteils erkennbar. Der Winkelanteil wird nicht
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betrachtet, weil dieser sowieso beschrénkt ist. Da das Integral nur fiir grofle Werte von k
untersucht werden soll, schlieft man den Integrationsbereich kleiner k aus mittels eines
Parameters Aq:

Ao

d*k 1 radialer Anteil dr A2

— =In| == fir A B4
/ @0 K2(q— k) kgrot r “(m) Toofirhe e (BA)
|k| <Ay Aq

Fiir grole k bzw. r ist das Integral also logarithmisch divergent.

B.1.3 Feststellung des Divergenzgrades durch Power Counting

Das oben verwendete Verfahren zur Feststellung des Divergenzverhaltens mit vierdimen-
sionalen Kugelkoordinaten sollte nur der Anschauung dienen. In der Praxis stellt man
das Verhalten mittels ,,Power Counting® fest:

1.) Alle Impulse und Massen, die im zu betrachtenden Bereich klein sind, werden
vernachléssigt.

2.) Danach bestimmt man den Divergenzgrad iiber die Differenz

D = Potenz des Schleifenimpulses im Zéhler (B.5)
— Potenz des Schleifenimpulses im Nenner '

Dabei wird auch das Differential d*k beriicksichtigt. Ist D > 0, so ist das Integral
divergent, fiir D < 0 konvergent. Dabei bedeutet D = 0 logarithmische Divergenz,
D =1 lineare Divergenz, D = 2 quadratische Divergenz usw.

B.2 Regularisierung

Wie kann das Divergenzverhalten mit analytischen Methoden untersucht werden? Die
Beantwortung dieser Frage fithrt zum Begriff der ,,Regularisierung®. Kurz gesagt handelt
es sich bei der Regularisierung [48], [49], [4] um ein mathematisches Verfahren zur Para-
metrisierung des Divergenzverhaltens und zur Abspaltung des divergenten Anteils. Die
Divergenz des Integrals spielt sich dann ab, wenn der eingefiihrte Parameter gegen einen
bestimmten Wert strebt, welcher von der verwendeten Methode der Regularisierung
abhéngt. Auf die verschiedenen Vorgehensweisen soll im Folgenden kurz eingegangen
werden:

1.) Einfithrung eines Abschneideparameters (Cut-Offs)

Dabei handelt es sich um die einfachste Methode. Deren Anwendung vollzieht sich
dadurch, dass man die obere Integrationsgrenze des Impulsintegrals abschneidet;
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es wird also nur bis zu einem sogenannten Cut-Off A integriert. Diese Methode ist
jedoch nicht lorentzinvariant und wird daher in der Praxis selten angewendet.

Pauli-Villars-Regularisierung

Bei diesem Verfahren ersetzt man alle Propagatoren
1 1 Ch
T durch s — > e (B.6)
n

wobei die Konstanten C), so zu wihlen sind, dass das Schleifenintegral konvergiert.
Dieses Vorgehen muss zum Teil mehrere Male wiederholt werden, um die Kon-
vergenz aller Integrale zu gewéhrleisten. Da von der Pauli-Villars-Regularisierung
in dieser Arbeit kein Gebrauch gemacht wird, soll auf sie nicht ndher eingegan-
gen werden. Zum niheren Studium wird auf einschlégige Literatur [48], [49], [4]
verwiesen.

dimensionale Regularisierung;:

Diese stellt die prominenteste Methode dar und wird meistens verwendet, da sie die
Lorentzinvarianz nicht zerstort. Die Vorgehensweise ist wie folgt: Man macht eine
Anleihe aus der Funktionentheorie und setzt die Dimensionalitit des Feynmanin-
tegrals auf die komplexe Ebene fort. Das Integral, welches in vier Dimensionen
Schwierigkeiten bereitet, wird nun in d (€ C) Dimensionen betrachtet, wo es wohl-
definiert ist. Dabei zerbricht sich niemand den Kopf dariiber, wie man sich einen
Raum mit einer nicht ganzzahligen (oder gar komplexen) Dimension vorzustellen
hat, denn das Verfahren liefert keinerlei Anschauung, sondern ist ,nur* ein ge-
schickter Rechentrick, um bei der Berechnung des Integrals die Divergenz in vier
Dimensionen zunéchst zu umgehen. Der néchste Schritt ist, den Parameter d als
d = 4 — 2¢ zu schreiben. (In manchen Biichern und Papers wird auch die Konven-
tion d = 4 — € verwendet, was jedoch prinzipiell nichts an dem Divergenzverhalten
dndert.) Der Grenziibergang e — 0 bringt einen dann in die vierdimensionale Welt
zuriick, in der die Divergenzen als Pole von I'-Funktionen ersichtlich werden.

B.3 Renormierung

Der vorherige Abschnitt diente dazu, die Regularisierung kurz abzuhandeln, ein Ver-
fahren, um das Divergenzverhalten von Feynmanintegralen zu parametrisieren und die
divergenten von den endlichen Anteilen abzuspalten. Dadurch werden jedoch die Diver-
genzen keineswegs beseitigt, also besteht das urspriingliche Problem weiterhin. Benttigt
wird nun zusétzlich eine Methode, welche dafiir sorgt, dass die divergenten Terme nicht
mehr in den experimentell zuginglichen Gréflen wie Wirkungsquerschnitten, Zerfalls-
breiten usw. auftauchen. Genau dies leistet die sogenannte Renormierung [48], [4]. Als
Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen soll die Lagrangedichte der QED konsul-
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tiert werden:
o 1 , - o v
Lqep = Po(id — mo)bo — ZFO,/WFSL — egpy*pAg,, mit FYY = oH Ay — 0V A (B.7)

Die Schwierigkeit mit den Divergenzen fufit in der Naivitét, die in £ auftretenden Pa-
rameter (Masse my, elektrische Ladung e() als experimentell messbare Gréfien zu inter-
pretieren. Genau das stellt ndmlich der entscheidende Knackpunkt dar. Diese Parameter
sind als unphysikalisch und unbeobachtbar anzusehen; sie werden auch als ,,nackte” Gro-
Ben bezeichnet. Uber die Renormierung werden die nackten Parameter so umdefiniert,
dass sie in die physikalischen Parameter iibergehen, was dadurch geschieht, dass man die
divergenten Anteile in die nackten Parameter steckt.

Im Grunde genommen gibt es zwei in der Praxis géngige Methoden zur Durchfithrung
der Renormierung, namlich die sogenannte nackte Storungstheorie bzw. die renormierte
Storungstheorie. Die nackte Storungstheorie soll nur im Rahmen der QED kurz ange-
sprochen werden.

1.) Nackte Stérungstheorie:

Beim ersten Verfahren wird die zu einem Diagramm gehoérende Feynmanamplitude
nach den nackten Feynmanregeln aufgestellt. Die nackten Feynmanregeln sind die
Regeln, welche nackte Parameter mg, eg, usw. beinhalten. Die divergenten Terme,
die bei gewissen Schleifenintegralen auftreten, werden identifiziert und in die nack-
ten Parameter der Theorie gesteckt, was zu einer Umdefinition (Renormierung)
dieser Parameter fithrt. Als Beispiel soll der Photonpropagator dienen. Die Sum-
me aller ein-Teilchen-irreduziblen Korrekturen fithrt zum renormierten Propagator,
welcher in der Form

1

Z3€8 g, . . = .
——5— wobel Z3 =1+ 43 mit d3 = Za Cnl| - (B.8)
n=1

q 3

geschrieben werden kann. Z3 ist eine Reihe in der elektromagnetischen Kopplungs-
konstanten a. Die divergenten Entwicklungskoeffizienten C), sind Korrekturen ho-
herer Ordnung. Zu beachten ist, dass es sich bei ey um die nackte Elementarladung
handelt. Die divergente Konstante Z3 steckt man nun in eg; also wird die Ladung
iiber ey = v/Z3e multiplikativ renormiert. Der Photon-Propagator weist nach der
Renormierung dieselbe Form auf wie in der Bornschen Ndherung mit dem Unter-
schied, dass ey durch die renormierte Ladung e ersetzt wurde.

Bei komplizierten Einschleifenberechnungen hat diese Technik durchaus ihre Vor-
teile, jedoch ist sie bei einer hoheren Anzahl von Schleifen nicht praktikabel durch-
fithrbar, womit sie in dieser Arbeit nicht verwendet wird. Interessanter fiir unsere
Zwecke die renormierte Storungstheorie.

2.) Renormierte Storungstheorie:

Ausgangspunkt fiir die jetzigen Betrachtungen bildet die Lagrangedichte mit den
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nackten Parametern mg, eg und der nackten Wellenfunktion 1g. Der Einfachheit
halber sollen der Fermion- und Photonpropagator der QED betrachtet werden.

+Q++zﬁi‘z+++f_<?‘_&+

B.10)

Summiert man jeweils alle ein-Teilchen-irreduziblen Korrekturen dieser beiden Pro-
pagatoren, so resultieren daraus Ausdriicke der folgenden Form:

[t O ()30 10) explipe) = S22
! ) (B.11)
wobei Zy = 1+, mit 3, = 3 a”C'2) <€>
n=1
[t O () A 0)]0) explipn) = ~ 2L
~ (B.12)
wobel Z5 = 1+ 33 mit 35 = 3 a”C'P) <E>
n=1

Um die Vorfaktoren Zs und Zs zu eliminieren und damit das Residuum der Propa-
gatoren wieder auf 1 zu setzen, werden die Wellenfunktionen vy und Ag renormiert
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gemifl der Vorschrift 1y = /Z21 und A = \/Z3A*. Die Lagrangedichte geht dann

iiber in:
. 1 , _
LqED = Zﬂb(ﬂ— m) — ZZgFWF“ — eo 2o/ Z3pyFp A, (B.13)

An dieser Stelle ist es geschickt, Lqorp folgendermafien aufzuspalten:

_ 1 _
Lqep = Lo+ L1+ Lo mit Lo+ L) = ﬂ)(iﬁ— m) — ZFAWFIW —eyy"pA, und
Lo = P(i6od — 0 — iéi%F/wFW — ed1py"p A, wobei

01= 22Ty~ 1 =21~ 1,00 =25~ 1,03 = Z3— 1, 6 = Zamo —m
(&
(B.14)

Der erste Anteil, der sich aus der freien und der wechselwirkenden Lagrangedichte
Lo bzw. L zusammensetzt, weist dieselbe Form wie die urspriingliche Lagrange-
dichte auf mit dem Unterschied, dass die nackten Parameter bzw. Wellenfunktio-
nen durch die renormierten ersetzt wurden. Im zweiten Teil stecken die divergenten
Anteile do, 03, welche auch als Counterterme bezeichnet werden. Aus Ly und L;
folgen die altbekannten Feynmanregeln der QED mit den renormierten Parame-
tern anstelle der nackten. Lo fiihrt auf einen Satz neuer Feynmanregeln, ndmlich
den Countertermen. Da diese in Potenzen der Kopplungskonstanten unterdriickt
sind, werden sie als Wechselwirkungsterme, also Vertizes, interpretiert. Um die
Feynmanregeln dieser neuen Vertizes abzulesen, ldsst man sie auf exp(—ipz) wir-
ken, streicht die Felder weg (weil diese in die Propagatoren gesteckt werden) und
schreibt einen zusétzlichen Faktor i davor.

B.3.1 Ein Beispiel aus der klassischen Elektrodynamik

Ein schones und iiberschaubares Beispiel fiir die Renormierung liefert die klassische Elek-
trodynamik. Betrachtet wird eine Linienladung, die sich entlang der z-Achse von —L bis
L erstrecken soll. Deren rdumliche Ladungsdichte ist gegeben durch

o(¥) = 0d(y)o(2)0(L — x)0(x + L) (B.15)

mit der Linienladungsdichte o = Q/(2L). Das Potential ergibt sich iiber die Losung der
Poissonschen Gleichung:

o 3w 0@) L-az+/(L-2)2+a
¢(x)—/d G —Uln(_L_gH_ (L+m)2+a2> (B.16)
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Interessant ist der Grenzwert des Potentials fiir L — oo:

L—x++\/(L—12)?+a?
Y ) R

2(1—;’{+ (1—2)2+g§><1+§+ (1+}f)2+g§>
= lim oln | L

L—oo a2

4 4
= lim oln(L* = ) = lim (20In(L)+oln | —
L—oo a? L—o0o a?

Wird die Lénge L der Linienladung unendlich grof3, so strebt auch das Potential gegen
unendlich, was unphysikalisch ist. Deshalb fithrt man die Renormierung des Potentials
durch Subtraktion einer Konstanten 20 In(L) durch:

li 7) = li 1
PO = i e

(B.17)

&(7) = ¢(7) — 20 In(L) (B.18)

Dies ist moglich, da sich eine solche Verschiebung nicht auf Messgrofien auswirkt, weil
immer nur Potentialdifferenzen gemessen werden. Damit bleibt das renormierte Potential
¢(&) endlich fiir L — oo:

lim $(&) = o'In (;) — o1n(4) — 20 In(a) (B.19)

L—oo

Die Unendlichkeit wurde in eine absolute Verschiebung 20 In(L) des Nullpunktes ge-
steckt, die zwar unendlich, aber nicht beobachtbar ist.

B.3.2 Beispiel: Herleitung des Massencounterterms in der QCD

Wir berechnen den Gluonbeitrag der Selbstenergie eines Quarks:

k,a
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1987v )mrn (lgs’)/uTl]) <_1gl:2y> =

M/

B.20
aT/ddk p-Kem (g B2
9. T | (2 v (p— k)2 —m2 Tu\ 72
Benétigt wird
Y (p —K+m)y,g" = Y (p —K+m)y =dmly+ (2 - d)(p —K) (B.21)
und damit ist es moéglich, die Integrale auszuwerten:
I = N4_d/ A%k dmlg+ (2 — d)p _
(2m)® k2[(p — k)* —m?]
A d/ / ddk dmlg+ (2 — d)p _
(1 —2)k? + z[(p — k)% — m?]
e d/dx/ d?k dm1d+(2—d)p B
2m)4 k2 — xk? 4+ xp? — 2pkx + k2x — m2x (B.22)
4d/dx/ ddk dmlqg+(2—d)p
2m)4 k2 — 2kpx + (p? — m?)x
i / dml 2—d
112(47W = /dx mlq+ (2 - )VQd
6 ) [p222 — (p? — m2)x]> 2
Fiir das zweite Integral ergibt sich
12 — _M4_d/ d% ( d)k/ — (47T,U ) Qd ( 2) %
o o R =]~ T r@)
(B.23)

1
(2-— d)pa:

x | dz -

0/ 2

p2a? — (p? — m2)al

und folglich:

ial(2-9) /1 dmly+ (2 — d)p(l — z)
—= 2 [ 4z (B.24)

M —Ys CF(Sl
[p2a? — (p2 — m?)a)>"
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An dieser Stelle wird d = 4 — ¢ gesetzt und nach € entwickelt. Dabei werden Terme O(¢)
bendtigt:

M = —g2Cri;

1
. (4 —2e)mly + (2e — 2)p(1 — x)
O/d D227 — (7 — )] (B.25)

( 6 1+€'u

/1d33 (4 —2e)mlg+ (2e = 2)p(1 —x)

- R T

[en]
—_

= /dx {=2p(1 —2) +4m + (2p(1 — ) — 2m + (—2p(1 — ) 4 4m) x

0 (B.26)
P —m?
X [111(})2:6) +1In <:c B ﬂ) + 0(52)} =
1
:/ﬁﬂmm+3@—mﬂ
0
Die skalaren Funktionen A’ und B’ sind bis zu O(g) gegeben durch:
2 2 2
A’:m{?)—l—s [—7—1—m2— m—Q <p2—4> In(m?)
p p m
(B.27)
4m?  m? 9 9 9
+ 3—T+7 ln(m —p) +O(E)
p p
m?  m? m*
= (p—m) {—1 +e [3 + poay In(m?) + <p4 - 1) In(m? —pZ)] }+O(62) (B.28)
Die Durchfithrung der Integration liefert:
Eij (p, m) = 51']' [Am + B(]ﬂ — m)] (B.29)
Qg 1 w2 m? 4m?  mt m? — p?
A=—-Cp— ——4+In|{— - — 3+ —-——]1
C’F47T[3< 5+n<m2>>+7 p2—|—<3—|— 2 e n -
(B.30)
1 12 m2 mA m? — p?
— ot m () g ——+1])1 B.31
p--ciz[on(i) e (e ()] e

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



B.3 Renormierung 151

Der Propagator muss iiber die Renormierungskonstante Zo = 1+ a;Cs + O(a?) wie folgt
renormiert werden:

Sy(k,m) = lim Z51So(k, mo, €)
1 1

" K—mo—S(k,e) K—mo— (Amo+ (F—mo)B)
(B.32)

mit So(k,mo, €)

Um nun die Renormierungskonstanten zu bestimmen, schreibt man als erstes den Nenner
des Propagators geschickt um:

Sk, m) = Za [1 - B(mo) <Jé— mo (1 n %)) (B.33)

Zur Absorbtion der Pole ist nun zunéichst Z geeignet zu wihlen:

Zs[1 — Bl = (1 + a;Cy + O(a?))[l — B] = 1 + asCy — B+ a,CoB + O(a?) =

) (B.34)
=1+ asCy — B+ O(aj)
Verlangt wird, dass der Term ~ «g, also asCy — B endlich ist, woraus sich
Cr1l
Cy=——- B.35
b=~ (B.35)
ergibt. Die Massenrenormierungskonstante wird aus

mo = Zmmy = (14a,Cp+0(a2))m, und mé = (14+a,C,+0(a2))?m? = m?(14+0(as))
(B.36)

bestimmt wie folgt:
moZo [1 — B+ A} = ZQ[mer](l — B+ A) =
= (1 + asCy + O(a?))m,(1 + asCyy + O(a?))[1 — B+ Al = (B.37)
=[1+ A= B+ as(Cy + Cp)|my + O(a?)

Man fordert hier ebenso, dass der Term ~ ag, also as(Cy + C,y,), endlich ist, woraus
schlussendlich der Koeffizient ~ «g der Massenrenormierungskonstanten 7, folgt:

Cr3
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B.4 Die Berechnung von Schleifenintegralen

Die Berechnung von Einschleifenintegralen stellt heutzutage keine Herausforderung mehr
dar, wurden die ersten Berechnungen von solchen Integralen doch schon vor Jahrzehnten
durchgefiihrt. Fiir die allgemeinsten Félle existieren inzwischen geschlossene Ausdriicke,
wenn diese auch bisweilen sehr kompliziert sind. Im Falle von Zweischleifenintegralen sind
bisher die Zweipunktfunktionen sehr gut unter Kontrolle, was praktikable Berechnungen
im elektroschwachen und supersymmetrischen Sektor erlaubt. An der Berechnung von
Drei- und Vierpunktfunktionen auf Zweischleifenniveau wird aktuell gearbeitet.

Fiir Dreischleifenintegrale mit mehreren Skalen, wie sie in typischen Problemen in der
theoretischen Teilchenphysik auftreten, lassen sich bis jetzt keine geschlossenen Aus-
driicke angeben. Deshalb teilt man diese in zwei Klassen ein:

1.) masselose Integrale vom Propagatortyp mit einem externen Impuls # 0:

[k [ Ay [ d%ks  P(g Ky, ka, k)
tn,ma) = [ 55 | e | G W () (B.39)

2.) massive Tadpole-Diagramme ohne externe Impulse, deren innere Linien masselos
oder massebehaftet sind mit einer einheitlichen Masse m:

1y ey N) — (27‘(’)d (27T)d (27T>d (m% _i_p%)nl C et (7/’/14(2)j + pg)na

mit

0
mi_{ m falls #0
(B.40)

Grundlage fiir die Berechnungen von Schleifenintegralen stellt die Beziehung

d
/(gﬂ])?dﬁiu (p,...)=0 (B.41)

dar, welche im d-dimensionalen Minkowskiraum gilt. Mittels dieser Formel ist es moglich,
die Potenz der im Nenner auftretenden Propagatoren (mf + pf) so lange zu verringern,
bis diese verschwindet, was auf ein einfacheres Integral fiihrt. Integrale, die sich auf diese
Weise nicht weiter reduzieren lassen, werden als Masterintegrale bezeichnet. Der Vorteil
ist, dass diese Masterintegrale nur einmal berechnet werden miissen und einem dann das
Ergebnis fiir die Auswertung anderer Integrale zur Verfiigung steht.

Die eben beschriebene Methode hat sich bewéhrt fiir masselose Integrale vom Propaga-
tortyp und massive Tadpole-Integrale.
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B.4.1 Die Topologie eines Feynmangraphen

Oft werden Schleifenintegrale als Graphen mit einer bestimmten Topologie dargestellt.
Die Topologie eines solchen Graphens — nicht der Graph selbst — steht dann stellver-
tretend fiir das jeweilige Integral, welchem der Graph entspricht. Nur die topologische
Struktur ist also wichtig, d.h. wie viele Schleifen, ein- bzw. auslaufende Linien und innere
(massive) Linien der Graph besitzt. Die Topologie dndert sich nicht unter sogenannten
Homo6omorphismen. Das sind bijektive, stetige Abbildungen, deren Umkehrabbildung
auch stetig ist. In diese Klasse von Abbildungen gehort beispielsweise das Dehnen, Stau-
chen und Verzerren.

Ist das Interesse nur auf die Topologie gerichtet, so werden die Linien eines Graphen
als Kanten und die Verkniipfungspunkte als Knoten bezeichnet. Erst wenn man ein
bestimmtes physikalisches Modell zugrunde legt und den Linien Teilchen zuordnet, nennt
man die inneren Linien Propagatoren und die Knoten Vertizes.

Genau von der Sprechweise wird in dieser Diplomarbeit Gebrauch gemacht.
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C Form

C.1 Einfithrung

Form ist kein Computeralgebrasystem im eigentlichen Sinne, wie es beispielsweise Maple
oder Mathematica sind. Solche Systeme sind mit einer benutzerfreundlichen graphischen
Oberfliche ausgestattet und stellen mannigfaltige komplexe mathematische Methoden
zur Verfiigung, die es dem Anwender erlauben, Funktionen zu differenzieren bzw. zu in-
tegrieren, Differentialgleichungen zu lésen oder das Schaubild eine Funktion zu erstellen.
Im Gegensatz dazu ist Form eher als Programmiersprache aufzufassen, beherrscht es doch
yhur® die Grundrechenarten, Tensoralgebra und gewisse andere Anweisungen, iiber die
beispielsweise Terme ab einer Potenz beziiglich einer bestimmten Variablen weggelassen
werden konnen. Jedoch genau der geringe und spezialisierte Funktionsumfang macht es
zu einem méchtigen und schnellen Werkzeug fiir die umfangreichen Berechnungen, wie
sie in der theoretischen Teilchenphysik auf der Tagesordnung stehen.

Ein grofler Vorteil von Form ist, dass es keine FlieBkommaarithmetik benutzt, sondern
intern mit Briichen arbeitet, womit Rundungsfehler vermieden werden koénnen. Dies
ist natiirlich bei der Renormierung besonders wichtig. Wiirden némlich nach derselbi-
gen noch Pole in Kombination mit kleinen Koeflizienten auftreten, also beispielsweise
10~%¢~!, so wiisste man nicht, ob die Ursache dieses Terms ein Rundungsfehler oder ein
grundsétzlicher Fehler in der Renormierungsprozedur ist.

C.2 Gliederung eines Form-Programmes

Strukturell besteht ein Form-Programm aus sogenannten Modulen. Dabei handelt es
sich um Teile des Programms, die vom Compiler sukzessive, unabhingig voneinander
bearbeitet werden. Ist das Ende eines Moduls erreicht, wird dieses kompiliert und danach
ausgefithrt. Nach Abarbeitung aller Anweisungen fiir jeden Ausdruck, fasst Form alle
Terme soweit wie moglich zusammen. Nachfolgend wird der Puffer des Compilers geleert
und mit dem néchsten Modul fortgefahren.

Ein Modul selbst ist gegliedert in:
1.) Deklarationen (von Datentypen wie symbols, vectors)

2.) Sperzifikationen (Festlegung, ob und wie Statistiken ausgegeben werden)
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3.) Definitionen (lokaler bzw. globaler Variablen)
4.) Ausfithrbare Anweisungen (Ersetzungsregeln, Berechnung von Spuren)
5.) Ausgabe (Ausklammern)

Zu Beginn eines Form-Programms steht die Deklaration von Variablen. Form unterstiitzt
verschiedene Datentypen, die auf mathematische bzw. physikalische Problemstellungen
zugeschnitten sind, wie beispielsweise

e symbols fiir skalare GroBen (Massen, Energien, usw.)
e vectors fiir Vektoren (Viererimpuls)

e tensors [ctemsors| fiir nicht kommutierende [kommutierende] Tensoren (Levi-
Civita-Symbol)

e functions [cfunctions| fiir nicht kommutierende [kommutierende] Funktionen
oder (Sinus, Kosinus)

e indices fiir Indizes von Vektoren und Tensoren.

Nach der Deklaration sind die umzuformenden Ausdriicke als lokale bzw. globale Varia-
blen festzulegen. Im Gegensatz zur einer globalen Variablen ist eine lokale nur innerhalb
des aktuellen Moduls aktiv und der ihr zugeordnete Ausdruck wird nur in diesem Moduls
bearbeitet.

Bei einer Berechnung werden Terme nach und nach erzeugt und im kleinen Puffer tem-
porér ausgelagert. Sobald dessen Kapazitit erschopft ist, vereinfacht Form den Ausdruck
und gibt eine Statistik aus, sofern dies vom Nutzer erwiinscht. Danach wird der resultie-
rende Ausdruck als Paket an den grofien Puffer weitergeleitet, bis dort kein Platz mehr
vorhanden ist, wonach Form alle Pakete kombiniert und den gesamten Ausdruck in einer
externen Datei speichert. Nach Ende der Rechnungen werden die Inhalte dieser Datei
nochmals zusammengefasst und schliefflich ausgegeben.

C.3 Funktionsweise

Das grundlegende Konzept von Form besteht in der Anwendung sogenannter Ersetzungs-
regeln. Ein Ausdruck wird umgeformt und vereinfacht, indem sukzessive Terme durch
andere Terme ersetzt werden. Diese Regeln sind vom Anwender innerhalb des Form-
Programmes anzugeben, denn Form fithrt im Gegensatz zu Mathematica oder Maple nur
die Umformungen durch, die man ihm beibringt — abgesehen von Grundrechenarten,
elementaren Potenzgesetzen, usw. Zur Erlduterung soll folgendes Beispiel dienen:

symbols x;

local term = sin_(x)"2 + cos_(x)"2;
identify cos_(x)"2 = 1 - sin_(x)"2;
print;
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.sort
.end

Dieses kleine Programm beginnt mit der Deklaration des Arguments x als symbol. In
der zweiten Zeile wird eine lokale Variable mit dem Namen term definiert und ihr der
Ausdruck sin?(x) + cos?(r) zugeordnet. sin_ und cos_ miissen nicht als cfunctions
deklariert werden, da diese Platzhalter bereits von Form bereitgestellt werden, wie be-
reits erwdhnt wurde. Obwohl das Ergebnis, ndmlich 1, natiirlich bekannt ist, wird Form
ohne Zutun des Nutzers den Ausdruck so stehen lassen und nicht weiter vereinfachen.
Deshalb muss man Form in der dritten Zeile die notwendige Ersetzungsregel {iber das
Schliisselwort identify beibringen. Daraufhin wird cos?(x) durch 1—sin?(z) ersetzt und
das richtige Ergebnis mittels des Schliisselwortes print ausgegeben. .sort schlieit das
aktuelle Modul ab und .end beendet das Programm.

C.3.1 Der Préaprozessor

Ein wichtiger Bestandteil von Form ist der sogenannte Praprozessor. Dieser liest das
Programm ein und bearbeitet die Eingabe fiir den Form-internen Compiler weiter. Der
Préprozessor selbst manipuliert die vom Nutzer definierten Ausdriicke nicht, sondern én-
dert nur an den Stellen, wo Préprozessorinstruktionen auftreten, den Quellcode dement-
sprechend ab. Priprozessorinstruktionen werden im Gegensatz zu den Anweisungen so-
fort beim Einlesen des Programms bearbeitet. Form unterstiitzt iiber solche Instruktionen
Schleifen, ndmlich beispielsweise iiber die Konstruktion

#do Zdhler = untere Grenze, obere Grenze
Anweisungen
#enddo

und bedingte Anweisungen von der Gestalt

#if (’Variable‘ == "Zeichenkettel")
Anweisungl;

#elseif (’Variable‘ == "Zeichenkettel2")
Anweisung?2;

#else
Anweisung3;

#endif

bzw.

#switch ’Variable
#case Wertl
Anweisungl;
#case Wert2
Anweisung?2;
#break
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#endswitch

analog zur Programmiersprache C. Trifft der Préprozessor beispielsweise auf eine Schleife
der Form

#for ’i¢ = 1,2
tracen,’i‘;
#enddo

so macht er nichts anderes, als diese durch den Befehlsablauf

tracen,1;
tracen,?2;

zu ersetzen. Eine andere Aufgabe des Priprozessors besteht darin, die fiir den Compiler
nicht wichtigen Nutzerkommentare (welche iiber die Instruktion #message eingegeben
werden) sowie unnotige Leerzeichen zu entfernen.

Weiterhin werden Namen fiir mathematische Funktionen zur Verfiigung gestellt (zum
Beispiel sin_ fiir die Sinusfunktion oder 1n_ fiir den natiirlichen Logarithmus). Diese
Bezeichner dienen jedoch nur als Platzhalter fiir die entsprechende Funktion, etwaige
Rechenregeln muss man Form mittels Ersetzungsregeln selbst beibringen. Ebenso werden
keine Funktionswerte beziiglich eines bestimmten Arguments berechnet. Das wére zum
Grofteil auch nicht moglich, da Form nur rationale Zahlen kennt.

C.4 Anwendung auf Probleme in der phanomenologischen
Teilchenphysik

Wie schon erwidhnt wurde, ist eine groBe Menge von Feynmanintegralen in vier Dimen-
sionen divergent. Um diese Divergenzen zu erfassen bzw. zu parametrisieren, muss man
zunichst in d Dimensionen rechnen, also auch mit den entsprechenden d-dimensionalen
~v-Matrizen oder den metrischen Tensor g"”. (Diese sogenannte dimensionale Regulari-
sierung wurde in Kapitel B.2 auf Seite 144 besprochen.) Deshalb ist es fiir Berechnungen
in der theoretischen Teilchenphysik essentiell, iiber ein Programm zu verfiigen, welches
mit diesen Objekten in einer beliebigen Dimensionen umgehen kann. Genau das leistet
Form.

Dariiber hinaus ist bekanntlich bei geschlossenen Fermionschleifen die Spur iiber das
Produkt der beteiligten Propagatoren zu bilden. Mit Form kénnen solche Spuren iiber
die Anweisung trace4 in 4 bzw. tracen in d Dimensionen schnell berechnet werden.
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C.5 Schoonschip — der Vorganger von Form

Schoonschip wurde von Veltman im Jahre 1964 am CERN entwickelt. Es handelt sich
dabei um ein Programm, das algebraische Manipulationen an sehr umfangreichen Aus-
driicken durchfithren kann, womit zum ersten mal umfangreiche Rechnungen in der
theoretischen Teilchenphysik mit Hilfe des Computers moglich waren. Veltman fiihrte
mit Schoonschip damals neue Konzepte ein, die in &hnlichen Programmen (beispiels-
weise Form), die Jahre danach erschienen, ibernommen wurden. Geschrieben wurde die
Anwendung in Maschinensprache. Sie ist damit iiberaus schnell und benétigt wenig Spei-
cherplatz. Leider bringt sie nicht so viele eingebaute Funktionen mit wie Form, so dass
der Nutzer einiges selbst implementieren muss. Ein grofler Nachteil gegeniiber Form ist,
dass es numerisch rechnet, womit sich Rundungsfehler im Endergebnis nicht vermeiden
lassen.

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



C.5 Schoonschip — der Vorgénger von Form 160

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



D Einfiihrung des Programmpakets Qgraf,
Exp, Matad/Mincer

D.1 Qgraf

Bevor man iiberhaupt mit phdnomenologischen Berechnungen loslegen kann, sind Feyn-
mandiagramme notwendig, die den zu betrachtenden Prozess feldtheoretisch beschreiben.
Auf Baumgraphenniveau bzw. im Ein- und Zweischleifenfalle mit der QCD als zugrunde-
liegende Theorie lassen sich alle ben6tigten Diagramme noch manuell aufzeichnen. Geht
man jedoch in der Stérungstheorie zu hohen Ordnungen in der Kopplungskonstanten
iiber, so ist es keine Seltenheit, dass zu einem vorgegebenem Prozess mehrere Hundert
oder sogar Tausend Diagramme existieren, was die Uberlegungen von Hand erschwert
bzw. unmdoglich macht. In solchen Fillen ist man auf ein Computerprogramm angewie-
sen, das einem diese Arbeit abnimmt und alle Diagramme automatisch generiert. Das
im Rahmen dieser Diplomarbeit verwendete Programm heifit Qgraf [8]. Dabei handelt
es sich um ein Fortran-Programm, dessen Vorteile vor allem in seiner Schnelligkeit und
Stabilitdt begriindet sind.

In einer sogenannten Modelldatei sind die Propagatoren und Vertizes aller Teilchen der
Theorie, die man betrachtet (beispielsweise der QCD), aufzulisten. Es stellt kein Pro-
blem dar, diese Datei auf ein bestimmtes Modell anzupassen, was Qgraf sehr interessant
macht fiir Feldtheorien jenseits des Standardmodells wie beispielsweise Supersymmetrie
oder andere exotische Modelle der Elementarteilchenphysik. Unter der Angabe von to-
pologischen Informationen, also der Anzahl von ein- bzw. auslaufenden Teilchen und der
Schleifenzahl werden alle Diagramme mit Symmetriefaktor und Vorzeichen erzeugt. In
seltensten Féllen, ndmlich bei bestimmten zugrundeliegenden Theorien, kann es vorkom-
men, dass einige Diagramme nicht generiert werden, was jedoch bei den hier betrachteten
Prozessen nicht der Fall war. Die Ausgabe der Diagramme erfolgt nicht graphisch, son-
dern in Form einer Textdatei, welche zur Verwendung von anderen Programmen (wie
zum Beispiel Exp) weiterverarbeitet werden kann.

D.1.1 Die Modell- und die Stildatei

In der Modelldatei sind zuerst die Propagatoren und danach die Vertizes festzulegen.
Propagatoren werden in der Form [<Feld1>,<Feld2>,Vorzeichen(Option)] eingege-
ben. (Feldl beschreibe das Teilchen und Feld2 das assoziierte Antiteilchen.) Uber das
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Vorzeichen legt man die Statistik der Teilchen fest. Ein Pluszeichen steht fiir kommutie-
rende Felder und ein Minuszeichen fiir antikommutierende. Zusétzlich werden Optionen
zur Verfiigung gestellt, welche die Erzeugung von gewissen Diagrammen — beispielsweise
solchen mit Tadpoles (t) oder Propagatoren (p) bestimmter Felder — verhindert.

Mit Propagatoren allein kann man noch keine interessante Feldtheorie betreiben, es
werden also zusétzlich Vertizes benttigt. Vertizes vom Grad n muss man iiber ein Schema
der Gestalt [<Feldl>, <Feld2>,...,<Feldn>] angeben. Dabei ist es wesentlich, dass
die Reihenfolge der Fermionfelder konsistent mit der entsprechenden Feynmanregel ist.

Uber eine Datei mit der Endung .sty — der sogenannten Stildatei — lisst sich die Form,
wie Qgraf die Diagramme ausgibt, manipulieren. Dies ist sehr hilfreich, weil sich die
Ausgabe auf diese Weise so verdindern lisst, dass andere Programme damit umgehen
konnen. Im Unterkapitel {iber Exp soll darauf kurz eingegangen werden.

D.1.2 Spezifikation des Problems (Topologie)

Sind Modell- und Stildatei vorhanden, fehlt Qgraf schliellich noch die Datei, welche
sich auf das interessierende Problem bezieht. Diese soll die topologischen Informationen
der Problemstellung enthalten. Die ein- und auslaufenden Felder werden angegeben iiber
in = Feldl, Feld2, ...; bzw.out = Feld3, Feld4, ...;.Esist moglich, dass man
sowohl die Impulse der externen Felder als auch die Schleifenimpulse selbst angibt. Tut
man dies nicht, so legt Qgraf diese fest und berechnet die sonstigen unter Beriicksichti-
gung der Viererimpulserhaltung an jedem Vertex. Uber den Befehl 1oops wird die Anzahl
der Schleifen spezifiziert. Zuletzt lassen sich noch mittels options zusétzliche Bedingun-
gen angeben, um nur Diagramme mit bestimmten Eigenschaften zu generieren. Beispiels-
weise erzeugt options = onepi ausschlieBlich ein-Teilchen-irreduzible Diagramme oder
options = nosigma nur Diagramme ohne Selbstenergiebeitrige.

D.2 Q2E und Exp

D.2.1 Q2E

Q2E [9] ist ein C++-Programm, das als Schnittstelle zwischen Qgraf und Exp [9] fungiert.
Um Q2E iiberhaupt verwenden zu konnen, muss die Ausgabe von Qgraf bereits iiber
die Stildatei Q2E.sty erzeugt worden sein. Danach wandelt Q2E die von Qgraf erstellte
Datei um, woraus zwei neue Dateien hervorgehen, ndmlich eine, in welcher alle Diagram-
me in einer von Exp lesbaren Form gespeichert sind und eine zweite mit topologischen
Informationen dieser Diagramme, die von Exp weiterverarbeitet werden kénnen.

Fiir die Ausfithrung von Q2E ist eine Konfigurationsdatei notwendig. Uber diese lassen
sich den Feldern Massen zuordnen. Aulerdem sind die charakteristischen physikalischen
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Skalen des Problems (also Massen und externe Impulse) anzugeben und zwar in der Rei-
henfolge ihrer Gewichtung. Als iiberaus sinnvoll erweist sich die Moglichkeit, jeder Fermi-
onschleife ein Kennzeichen zuzuordnen. Natiirlich ist es erforderlich, diese Kennzeichen
fiir massive bzw. masselose Fermionen unterschiedlich zu wéhlen. Zur Veranschaulichung
soll folgendes Diagramm dienen:

N

Das Fermion, welches in der #ufleren Schleife umlduft, sei masselos und das in der in-
neren Schleife massiv. Betrachten wir eine Theorie mit IN; leichten und Nj schweren
Fermionen, so gibt es N; - N; Diagramme dieser Gestalt, obwohl es von Qgraf nur
einmal erzeugt wird. Also ist dessen Ergebnis mit N; - N zu multiplizieren. Der Vor-
teil dieser Herangehensweise liegt praktisch auf der Hand. Erstens ist das Endergebnis
allgemeingiiltig fiir eine beliebige Theorie mit N; leichten und Nj schweren Fermionen.
Zweitens lassen sich Terme mit einem solchen Vorfaktor den Diagrammen zuordnen, die
Fermionschleifen enthalten, was die Fehlersuche manchmal erleichtern kann. Sind diese
Terme némlich falsch, so lésst sich vermuten, bei welcher Klasse von Graphen der Fehler
moglicherweise liegt.

D.2.2 Exp

In Kapitel 3.2, Seite 17 wurde gezeigt, wie man bei der asymptotischen Entwicklung
fiir grole Massen alle notwendigen Subgraphen eines Diagramms findet. Diese Methodik
funktioniert immer, sofern man die Entwicklung von Hand macht. Leider lésst sie sich
jedoch in algorithmischer Form innerhalb eines Computerprogramms nicht in diesem
Sinne umsetzen. Hierbei muss man anders vorgehen, wie im Folgenden erklért wird.

D.2.2.1 Suche nach Subgraphen innerhalb eines Diagramms

Figentlich stellt die Identifikation von Subgraphen nichts anderes dar, als die Suche aller
moglichen Kombinationen von Kanten des zugrundeliegenden Diagramms. Die Suche die-
ser Subgraphen wurde in Exp [10, 9] iiber einen sogenannten Backtracking-Algorithmus
realisiert. Die rekursive Funktion, welche das ganze leistet, heifit SearchSubgraph. Diese
tut nichts anderes, als sukzessive alle Moglichkeiten durchzuspielen, einen Subgraphen
aus einer Kombination von Kanten aufzubauen. Die Anzahl der Kanten, aus denen die
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Subgraphen zusammengesetzt sind, lduft von einer bis zur Anzahl der Kanten des gesam-
ten Diagramms. Zur Illustration soll folgendes Beispiel einer massiven Dreipunktfunktion
dienen:

Das fiir die asymptotische Entwicklung im Grenzfall grofler Masse benétigte Subgraph
ist das Dreieck im Késtchen bestehend aus massiven Linien.

eine Kante

| ’
zwel Kanten : {
h AN
drei Kanten 4

Exp erzeugt alle moglichen Subgraphen, ndmlich die mit einer, zwei oder drei Kanten. Fiir
die asymptotische Entwicklung ist jedoch nur der letzte Subgraph von Bedeutung, da nur
dieser alle massiven Linien enthélt. Die restlichen sind fiir die Entwicklung uninteressant
und werden damit verworfen.

Von der Funktion SearchSubgraph werden also alle Subgraphen gefunden, bestehend
aus einer, zwei oder drei Linien. Die meisten werden fiir die asymptotische Entwick-
lung nicht benétigt, in diesem Falle nur der letzte. Dafiir gibt es zwei Griinde. Wie aus
Kapitel [?] bekannt ist, miissen erstens der Subgraph alle massiven Linien enthalten
und zweitens muss dieser asymptotisch irreduzibel sein, was bei den ersten sechs Fillen
nicht gewéhrleistet ist. Deshalb wird innerhalb von SearchSubgraph iiber eine beding-
te Anweisung eine Funktion CorrectSubgraph aufgerufen, welche diese Eigenschaften
iiberpriift. Liefert CorrectSubgraph den Riickgabewert true, so ist eine weitere Funk-
tion an der Reihe, ihre Aufgabe durchzufiihren, ndmlich TreatSubgraph. (Fiir obiges
Beispiel wird TreatSubgraph nur fiir den letzten Subgraphen aufgerufen.) Was macht
nun diese Funktion?
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D.2.2.2 Zuordnung der Impulse

Besitzt ein Graph bzw. Subgraph [ Schleifen, so sind diesem [ Schleifenimpulse zuzuord-
nen. Mit der Funktion DistributeMomenta verteilt Exp die Impulse auf jede erdenkliche
Art tiber alle Linien. Fiir jede dieser Moglichkeiten ldsst unter Berticksichtigung der
Viererimpulserhaltung an jedem Vertex ein lineares Gleichungssystem fiir die Schleifen-
impulse erzeugen, welches unter Zuhilfenahme des Gauf3-Algorithmus gel6st wird. Besitzt
das System keine Losung, so wurden zwei oder mehrere Integrationsimpulse einer Schlei-
fe zugeordnet, womit die zugehorige Impulsverteilung ausscheidet. Beriicksichtigt wird
nur eine Verteilung, fiir welche das Gleichungssystem eine Losung hergibt.

Ist dieser Arbeitsschritt erledigt, so werden {iber die Funktion SetExpansion die kleinen
Skalen fiir die Entwicklung markiert, wobei CheckExpansions iiberpriift, ob pro Propa-
gator mindestens eine Skala vorhanden ist, nach der nicht entwickelt wird. Danach fasst
Exp alle Linien mit demselben Schleifenimpuls zu einer Gruppe zusammen.

D.2.2.3 Abbildung auf Topologien

Jede Integration entspricht einer bestimmten Topologie. Vom Nutzer bereitgestellt wer-
den die sogenannten Zieltopologien, mit denen Matad bzw. Mincer umgehen kann. (Zur
weiteren Erldauterung dienen die néchsten beiden Abschnitte.) Deshalb ist es notwen-
dig, dass alle Subgraphen auf solche Zieltopologien abgebildet werden kénnen. Ist das
nicht mdoglich, so stellt sich das zugrundeliegende Problem mittels dieser Programme als
unlésbar heraus. Ein Beispiel hierzu findet sich in Kapitel [?].

Bei einer Abbildung eines Subgraphen auf eine Topologie werden alle Massen, nach de-
nen entwickelt wird, bzw. die zu einer anderen Gruppe gehoren, ignoriert. Topologien,
welche sich in der Anzahl der Schleifen bzw. der Massen vom betrachteten Subdiagramm
unterscheiden, werden sofort ausgeschlossen. Bei den restlichen vergleicht Exp die Im-
pulsverteilung innerhalb des Subdiagramms mit allen moglichen Verteilungen in der
Zieltopologie, welche mittels der Funktion DistributeMomenta2 berechnet werden. Es
ist wesentlich, dass Position und Namen der externen Impulse auf jeden Fall iibereinstim-
men. Uber FindMapping werden alle externen und Integrationsimpulse abgebildet und
iiber TryMapOfLine erfolgt rekursiv die Abbildung eines Impulses der Zieltopologie auf
die Quelltopologie in beiden Richtungen. Schliefllich {iberpriift Exp die Massenverteilung.

D.2.3 Ausgabe von Exp (auf dem Bildschirm)

Wie Exp die erstellten Daten ausgibt (sei es auf dem Bildschirm oder in Form der Quell-
datei) soll an einem Beispiel veranschaulicht werden. Dazu wird das in Kapitel 3.2 schon
betrachtete Dreischleifendiagramm nochmal herangezogen:
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m

Ko-Subdiagramm I' /5y

Subdiagramm -y

(D.1)

Nach dem Erstellen eines Subdiagramms (und des assoziierten Ko-Subdiagramms) gibt

Exp ein Schema folgender Form auf dem Bildschirm aus:

diagr

Ql in :

pl
p2 :
p3 :
p2 :
p5 :
p8 :

p6 :
p7 :

am : d311
1 ; out :

: 3,1 M1

1,4 M1
5,2 M1
2,6 M1
4,3 M1

6,5 Ml

5,3

6,4

S

1 S

n wn

n

subdiagram :
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1 Q1 0
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LO :
LO :
LO :
LO :

LO :

LO :
LO :

0
0

L1

L1

L1 :

L1 :

L1

L1 :

L1 :

L1

0

: 0

L2

L2

L2 :

L2 :

L2

L2 :

L2 :

L2 :

stk sk ok ok ok sk ok ook sk ok ok sk ok ok sk ok sk ok ko ok sk ok ok sk ok ko ok sk ok ok sk ok ok k ok ok
HUHFHHBHFHHBHHHHAFHH R H R B HRA SR H RS H RS H R R RS

Grp
Grp
Grp
Grp
Grp
Grp

Grp
Grp

. tadill,
. tadill,
. tadll,
. tadll,
. tadill,

. tadil,

inpll,

inpll,

pl
pl

pl
pl
pl

_pl

In der ersten Zeile findet man die Bezeichnung des aktuellen Diagramms bzw. die lau-
fende Nummer des Subdiagramms und in der zweiten Zeile sowohl den ein- als auch
auslaufenden Impuls mit den zugehorigen Vertizes. Die nachfolgende Ausgabe erfolgt in
Form einer Tabelle, deren einzelne Spalten durch Doppelpunkte voneinander getrennt

sind.

In den ersten beiden Spalten gibt Exp die Vertizes einer Linie mit dem zugehorigen
Impuls und der Masse aus. Die Bezeichnungen werden direkt von Qgraf bzw. der Konfi-
gurationsdatei iibernommen. Das S und die Nummer in der dritten Spalte markiert das

HO
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entsprechende Subdiagramm bzw. das zugehorige Ko-Subdiagramm, falls kein S vorhan-
den ist. Nachfolgend werden die externen Impulse (Q1) und Integrationsimpulse (LO, L1,
L2) ausgegeben. Die 1 bzw. 0 deutet an, ob der Impuls durch diese Linie lduft oder
nicht. Zeigt der Impuls beziiglich der Qgraf-Notation in entgegengesetzte Richtung, ist
dies durch ein zusétzliches Minuszeichen gekennzeichnet. Ein e bedeutet, dass der ent-
sprechende Propagator nach dem zugehorigen Impuls entwickelt wird. Dabei handelt es
sich um den externen Impuls Q1 und den Integrationsimpuls L2 der Schleife in der Mitte
des Diagramms, weil diese beziiglich des massiven Subgraphen die externen Impulse sind.
Schlussendlich befinden sich in der letzten Spalte die jeweilige Schleife (Grp), zu der sich
die Linie zuordnen ldsst und die Topologie, auf welcher der Subgraph abgebildet wird.
Die Impulse, welche von der Zieltopologie her den Linien zugewiesen werden, gibt Exp
zum Schluss aus mit einem zusétzlichen Minuszeichen, sofern sich deren Richtung in der
Zieltopologie von der Richtung des Impulses unterscheidet, wie sie Qgraf festgelegt hat.

D.2.4 Ausgabe von Exp (Quelldatei)

Exp erzeugt bei der Ausgabe auflerdem Quelldateien, die schliefilich von Matad bzw.
Mincer zur Berechnung der Diagramme verwendet werden. Im Falle des betrachteten
Beispiels sieht ein Ausschnitt aus dieser Datei (und zwar das oben erwihnte Subdia-
gramm mit dem zugehorigen Ko-Subdiagramm) folgendermafien aus:

*——#[ d3lisubl :

(+1)*1*nh1*nh?2

*ET1 (nul6)

*ET1(
L,26,+p21,pM1,M1,pM1,exp,+pl1,pQ1,26,L
)

*E'T1 (nul8)

*ET1(
L,17,+p21,pM1,M1,pM1,exp,+ql,pQ1,17,L
)

*FT1(M1,pM1)

*ET1(
L,14,+p21,pM1,M1,pM1,14,L
)

*FT2(nulb)

*FT2(
L,35,+p31,pM1,M1,pM1,exp,-p11,pQ1,35,L
)

*FT2(nul7)

*FT2(

L,23,+p31,pM1,M1,pM1,exp,—-ql1,pQ1,23,L
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)

*FT2(M1,pM1)

*FT2(
L,20,+p31,pM1,M1,pM1,20,L
)

*Dg (nulb5,nulsb,
L,29,-p11,pQ1,29,L
)

*Dg (nul7,nul8,
L,32,-p12,pQ1,32,L
)

#define TOPOLOGY "arb"

#define INT1 "inpll"
#define EXTMOM1 "Q1"
#tdefine "tad1l"
#define "M1"
#define INT3 "tadil"
#define MASS3 "M1"

*——#] d31lisubl

Am Anfang eines jedes Subdiagramms werden Vorzeichen und Symmetriefaktor, sowie
die Kennzeichnungen nh1 und nh2 fiir die schweren Fermionschleifen abgedruckt. Die
ersten zwei Abschnitte — markiert mit FT1 bzw. FT2 (wobei FT fiir einen Fermionpropa-
gator steht) — umfassen die beiden Schleifen des massiven Subdiagramms und der dritte
Abschnitt das masselose Ko-Subdiagramm mit Dg als Gluonpropagator. Die Impulse p%j
wurden von Exp ersetzt durch Zeichenketten der Gestalt

L,#,<grofle Skalen>,exp,<kleine Skalen>,#,L.

# ist eine Zahl, welche fiir die Berechnung der Diagramme keine Bedeutung hat. Diese
Notation bedeutet, dass der zugehorige Propagator nach den kleinen Skalen entwickelt
wird. Der Vorteil der zunéichst kryptisch erscheinenden Schreibweise besteht darin, dass
sie sich von Form mit Hilfe geeigneter Ersetzungsregeln effektiv weiterverarbeiten lasst.

Dariiber hinaus werden innere Indizes mit nu’%i und innere Impulse mit p%i%j bezeichnet.
%i steht fiir die laufende Nummer der Integration und %j fiir den Impuls der Quellto-
pologie, auf den der Impuls dieser Linie abgebildet wird. pM%i und pQ%i sind Variablen,
die fiir das Power Counting notwendig sind.

FErkennbar ist, dass der massive Subgraph beziiglich der kleinen Skalen g1 und pi11
entwickelt wird, was in dieser Notation nichts anderes ist als der duflere Impuls ¢; und
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der Schleifenimpuls des Ko-Subdiagramms.

Unterhalb des Codes fiir Subdiagramm und Ko-Subdiagramm z&hlt Exp die verwendeten
Topologien auf. Das Ko-Subdiagramm wird auf die masselose Propagatortopologie inpl1
abgebildet und die beiden Schleifen des massiven Subdiagramms auf tad1lt.

D.3 Matad

D.3.1 Unterstiitzte Integrale und Topologien

Vakuumintegrale stellen eine wichtige Subklasse von Schleifenintegralen dar und werden
insbesondere bei der asymptotischen Entwicklung benétigt. Das Form-Programm Matad
[11] leistet die Berechnung von massiven Tadpoleintegralen auf Ein-, Zwei- und Drei-
Schleifen-Niveau, falls innere Linien entweder masselos sind oder eine einheitliche Masse
m tragen. Die Integrale, die von Matad gelost werden konnen, sind also von folgender
Gestalt:

1.) Ein-Schleifen-Vakuumintegral:

dp 1
| o gy (D-2)

2.) Zwei-Schleifen-Vakuumintegral:

/ d%p / d?k 1
(2m)t ) (@2m) (p} + M7)™ (p3 + M3)"2(p3 + M3)™ (D-3)
mit My, My, M3 € {0, M}

3.) Drei-Schleifen-Vakuumintegral:

dlp [ A% [ dU 1
/ (2m)d / (2m)? / (2m)d (pf + M7P)™ (p3 + M3)"2(p3 4+ M3)ms *
) 1 (D.4)
(p% + M) (p2 + MZ)™s (pg + Mg)me
mit My, Mo, My, My, My, Mg € {0, M}

In dieser Darstellung sind alle Impulse im euklidischen Raum definiert.

Matad unterstiitzt folgende Topologien:
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D.3.2 Die Berechnung der Schleifenintegrale

Der Algorithmus zur Berechnung dieser Integrale geht von folgender Beziehung aus:

/ddpﬁiﬂ (p,...)=0 (D.5)

Dies ist nichts anderes als der Gaufische Satz im d-dimensionalen Minkowskiraum. Aus
dieser elementaren Gleichung ergeben sich Rekursionsbeziehungen, welche Feynmanin-
tegrale unterschiedlicher Komplexitit miteinander verkniipfen. Durch mehrmalige An-
wendung einer solchen Rekursionsbeziehung lassen sich Feynmanintegrale auf sogenann-
te Masterintegrale zuriickfithren, die nicht weiter reduziert werden kénnen. Der grofle
Vorteil ist, dass diese Masterintegrale nur ein einziges mal berechnet werden miissen.
Betrachten wir als Veranschaulichung folgendes Zwei-Schleifen-Integral:

L[ Aty [odkk 1
tosoes09) = [ 553 | oyt A )

Fiir ms = 0, mg = my4 und mq = my kommt man auf:

1
D—2n5—n2—n3
mit I5I(... ng,...)=I(..,n; £1,...)

I(nl, . ,TL5) = [n22+(5_ — 1_) + n33+(5_ — 4_)] I(?’Ll, . 77’L5)

(D.7)

Eine wiederholte Anwendung der Rekursion reduziert einen der Indizes ni, n4s oder ns
auf Null.

Das Problem dieser Vorgehensweise ist, dass wihrend der Rekursion kiinstliche 1/e-Pole
erzeugt werden. Damit miissen Terme hoherer Ordnung in € miissen mitgenommen wer-
den, um dafiir zu sorgen, dass die konstanten Terme weiterhin stimmen. Ist die Ordnung
in € zu niedrig, so fithrt dies zu falschen Ergebnissen. Ist sie zu hoch, wird die Berechnung
stark verlangsamt.

D.3.3 Sequentieller Ablauf

Folgende Schritte werden von Matad durchgefiihrt:
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1.)

2.)

4)

Zunichst setzt Matad die vom Nutzer angegebenen Feynmanregeln ein (zuerst die
Propagatoren, dann die Vertizes) und wendet den Projektor auf die Feynmanam-
plitude an, so dass keine freien Lorentz- bzw. Farbindizes mehr auftreten.

Danach werden die skalaren Nenner in den kleinen Gréflen entwickelt, also die
asymptotische Entwicklung durchgefiihrt, gefolgt von der Berechnung der Spuren
und der Wick-Rotation. In den Amplituden, die im Rahmen dieser Diplomarbeit
berechnet wurden, war es immer effizienter, die Spuren unmittelbar nach dem
ersten Schritt auszuwerten. Dafiir ldsst sich jedoch keine allgemein giiltige Regel
angeben, da dies vom speziellen Problem abhéngt, das man betrachtet.

An jetziger Stelle besteht der Ausdruck nur noch aus Lorentzinvarianten, also
Vierer-Skalarprodukten. Die Skalarprodukte in den Zidhlern werden mittels der
Nenner ausgedriickt. Danach fithrt Matad die auftretenden Integrale iiber Rekur-
sionsbeziehungen auf Masterintegrale zuriick, deren Ergebnisse bekannt sind und
eingesetzt werden. Dies stellt der zeitaufwendigste Schritt dar.

Zum Schluss wird das Ergebnis nach ¢ entwickelt und ausgegeben.

D.4 Mincer

Es ist aus der Einfiihrung bekannt, dass fiir die asymptotische Entwicklung sowohl mas-
sive Tadpoleintegrale als auch Integrale vom Propagatortyp benttigt werden. Da jedoch
Matad nur Integrale vom ersten Typ berechnen kann, ist ein weiteres Programm nétig,
welches fiir Integrale mit duflerem Impuls konzipiert ist. Das Form-Programm Mincer
[12] weil mit solchen Integralen umzugehen. Die Topologien, mit denen Mincer umgehen
kann, sind die folgenden:

1.) Ein-Schleifen-Topologie:

2.) Zwei-Schleifen-Topologien:
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==

3.) Drei-Schleifen-Topologien:

clelriclze
00800
BRS¢
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D.4.1 Konzepte

Die analytische Losung fiir den allgemeinsten Fall eines masselosen Einschleifenintegrals
(mit einem beliebigen Polynom Py, (p) = pu,Pus - - - Py, im Zéhler) ist analytisch bekannt:

/ d%p P(p) 1 D
(

2m)d p2(p— )%~ (4r)? (@1)=7""x

[n/2] 1 /0O\° o2
<Y Gl o |5 (F) | mieo= 2,
UZZ% ol \ 4 r=q op,

(D.8)

G(a,Byn,0) _T(a+B-0-F)0(§-at+n—0)l(§-B+0)l(5-F+0)
(4m)° T()T(B)T(D —a— B +n)

(D.9)

Im Allgemeinen ist es Konvention, eG(1, 1,0,0) pro Impulsintegration herauszufaktori-
sieren. Die erste Methode, solche Integrale auszuwerten, besteht darin, die G(«, 3, n,0)
rekursiv auf die Form G(1+me, 14+ne, 0,0) zu reduzieren. In der praktischen Anwendung
wird nur (m,n) € {(0,0);(1,0);(2,0);(1,1)} Es erweist sich im Folgenden als geschickt,
e(z) = 1/(1+ z¢) zu setzen, weil diese Funktion generell in allen Ausdriicken auftaucht.
Dies fiihrt auf viele verschiedene Terme mit unterschiedlichen Kombinationen von e(z).
Definiert man

ee(r) = l(1—6(:1:)), elz) = 1—flze(af:) und e(x)e(y) = zelr) = yely) fir x # y (D.10)
x € € x—y
kommt e(x) nur noch in Kombination mit x, aber nicht mehr mit € vor und die Ent-
wicklung nach € kann durchgefiithrt werden. Der Nachteil dieser Vorgehensweise ist
in ihrer Langsamkeit begriindet. Die zweite Methode besteht darin, alle auftretenden
G(a, B, n, o) iiber normierte I'-Funktionen (Pochhammer-Funktionen) auszudriicken. Bei
der Entwicklung von Py(n, ) miissen Terme bis zur Ordnung 5 mitgenommen werden,
so dass die konstanten Anteile im Endergebnis richtig sind. Aus dieser notwendigen, tie-
fen Entwicklung resultieren oft sehr viele Terme, bei einem Produkt aus n I'-Funktionen
beispielsweise 7". Dieser gravierende Nachteil ldsst sich jedoch mit der Hilfe von Form
ausmerzen. Ersetzt man Py(n,x) durch A(FPy(n,x)), wobei A eine kommutierende Funk-
tion mit der Eigenschaft A(x)A(y) = A(xy) ist, so wird Form nach jeder Multiplikation
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zweier dieser Funktionen A(z) und A(y) das Argument z = zy des Produktes zusam-
menfassen und — wenn vom Anwender gewiinscht — alle iiberfliissige Terme der Ordnung
> 7 wegwerfen. Am Ende wird A(z) wieder durch z ersetzt, was die Gesamtzahl der im
Zwischenergebnis auftretenden Summanden drastisch reduziert und somit die Geschwin-
digkeit nicht unerheblich verbessert.

D.4.2 Verbesserungen der neuen Version von Mincer

Es soll an dieser Stelle nicht unerwihnt bleiben, dass die urspriingliche Version von
Mincer in Schoonschip implementiert worden war. Die Nachteile von Schoonschip ge-
geniiber Form spiegeln sich auch in der alten Version von Mincer wider. Beispielswei-
se benutzt Schoonschip FlieBkommaarithmetik, wodurch grofiere Rundungsfehler bei
léingeren Rechnungen vorprogrammiert sind. Des Weiteren fithrte die Einfithrung des
allgemeinen Eichparameters £ zu Testzwecken zu riesigen Ausdriicken, die nicht weiter
behandelt werden konnten. Im neuen Mincer hat man diese Probleme durch spezielle
Techniken beseitigt. Auflerdem werden nun alle auftretenden Topologien separat behan-
delt, was sich als vorteilhaft erwiesen hat, weil bestehende Routinen fiir jeweilige Topo-
logien optimiert werden kénnen. Natiirlich soll der Erfolg der alten Version keineswegs
geschmaélert werden, fithrte sie doch beispielsweise zu Ergebnissen des Wirkungsquer-
schnitts von ete™ — qg bis zur Ordnung O(a3)!
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E Die Myon-Paarproduktion durch
Elektron-Positron-Kollision auf
Baumgraphenniveau

Das zugehorige Matrixelement (bzw. das komplex konjugierte) ist gegeben durch:

. — —19 vV __
M = (=i€)*Ds, (p2)7" tsy (1) — 5 Tisy (P2)7 05, (Pa) (E.1)
. _ / lg Iyl ’
M = (16)2084 (Pa)7” sy (p3)#u51 (P1)7" vsy (P2) (E.2)
Im Folgenden wird das Betragsquadrat berechnet. Dabei ist iiber die Spins s1, so im
Anfangszustand zu mitteln (jeweils durch einen Faktor 2 aufgrund der beiden méglichen
Eigenzusténde | 1), | |)) und iiber die Spins s3, s4 im Endzustand ohne Mittelung zu
summieren:

1 lg 'yl ’
1D IMPP = Z €18, (pa) o, (p3) =155, (D)6, (2) X

81,82 51,32
53,54 53,54

g
0%, (P2) g, (1) — 5, ()50, (pa) =

4
e So. v Guv9u'v' —

= (P2 = me) s (B + me) g, (s + i) 5 (Ba — my) g =

4

€ 4

= 17ioPL(p2 = me)” (P + me) 7] - Spl(ps + my) v (Pa — mu)y”]
(E.3)

Die Berechnung der Spuren funktioniert besonders schnell mit Form:
< Z IM|? = = (2mm?, + (p1 - p2)mi, + (ps - pa)mg
s
+(p1 - p3)(p2 - pa) + (p1 - pa)(p2 - p3)) = (E.4)
4m?2
=¢* (3+ ﬁﬁ(cos2 0—1)— ﬂg) mit Bue=1/1— 82”’6
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Damit ist man auch schon beim Wirkungsquerschnitt in niedrigster Ordnung Stérungs-
theorie angelangt:

doy 1 wf1 o)\ _ 1 Bua oo, oo
<dQ>0_647r23vi (4Z|M|>_64ﬂzsﬁe (8 = Busin®0 — ) (E-5)

51,52
53,54

Durch Integration iiber den Raumwinkel ergibt sich schliellich der totale Wirkungsquer-
schnitt :

™

o (d 2 3 dma® 3 :
00:27T/81n9 <£>0:O¥ﬁ:(9—2ﬁﬁ—3ﬁ§)z gj ;(3—ﬂﬁ)—|—0<nz>
0
(E.6)

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



F Das Landau-Yang-Theorem

Das Landau-Yang-Theorem [13] stellt eine Verallgemeinerung des Furryschen Theorems
dar, welches besagt, dass n-Punkt-Funktionen mit Photonen als externe Teilchen genau
dann verschwinden, wenn n eine ungerade Zahl ist. Infolgedessen liefert beispielsweise
die Dreipunktfunktion

keinen Beitrag. Im Folgenden soll begriindet werden, dass dies auch fiir beliebige Vek-
torbosonen (also nicht nur Photonen) gilt.

Betrachtet wird der Zerfall eines Teilchens mit Gesamtdrehimpuls J in zwei Photonen
® und @, die zirkular polarisiert sein sollen. Photon @ bewege sich in z- und Photon @
in —z-Richtung. Hierbei gilt:

h falls rechtszirkular —h falls rechtszirkular
Joo = { (F.2)

“hfalls linkszirkular 9 =@ :{ h  falls linkszirkular

Der Zustand eines Photons wird im Folgenden mit ¢Folarisation von @,Polarisation von @ ¢
zeichnet. Vier solcher Endzustinde sind moglich, nimlich 8 Bl bR und o1l
wobei R fiir rechtszirkulare und L fiir linkszirkulare Polarisation steht. Fiir die weitere
Diskussion ist es wichtig, wie sich diese Zustdnde unter den Transformationen

e Rotation R, um die z-Achse mit dem Winkel ¢
e Rotation R¢ um die x-Ache mit dem Winkel 7
e Inversion

verhalten. Die Antwort wird in der Tabelle
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H QZ}R,R 4 ¢L,L ‘ wR,R _ wL,L ‘ ¢R,L ‘ wL,R
R, 1 1 exp(2ip) | exp(—2ip)
R 1 1
Inversion 1 -1 1 1

zusammengefasst. Aus diesen Ergebnissen lisst sich folgendes schlieflen, wobei zwei Fille
betrachtet werden sollen:

1)

2.)

Der Anfangszustand habe J =1, 3, 5, ...

Dann sind nur die Zusténde % und ¢“F erlaubt. Der Grund dafiir ist, dass
IOl op ol yund R — 5L simultane Eigenzustinde sowohl von R, als auch R¢
mit dem Figenwert 1 sind. Jedoch ist der Anfangszustand ein Eigenzustand von
R, mit Eigenwert 1 und verhélt sich somit wie die Kugelflichenfunktionen Y}).
Diese produzieren aber bei einer Drehung um die z-Achse mit dem Winkel 7 einen

zusiitzlichen Faktor (—1)7 = —1, was zur Folge hat, dass der Eigenwert von R
dann # 1 ist.
Der Anfangszustand habe J =0, 1:

In diesem Falle sind die Endzustinde % 4 &L und % — 1oL erlaubt. Fiir
L bzw. R gilt aber J, = £2h, was nicht mit J = 0, 1 korrespondiert.

Damit sind fiir J = 1 alle moglichen Endzustinde % 4 bl R _ Ll gL
und 9™ nicht moglich, womit der Zerfall eines Teilchens mit J = 1 in zwei beliebige
Vektorbosonen wegen der Auswahlregeln verboten ist.

Nach dem Landau-Yang-Theorem verschwindet deshalb auch die Summe der folgenden
Diagramme:
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G Entkoppelte Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse fiir die Zerfallsbreite des Higgszerfalls und fiir
den Wirkungsquerschnitt o(ete™ — Hadronen) in einer effektiven Theorie mit fiinf leich-
ten Quarks dargestellt. Dazu wird die Entkopplungsrelation auf Zwei-Schleifen-Ebene
[39] benutzt:

2
agﬁ) ag5) <ag5) > Tho ( M2 >
- + ln —5
7r T T 3 mg

®\° [T2N7 2\ 5CATyN), — 3CFTyN, 2
() | () ¢ AR T Ty () @y
™ 9 12 mg

2
my

13

2
TN, — =T¢N,
18 Lt nCr oLt nCa

Es werden sowohl die Ergebnisse fiir eine beliebige Eichtheorie SU(V,) dargestellt als
auch fiir die QCD mit N. = 3. N; und N, werden nicht eingesetzt, um die Struktur der
Ergebnisse in Abhéngigkeit dieser Konstanten erkennen zu kénnen.

G.1 Hadronischer Higgszerfall

G.1.1 Nachst-zu-fiihrende Ordnung

Hier lauten die Entwicklungskoeffizienten auf nichst-zu-fithrender Ordnung:

nlo H
hO = 04 |:12 — F In (2):| + CF |:—2:|

72 2
ity =g+ 5 ()]

177 m? 13 7 @2
hnlo — 1 T'H I | ~
1 =Ca [20 90 n(;ﬂ >] Cr [180 10 n<mg>] 3
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G.1 Hadronischer Higgszerfall

47459 16973 In

1" = Ca | 57500 ~ 7500
89533
+Nﬂ}{_wmmo

= Ca 1350 7z ™

3763

+ Nily {_14175

948509587

2
()] +er
1543 . (m}
94501“'<>]

()] +cn

452 I gﬁg
4725 e

[496125 175

hnlo —-C
4 A[1528065000
433333

27677 gﬁg
165375

+'C’Yl’j[_'lswlzso
10426231

M2 ]
110708
502125

+ Nily {_63669375
24693249811

110708 7n%
1819125

hnlo —
> A’[59594535000
39985822

730612
6449625 2

+CF[“606981375
807445508

W
730612 ffi
1576575 " \m?

NTy |-
Aty [ 7449316875

2922448 | 7n§
70045875 12

Mit C4 =3, Cr =4/3 und Ty = 1/2 ergibt sich:

95 11 m? 71 m3
nlo H H
:———1 N |-+ -In(—H
ho” = <u>+' [6+3n<ﬁ>}
2 2
o 803 14 (RN 7T Oy
540 15 m? 30 U
29 m?
N |-+ —In(—2I
* { 60 45 <M>]

1029839 1543

2 2
7 16973 my
Ll I i
n‘( 2) 12600

hnlo —
2 189000 1575
89533

my

1543 (m
N | — H
+’[3mmo+m%0n<w>]

nlo __

9075763 452
372976750 525

(u2> 1243 (mg>
n|—5 |- 152 In —
mg 1575 “

28350 = 4725

22 2
+ N, [—3763 + 76 In (mg>]
1

881543, (it
630 2100 mf

22418 113 < W
In(-—
mg

(G.4)

(G.10)

(G.11)
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o H0854463 442832 [ u? 27677 . (m}
1°0= — n|l—|)——=mh|—
27783000 606375  \m?/ 55125 112
10426231 55354 m¥
p— n —_
P17 127338750 | 1819125 \ u2

o 252432553361 2922448 [ 4\ 730612  [m%
5 T 218513205000 4720725 <mg> 2149875 <u2>
403722799 1461224 m¥
: [_ 7449316875 | 70045875 <M2>}

(G.12)

(G.13)

G.1.2 Nachst-zu-nachst-zu-fithrende Ordnung

Auf néchst-zu-néchst-zu-fithrender Ordnung gilt:

155 9 3 p?
nnlo _  *YY 7 2
W= ot ghe +ghen <m3>

1093 m? 121 m? 121
N2 1 H 7N2 1 2 H 7N2
48 ( 12 ) 48 w2 ) T N
55 12311

8 C

11 2 11 2

+ —In Ho) o (L

16 m? 8 w2
N,

(G.14)
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433313 41 p? 21 w2
hnnlo _ N 21 2N 21 2 (
! 20736 | 192 ¢ n( ) T ™ 2
63917 112267 ., 77 2 m?
—— N5 — N2+ —N2?In In | —L
T 153607 3 23040 e 1207 <m$> n<u2
24763 2 7 2 5653 2
_HTO3 o () Z T Nz (L) 2 3838 e, (i
8640 m? 240 m? 540 2

847 m? 847 167
SN2 2 (T N2 N2
720 ( 12 ) 360762 " ¢

183973 77 2 m%{ 11551 2
N2- 1 n 2
34560 120 ( t) " < 2 ) a0 e

49, ;ﬂ N 43 my 134171<
480 2160 2 7680

7T o 2 7 12 77
NyTy |[—=—N 11 — N 'n? (= ) - =N!
* hf[ 720c n( >+120 <m§ g6 e 3
4 2 2
4 067 o1y AT gy L =N w? L
12960 360 m? 120 m2

m? 1309 147299
N1 )y NG — ———N.
+30 . ( 12 > T 15367 T 172800 ]

29 14 m?
NT; | —=+ —1 1
o f[ 30 45 n(/ﬂ)]
7 2 m? 1001 2
+NTy | —=N'In(— |)In(—2) - —N"In(
30 m3 u2 1080 m?
7T > 139 m? 7T 71837
——N1I? (5 ) - =N tIn () - =N ——— N1
1200 <m§> 540" ¢ (,ﬂ) 107V T Gagoo e
7 2 2 1153 u? 7 2
— o Neln (5 ) m (B) 4 22N +—NIn? (£
30 m? 12 1080 m? 120 m?

1511 m¥

5—N In 77N In? + 77N (o
216 ,u2 90 u

7 102083 ]

15V ~ 5180

2
LT | 20T 2, mH P Dz (i) M
320 30 \42) a5 \i2) a5

(G.15)
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2 2
panlo _ 4113881237 L 10333Nc_2 n u n 1543]\[C 212 (4
124416000 = 67200 5600 2

mt
24925603 _, 44067053 .. _5 16973

2

m
" _ e N21n i £ §
3225600 ¢ 0 4838400  © +25200 ¢ < ) <

27293899 2 1543 2 382208 2
— N2 L + ———_N2In? ”—2 - NZIn ( —2
9072000 m? 14400 m? 70875 2

1 2 1 21
86703 N2 (T 86703 N2+ 9977 NG
302400 112 151200 10080
3844438817 N2 ) 16973 ;ﬂ n m%{ 2089313 | w
254016000 25200~ \ m? 12 756000 m?
1543 I 913 m$\ 40080823
In? +oIn 2 ) - (3
4032 m2) " 7560 [ 1433600
1468
NyNT? | =
AR [ 23625}

107 2 1543 2 m¥
N, T “!ln N1 n? N 'In
+ "f[ 3001 (mt)+25200 e M (m>+15 ¢ /ﬂ

134911 16698263 __, 4811 u?
— G+ ——— N '+ ——N.In(
184320 29030400 75600 m?

1543 2 121 2
— " N.In? “—2 — —"N.In u
25200 m? 3150 2

+29141 N 732196649
40960 <> 7 1219276800 ¢

89533 1543 [m2
N Ty |~ In | —2
Ay [ 189000 9450 ( >]

1543 12 m¥ 193889 u?
NT;| —=N (2 )| —2) — N7l (£
* lf[ 6300 (m§> n(;ﬂ 226800 ¢\ m?
2 2
1543 Nt (22 - 96029 Nt (™
25200 m2) 567000 112
1543 125430253
4200 ¢ >* 238140000 c

154 2401 2
-~ ‘LQ H 20200 (1
6300 m? 567000 m?

1543 u? 64471 m?
% N, In? 22N, (2
o500 " <mt> T grag e ( 12 )

16973 m2 16973
——"N.l H — "N,

378007 ¢ <u ) 13900 <2
| 1543 | 482032339

6300 <> 63504000 ©

o | 3829289 89533 mIQ{ 1543 5 (m¥ 1543
— In In“ [ — ) — (2
4860000 189000 w? 18900 w? 9450
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(G.16)
Auch diese Koeffizienten sollen fiir die QCD angegeben werden:
punlo _ 24935 191 (,ﬂ) 3301, <m%{>
48 T8 m? 16 w2
363 m? 363 495
g A5 ) e o 22
+ 76 < 2 > =56
7
+ Np |——
288 (G.17)
4157 2 u? 95 2 '
N [—+1 ( ln(H)
72 3 m?2 4 w?
11 m? 11 5
T p?( H - b
4 n <,U/2 +2<2+4<3:|
2 2
le E—lln My _,_i]n? Mu _1(2
108 12 w2 12 w2 6
2 2 2
nnlo _ 2831081 7—71 K\ (M) 1663 (2
41472 15 m% w? 72 m?
2 4 2 4 2
_lmQ Lz 0673 n (MH —I—EIDZ My
20 mg 432 w2 80 w?
B %C 4 14963399C
40 27 138240
1
Np N,
+ NplVy [ 45}
14 2 2
Ny, _ J014595 393+£ln M—Q —lln2 M—Q
3110400 ~ 540 m; 90 m;
1 mé 10549
L < > 9916 C3] (G.18)

11 14 2 2 2
Ny |~ 20088 Ly (Y g () 280, (A
w2 405 mg

388800 45 mg

2 2 2
11 2 % + @ In My _ U 1n2 my
90 mg 6480 12 60 12

7
+%C2 + 12(3]

9 2
Nl2 5597 figl mH +Ll 2 (Mu fl@
12960 120 w? 180 w2 90
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634987991279 N 169731 2 | m¥ 36736391 @2
— n n{—|————In{—5
6096384000 3150 m? ©2 151200

2

nnlo __
hy™® =
mg

2520 m?2 189000\ 1 33600 [
186703 bt 19660371109 ¢
16800 > " 116121600 >
367
NNy |-
R l[ 23625}
2 2
N, | 392562853 | 2539 | A 1543 | , w”
487710720 ' 28350 \ m 18900 m?2

293 m?\ 2090599
el il B @3
6300 12 2211840

154 2
N, _89533+ 531n mi
378000 18900 U2
[ 64572644753 15431 <“2>1 <m§I> 89737731 ( /ﬂ)
[ n{—

5715360000 4725  \ m? 2 ) 6804000 - \m?

1543 o [ p? 10306537 . (m¥% 16973 . 5 [ m}
+71n (2 +71n 9 *mln -

(G.19)

18900 m2 1944000 [ [
16973C . 1543(
126002 " 5040 °°

2 2
9 [3829289 89533 In (mH) 1543 I (mH) 1543 C2]

L119440000 756000 \ x2 ) ' 75600 12 37800

G.2 Das R-Verhiltnis

G.2.1 Nicht-Singulett-Anteil

Als erstes sollen die Koeffizienten fiir die Entwicklung des Nicht-Singulett- Anteils ~ aa?

présentiert werden:

3 123 11 11 S
=3 |- g+ caen |55 - e (3)

(G.20)
NGy -2 g im (S
IYFLf S 3 4 /~52
@ _ 88 4. (s
= ey [ - ()] 1)
(2) _ _ 1308 1 s
b2 = NhCFTf |: 14100 + 105 In m% (G.QQ)
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b = NiCrTy :44212§§§5 N 1431275 n (ﬁjf)] (G.23)
b = NiCrTy :_ 3660418856875 + 10395 ( >] (G.24)
b = NiCrTy :7150010648129088475 1576575 (njﬂ (G.25)
b = NiCrTy :_ 36151282390396645 405405 (2)} (G.26)
b7 = NiCrTy :4922;22222189 48;12261595 < )] (G.27)
b = NiCr Ty :_ 151;1(1)2252252275 * 10392525 <m§ﬂ (G.28)

Fir Cp =4/3, Ca =3 und Ty = 1/2 gilt:
b = %—11(3—Eln <:>+N,{ EJF c3+11n </ﬂ>] (G.29)
P = Ny, :ézg - %1 (%)] (G.30)
b2 = Ny, :—615105?;) + % In (W‘j%ﬂ (G.31)
b = N :135329552675 - 4265425 I (23)] (G-32)
b = N :_ 101820957610625 * 3111685 n <nig>] (G.33)
b = N :211300050084369266825 - 4712092;25 o <Wi):| (G.34)
b =N |- 103222&133335 1216215 < )] (G.35)
b = N :14;(753?2322567 N 1448712992585 In (23)} (G36)
o = |~ srsarasrrsss * st ()| (G0

Die Terme des Nicht-Singulett-Anteils ~ aa? sind von folgender Gestalt:
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187

p\Y ::JVﬁcJ%Jy-[

+ NpCaCFrTy [

_l’_

+ NlNhCFT]% |:—

93599 529
91125 540"
1333
———1n
6075

1421 (s 11, /(s
+—h(—5]—-—5In

6075 w2 135 w2
2 2 2
(i) =t (i) () + 5t (3
mg 135 mg I 135 mg
716839 +§< ~ 7301 m( 24
1458000 ' 216" 48600 w2

2 2

2O () - o () (5

48600 m; 135 m; p?
Uy 1

90 m? 810

2 4
—|——81n S I e -

135 w2 135 w2

2 2

H 4 o (p 4
Ll S Ll =
(n@>'+]35 " (nﬁ>'+405”}

23
N;CpT} [243]

6052
30375

——1In

75
(G.38)
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2 2
S £V
158760 \m? 1260 m?
23 u? 43
1 -
504 (mt>+7560 ]

61445851 271 175597 (s 43 s
N,CACFTy |- - In(=)+ 2>
T AREACE f[ 533306000 T 1152%° 3175200 n(,; >+ ( 2)

347593 ;ﬂ 29 @2 s
— In +o-In{—)In
3175200 \m2) " 840 \m? 12
131 p? 43
A0 g2 ()2
5040 " <m§> 15120”}
509 4 s 4 12
NECpT? | e — —In( — In
T RCry {40500 675 n(;ﬂ) 675 < ﬂ

t

15200 11 [ s 1 s
NN, CpT? | 227 (2 )y w2 (2
M NRCE f[ 6945750 630 n<,ﬂ>+ " <u>

(21 L ) 1,
R P N IO | Ll I
33075 <mg> 315 (mg 945"

1303 1 s u?
b = NyCpTy |-+ —1In [ — | + —In [ =5
2 her f[ 14100 105 n(,ﬂ) <m )}
211867 2291 126523 [ s s
NuC2T) | — 1 S N (i
+ NaCrTy [ 141528 T 20160% T 793800 " u2> 2520 n (;ﬁ)

(G.39)
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26288 32 s
b = N,CpT - In (=
3 hCFf[4465125 1417511(#2) 14175 < )]
3395030363 121 138346 s s
N, C2T - In( = In? | =
T NRCELy [ 84300862500 4200%° 13395375 n(;ﬂ) 212625 <,ﬂ)
63982 ;ﬂ 2144 s
— In + In{ —
1913625 \ m? 212625 m2 12
2
L2, A 8
212625 = \m2) " 637875
22635064507 _ 6217 . 28963 (s
32148900000  10800°° ' 535815000

4 5 (8 1937441 2
m2 (2 )+ o (£
212625 = \p2) " 178605000  \ m3
872 2 S
— In|— |In{—
212625 \'m? w2
292 2
_292 o (kT4
70875 \m?) 637875
107908 16 s 16 2
NCpT? |- n(=)+—h(
T NRCEL [ 22325625 7875 n(/ﬂ) * 7875 n(mg>]
1298704 112 s 32 s
NN, CrT? m(=2) - 22 2 (2
+ NiNaCr f[ 1219543125 | 30375 n<u2> 42525 <u2>

3184 u? 32 . o[ 4P 32
77" In( = e | Ll
13395375 < t) T 55 " (mg T o

+ NpCACFTy [ 2

_l’_

(G.40)
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64858 8 s 8 ©?
B = N, CpTy | — 1 — (L
4 nOrL | T 36018675 T 10395\ ;2 ) T 10305 " 2

2350396652687 n 3463 G+ 37327579 (5
89859390390000 ' 332640 " 3241680750 w2

331, (s 68608699 2
- (S )+ —In(
155925 2 3241680750 \ m?
1382 2 S
— In{—)In{—
155925~ \ m? u2
1051 2 1
— In? 'u— + 53 w?
155925 m2) " 46T
290372908200523 58193 ¢ 75747817 s
— n
179718780780000 = 43200°° ~ 16208403750

N 33\ o (s 129255667 LQ
311850 p2) 16208403750 \ m?
1 2
+ g In ,u2 n | =
155925 \ m? u2
LT e w331 2
103950 m? 935550
170266 244 s 244 12
NZCpT? - In(-=)— In(
T NRCEL [93767625 207675 n<u2> 207675 n(m%)}
£ NNACrT? |- 131644888 548 | (s 8 o[
374414126625 467775 \p2?/) 31185 2

3128 u? 8 . o[ 1P 8
+———In 5 |~ o7 ar In —5 | = o= T
108056025 ~ \ m? 31185 m3 93555

+ NhCIZ:'Tf [—

—I—NhCACFTf [— M2

(G.41)

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



G.2 Das R-Verhéltnis 191

2

W Ny, [OUMOSL 512 (s 512

71016820875 1576575  \p2) 1576575 \mj

L N.cRp, | B7TIBAT9567664550 29167 . 7703805248 | (s
PUEST] 2015340198678056250 630630070 22370298575625

112
256 w2 () 8848669696 In /ﬁ
165540375 w? 1720792198125 m?

281 2
LY L P
1157625~ \ m? 2

402944 , (u2>+ 256 2}

165540375 m2) " 496621125
N.CaCo, | 3262812110583673073 98933 1333664144 s
_ nl
WEARERT ) T806136079471222500 294000 | 22370298575625  \ 42
N 128 N 30232909904 w
165540375~ \ %) ' 22370298575625  \ m?
32768 @2 s
b N (U I RN (i
55180125 <mg> " (m)
98432 , u? 128 5
——— I | —5 | - 7
165540375 m? 496621125
11744416 4864 s 4864 12
N2CRT? |- ) —m (&
T ARCry [ 14707625625 | 12733875 (,ﬂ) T 12733875 <m§>]
1845615488896 233984 s 512 s
N;N,CrT? — ) - In? | =
T NARCEL [ 0506858088043125 | 496621125 n(;ﬂ) 4729725 <u2)

295168 ,ﬁ 512 ,ﬂ 512
e In (5 ) + In®( — | + 7
213050462625 \'m? ) = 4729725 m? 14189175

(G.42)

Auch hier sollen alle Koeffizienten fiir Cr = 4/3, C4 = 3 und Ty = 1/2 angegeben
werden:

2 224 184 202
b§3):—3+Nh_9 3_87C3_ 0237 | 32 2%
729 1312200 4860 218700 1215 m
205267 . [ p? 46 s 241 u? 1,
+ In (15 In ( — ) - e
218700 \m2/) 243~ \m? 112 BV R m3 3645
6052 28
NNp | = 4 1
M h[ 91125+405n(ﬂ> ( )

4 p 4 o p
_ ~ In =
925 <mt> * 405 <mt * 12157T

M‘mv

(G.43)
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: 396204553 103693 88799 s 43 s
b3 =N, = In(— In?
2 " [ 500094000 | 181440 " 2857680 ( 1 ) "

159617 ;ﬂ 151 u? s
————In(5 |+-——In( 5 |h(5
14288400 m? 11340~ \ m? u?
2
+ 37 1 2 L . 43 7r2
3240 m? 68040
4 4 2
|2 () g (e
121500 2025 2 2025 m?
+ NNy, 15209 1L, (3 +i1n2 2
20837250 1890 u? 945 p?

4 2 1 2 1
f— ‘ In M—Q — —In? ”—2 — ——r?
99225 ~ \m2) 945 m2) 2835

3) 4386838263439 4943 21874693 8 o5
bs" = N In 1913625 u?
S
—

(G.44)

S
3 3038071050000  4200° 2411167500 )"
19348933 ;ﬂ 208
RO () + In
2411167500 273375 1
1448 ;ﬁ 8
1 2~ ) _ 2
013625 (m3> 57408757T}
1 1 16 2
Y3 LR Y L N (Y
66976875 ' 23625 \p2) " 23625 \m?
1298704 112 s 32 s
NN, In(— |- In? (=
N "[ 12658629375 91125 n(;ﬁ) 127575 <#2>

2 2
3184 m( ) 4 32 In2 L n 32 2
40186125 m? 127575 m? 382725

(G.45)
J _ [ 2032150347026203 40466260, 64821227 | (s
47 | TTR08734513510000 | 149688000 T 72937816875 \ 2
331 N 208872977 u?
n m2 () 4 ooty (A
1403325 \p2) " 72937816875 \m?
11 2 1469 2 331
_140333825 I <H2> o <52> ~ a0z ™ <M2> B 4209975”2}
m
g H ¢ (G.46)

o, [ 170266 244 s 244 2

Nh — ln - — In -5

281302875 893025 = \ p? 893025 \ m?
LN |- 131644888 548 | (s 8 . (s
1123242379875 1403325  \p?2) = 93555 2

3128 u? 8 . o 1P 8
2 ()Y (R
324168075 <m§) 93555 (mg 280665
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y(3 _ [ 11296637939831277289 382213649 G- 37640487392 <s>
5 "| 1395235522161731250 56756700 *°  201332687180625  \ 12
L 26, <s> _ 376069270112 ( I >
1489863375 p2)  201332687180625  \ m?
N 1452032 (;ﬁ) n <s> N 1451776 , (;ﬂ)
1489863375 = \ 'm2 p2) " 1489863375 m2
256 )
1469590125 " ]
11744416 4864 s 4864 12
+ N [_ 14122876875 38201625 " (,ﬂ) T 38201625 ™ (m%)]
+NlNh[ 1845615438806 233984 n(s) 812 <s)
28790574266829375 ' 1489863375  \ 2/ 14189175 12

L 295168 w L8512, w Lo 512
639151387875 \m? ) = 14189175 m? ) 42567525

(G.47)

G.2.2 Singulett-Anteil

Auf die Angabe des entkoppelten Singulett-Anteils soll hier verzichtet werden, das sich
die Koeffizienten der Entwicklung in 75 nicht von den urspriinglichen der vollen Theorie
unterscheiden. Dies liegt daran, dass der Singulett-Anteil erst zu O(aa?) auftritt und
damit keine neuen Terme auf derselben Ordnung Stérungstheorie hinzukommen, sofern

man aﬁ"f ) durch aﬁ"f U ersetat.
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H Form-Programme

H.1 Programme zur Berechnung der Entwicklung von
M(H — gg) ~ o}

S

H.1.1 Die Prozedur integral

1  #procedure integral(nm,c)

2

3 skskckskokokokskok KoKk sk R kKoK ok sk o Rk ok ok ok o kK ok ok ok o ok sk sk ok ok o sk sk ok sk o ok koK ok ok o ok Kok ok
4  *x Prozedur zur Berechnung von Integralen der AO-Form: *
5 * Int dg/(2*Pi)"d q"n/(q"2-m"2)"a *
B kokokokskskokokokokskskok sk ok sk skok sk ok ok sk sksk sk ok ok sk sk sk sk e ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok ok sk ok
7

8 Off Statistics;

9

10 sskskokokoksrskokoskkokskskokok ok sk skoskosk ok skskskok s ok sk skskok sk ok sk skskok sk ok sk skskok sk ok ok sk sk ok ok ok
11 * Konvention: *
12 % *
13 * mu”(4-d)*Int dq/(2xPi)"d 1/(-q"2+2*xq*p+M~2)"a = *
14 x = i/(16%Pi~2)*(4*Pi*mu~2)"~(2-d/2) * *
15 * * Gamma (a-d/2)/Gamma (a)* (p~2+M~2) " (d/2-a) *
16 swokokskokokskokoskskokokskokok sk ok ok sk skok sk o ok sk skok ok o ok sk sk ok ok o ok sk sk ok sk o ke sk skok sk ke k sk ok ok ok ok ok
17

18 CFunctions Gamma, GammaN;

19 Functions D, [P"2+m~2], P, TERM;

20 Symbols a, b, d, p, [p™2+m~2], m, pi, Zaehler;

21

22 skokokokskokokokokokskskok sk ok ok sk skok sk ok ok sk sk ok sk ok ok sk sk ok sk ke k sk sk sk sk ok ok sk sk ok sk ok

23 * Eingabe der Potenzen n (in n) und a (in c) *

24 skokokokskokokoskokokskskok sk ok ok sk skok sk ok ok skskok sk ok ok sk skok sk ok ok sksksk sk ok ok sk sk ok sk ok

25

26 Local [Ableitung _rechts] = D" (’n’)*[P"2+m~2]"(d/2-a);
27

28 skokokokskokokoskokokskskok sk ok ok sk skok sk ok ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok ksk sk sk sk ke ok sk sk sk sk ke ok sk sk sk sk ok

29 * Berechnung der Ableitungen auf der rechten Seite *

30 * Do-Schleife mit .sort viel schneller als Repeat! *
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31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
a7
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66

67
68
69
70
71
72
73

3k 3k 3k 3k >k 5k 3k 3k 3k >k 5k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k 3k >k 5k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k >k 5k 3k >k 3k >k 3k 5k >k 5k >k %k >k >k 5k >k %k >k %k 5k %k >k *k k

#do Zaehler = 1, ’n’
Identify D+TERM?7°b? = 2*Pxb*TERM~(b-1) + TERM b*D;
Identify D*P = d + PxD;
If ( (count(D,1) == 0) && (count(p,1) >= 1) ) Discard;
.sort: step Zaehler;

#enddo

.sort

3k 3k 3k 5k >k 5k 3k 3k 3k 5k 5k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k 3k 3k 5k %k 5k >k 3k 3k >k 5k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k 5k 3k 5k %k 5k >k 3k 5k %k 5k >k %k 5k >k 5k %k %k 5k %k 5k %k %k *k %k k %k

* Ersetzung nicht kommutierender durch kommutierende Grofien *
stk ok ok ok sk ok sk sk sk ok ok ok ok o s s ok o o o ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok s ks ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok

Identify P=p;
Identify [P"2+m~2] = [p~2+m~2];
Argument;
Identify [P"2+m"2] = [p~2+m"2];
Identify P = p;

EndArgument;
.sort

Identify D = 0;
Identify p = O;
.sort

sk o o o KK K KK K K R K R K KR K ok K K ok K ok K K ok K ok KR Kok Kk KR Kok Kok K
* Aufldsen nach dem Integral Int dq q"n/(q"2-m"2)"a *
* Konstanter Faktor i_/(16%pi~2)*(4*pi*mu) "2 wegen *
* Ubersichtlichkeit weggelassen *
sk o o oK o KoK oK oK K ok oK ok K kK ok K oK kK ok K K ok K ok Ko K ok K ok K o K ok K ok Kk K ok K ok K o

Local Ergebnis = Gamma(a-d/2)/GammaN(a+’n’)=*
[Ableitung_rechts]/(-2)"(’n’)*(-1)"(’c’);

.sort

Skip [Ableitung_rechts];

3k 3k 3k 3k >k 3k 3k 3k 3k >k 3k >k 5k 3k 5k 3k >k 5k 3k >k 5k >k 5k 3k >k 5k >k 3k 3k >k 5k >k 3k >k >k 3k >k 3k >k 5k 5k >k 3k >k 5k 5k >k 5k >k 3k 5k >k 5k >k %k 5k %k 5k >k >k >k %k >k %k >k *k k k

* Verschiebung der Potenz a, weil durch Ableiten a+n (linke Seite) *
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T4 skokokokokokokskookskokok sk ook skskok sk o ok sk sk ok sk o ok sk sksk sk s ke ksksk sk s ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk ke sk sk sk sk sk ok sk ok ok
75

76 #$b = ’c’ - ’'n’;

7

78 Identify a = a - ’n’;

79 Argument;

80 Identify a = a - ’n’;

81 Argument;

82 Identify a = a - ’n’;
83 EndArgument;

84 EndArgument;

85

8B skokokk Kok Kok KoK KK oK KoK KoK KoK ok Kok oK ok KoK oK ok oK oK oK ok oK oK o oK ok o oK ok K ok oK ok K ok oK ok ook oK ok KoK K ok
87 * p=0 in [p~2+m~2] setzen, (m~2)"2=m"(2%a) und Gammafunktion als *
88 x Fakultdt schreiben *
8O skskskok Kok Kok Kok Kok Kok o Kok ok ok Kok ok ok Kok ok ok Kok K ok o ok o Kok ok ok Kok ok ok K ok ok ok K ok ok ok K ok o Kok
90

91 Multiply Replace_([p~2+m~2],m"2);

92 Multiply Replace_(a,’c’);

93

94 Identify (m?772)"a? = m~(2*a);

95 Argument;

96 Identify GammaN(a?) = fac_(a-1);

97 Identify (m?77°2)"a? = m~(2xa);

98 EndArgument;

99 Identify Gamma(-1/2%d) = Gamma(1-1/2*d)*(-2/d);

100

TOL skokokokokokokkok sk kok ook ok sk ok ook ok ook ook ok ook o ok ok ook ok Kok ook ok oK ok ook ok Kok ook ok o ok o ok ok ok ok Kok o

102 * Argument der Gammafunktion > 0: d = 4 setzen *
103 * Argument der Gammafunktion = O: Gamma(0) stehen lassen *
104 * Argument der Gammafunktion < O: alles stehen lassen *

105 sk sk kKKK KA KKK KKK KKK KKK KKK KKK KKK KKK KKKk Kok oK
106

107 #if ( ’$b’ > 2 );

108 Identify Gamma(a?) = fac_(a-1);

109 Multiply Replace_(d,4);

110 Argument;

111 Identify GammaN(a?) = fac_(a-1);
112 EndArgument;

113 #elseif ( ’$b’ == 2 );

114 Multiply Replace_(d,4);

115 Argument;

116 Identify GammaN(a?) = fac_(a-1);
117 EndArgument;

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)
Universitit Karlsruhe (TH)



H.1 Programme zur Berechnung der Entwicklung von M(H — gg) ~ o2 198

118 #endif;
119

120 .sort
121

122 #endprocedure

H.1.2 Die Prozedur taylor
#procedure taylor(n)

.sort

1

2

3

4

5 Symbol Zahl;

6

T kkskokokokokokskokokokskskskokokokok sk sk ok koo ok ok ok ok

8 * Nenner der Dreipunktfunktion *

O skkskokokokakakakokokokskokskkkkk sk sk ok kokokokokok ok ok ok ok

10

11 Identify Den(k?,q?,m?) = 1/[q"2-m~2]*
sum_(n,0,’n’, (2%q.k/[q"2-m"2]) "n);

12

13 skokskokokokokokokokokokokokokokok sk sk skskskokokok sk ko okokokokokok ok ok ok ok ok

14 * Abbruch der Entwicklung fiir n < ’n’ *

15 * Weglassen der Integrale mit Wert O *

16 skokokokokokokokokokok ok ok ok sk sk ok sk sk ok sk ok ok ok sk sk ok o ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok

17

18 If ( count([q"2-m~2],1) < -’n’ ) Discard;

19

20 If ( (count(kl.q,1) != count(k2.q,1)) );

21 Discard;

22 EndIf;

23

24 .sort

25

26 kokokokokokskskokk ok sk sk skskskokokok sk sk ok ook ok ok ok ok ok ok

27 * Symmetrisierung der Integrale *

28 skokskokokokskokkkokokskskskskskokk sk sk koo ok ok ok ok ok

29

30 #do Zaehlerl = ’n’, 1, -1

31 #do Zaehler2 = 1, ’Zaehlerl’;

32 Identify (k1.q)~(’Zaehler1’)*(k2.q)"(’Zaehlerl’) =

(k1.q) " (°Zaehler1’)*(k2.q) " (’Zaehlerl’)/(2%’Zaehler2’-1);
33 #enddo
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34

35
36
37
38
39
40

Identify (k1.q) "~ (’Zaehler1l’)*(k2.q)~(’Zaehlerl’)

fac_(’Zaehler1’)*(k1.k2)"(’Zaehlerl’)*q.q"~ (’Zaehlerl’)/

(4~ (’Zaehlerl’));
.sort: step Zaehlerl;
#enddo

.sort

#endprocedure

H.1.3 Das eigentliche Programm zur Taylorentwicklung

© 00 N O O WN -

= e
= O

W W NNDNNDMDNDMNDDMNDNDMNDMNDE PP P2 22
B O ©W 00 NO O WNE O O 0N O WwN

Dimension d;

Symbols a, d, e, m, mH, n, [q"2-m"2], [mH"2/(4*m"2)],
Indices mu, nu;

Vectors k, ki1, k2, q;

CFunctions Den, Gamma, GammaD;

stk stk ok sk ok sk ok ok sk s ok sk sk ok stk sk ok sk sk ok sk ok ok sk s ok sk sk ok ok sk ok sk ok sk kok

* Ordnung der Taylorentwicklung = ’$n’/2-3 *
sk ok ok ok ok ok ok ok ok oK ok oK ok oK ok oK ok oK ok ok ok oK ok oK ok oK ok oK ok ok ok K ok K ok K ok K ok K ok K o

#$n = 26;
Off Statistics;
3k 3k 3k 3k 3k 3k >k 3k 3k >k >k >k >k 3k 3k 3k 5k 5k 5k 3k 3k 3k %k %k %k k k k k k

* Definition der Integranden *
stk ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk ok ok ok ok skok ok ok o

Local Ausdruckil
Local Ausdruck?2
Local Ausdruck3

[Vorfaktor];

1/[q"2-m~2] *Den(-k1,q,m)*Den(k2,q,m) ;
(k1.9*k2.q)/[q"2-m~2] *Den(-k1,q,m)*Den(k2,q,m) ;
q.9/[q"2-m"2] *Den(-k1,q,m)*Den(k2,q,m) ;

3k 3k 3K 5k >k >k 3k 5k 3k >k >k >k 3k 3k 5k >k %k >k 5k 5k 3k >k %k 5k 5k 3k 5k >k %k 5k 5k 5k 5k >k >k 5k 5k 3k >k >k >k %k 5k 3k 5k >k >k %k 5k >k >k %k >k %k >k > >k %k >k %k %k % Xk

* Festlegung der zu berechnenden Groeflen als lokale Variablen *
sk sk sk ok e ok sk sk sk ok o ok sk sk sk ok o ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok e sk sk sk sk sk sk sk sksk sk e sk sk sk sk ok e sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok k ok

Local C = (4*m-16*m~3/mH"2) *Ausdruckl-8*m/mH"2;
Local Vorfaktor = C;

3k 3k 3k 5k >k >k 3k 3k 3k >k %k >k 3k 5k 5k >k %k >k 3k 5k 5k >k %k 5k 5k 5k 5k >k %k 5k 5k 5k >k >k >k 5k 3k 3k >k %k >k 5k 3k >k >k %k >k %k 3k >k >k %k >k %k >k >k >k %k %k %k >k >k % %

* Durchfuehrung der Taylor-Entwicklung mit Prozedur taylor.prc *
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32 x Einfuehren der berechneten Integrale *
33 skokokokokokokokokokokskskskokook ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s o ok sk ok ok fok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok
34

35 #call taylor(’$n’)

36

3T skokokokokokokokokokokokokokook ook ok sk sk s ok ke okok ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk s s ok ok sk sk koo ok ok sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok
38 * Berechnung der Integrale mittels der Prozedur integral.prc *
39 x Erstes Argument: Zahl der q im Zaehler *
40 * Zweites Argument: Potenz des Nenners *
41 skokokokokokokokokokok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk sk sk o ok ok ke sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ko sk sk ok ok ok ok ok ok
42

43 #do Zaehler = ’$n’/2, 0, -1

44 #call integral(2*’Zaehler’,2*’Zaehler’+3);

45 Identify q.q"(’Zaehler’)/[q"2-m~2] " (2%’Zaehler’+3) = Ergebnis;
46 .sort

47 #enddo

48

4O skokokok kKoK ok ok ok Kok ok ok K Kok ok ok K Kok ok ok K KoK ok ok o K K ok ok ok o K K ok ok ok o K K ok ok ok o K K ok ok o

50 * Kinetimatik *

51 * Vernachlaessigung hoeherer Terme in e *

52 * Einfuehren des Entwicklungskoeffizienten mH"2/(4%m~2) *
53 * Term hochster Ordnung weglassen ((noch) nicht korrekt) *
B4 skokokokkokkok ok ok ok ok ok ook ook ook o ok ok ok ok ok o ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok
55

56 Identify k1.k2 = mH"2/2;

57 Identify e*Gamma(0) = 1;

58 Identify e = 0;

59 Identify mH"2/m"2 = [mH"2/(4*m"~2)]*4;

60

61 #3w = ’$n$’/2-2;

62 If (count([mH"2/(4*m~2)],1) >= ’$w’) Discard;

63

64 .sort

65

B6  kokokokokokkokokokkok ok ok ok ok ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok ok o ok ok ok K ok K ok K ok ok ok

67 * Ermittlung und Ausklammern des Vorfaktors *

68 * Ausgabe des Ergebnisses *
B9 skokokokskokokskokokkskok ok sk ok kskok ok sk ke sk sk sk ok sk ke ksk sk sk sk ek sk sk ok ok ok k sk ok ok
70

71 Skip CO;

72 Skip C;

73

74 If (count([mH"2/(4*m~2)],1) > 0) Discard;

75
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76 .sort

77

78 Skip Vorfaktor;

79

80 Local Amplitude = C/Vorfaktor;
81

82 Multiply [Vorfaktor];

83

84 .sort

85

86 Bracket [Vorfaktor];

87

88 Print +s Amplitude, Vorfaktor;
89 .sort

90 .end

H.2 Renormierung des Fiinf-Schleifen-Beitrags zum
hadronischen Higgszerfall

1 Symbols sqrt2, v, GF, mH, Mlren, eMlren, pi, tau, tauren, alphadp,
alphapren, alphad4pren, lmmlren, 1lmmH, 1mml, 1lqq, Zm, deltam, nl,
nh, nf, CA, CF, T;

2

3 Off Statistics;

4

5 Load results/lol0Oneu3lito2.res;
6

7 Load results/nlol0Oneud4lito71l.res;
8

9 Load results/nnlo8511t02649.res;
10

11  .sort

12

13 Local loop3 = lolOneu3llto2;

14 Local loop4 = nlolOneudllto71;
15 Local loopb5 = nnlo8511to02649;

16

17 .sort

18

19 Skip loopb;

20

21 If ( count(nh2,1) > 1 ) Discard;
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202

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
a7
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65

.sort
Skip loop3, loop4;
If ( count(nh2,1) > 1 ) Discard;

.sort

sk sk sk o sk o sk sk o sk o sk sk o sk o sk o sk o sk o sk o sk o sk o sk o ok o sk o sk ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K
* Multipliziere 3-Loop mit alphadp~2 = (alpha/(4#*pi))~3 *
sk sk sk o sk o sk o sk o sk o sk sk o ok o sk o sk o sk o sk o ok o sk o sk o ok o sk ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok K

Skip loop4, loopb5;

Multiply (alpha4p) ~2;

.sort

sk sk sk ok ok o ok sk ok ok ok o ok sk ok ok ok o ok sk ok ok ok o ok sk sk ok ok o ok sk sk ok ok o sk sk ok sk o ok sk sk ok ok o ok sk sk ok ok ok ok ok

* Multipliziere 4-Loop mit alphad4p~3 = (alpha/(4*pi))~3 *
sk ok ok oK o K oK ok oK oK oK ok K o K o K o K o K o K ok K o K ok K o K ok K ok K ok K K ok K ok K ok K ok K ok K ok K

Skip loop3, loopb;

Multiply (alphadp)"3;

.sort

stk sk koK oK oK oK oK oK oK oK oK oK ok ok ok ok o o o o o ok ok sk kK oK oK oK oK oK oK oK oK oK ok ok ok ok ok o o o o ok sk ok kK KoK KoK ok oK

* Multipliziere 5-Loop mit alphadp~4 = (alpha/(4xpi))~4 *
B g L 1

Skip loop3, loop4;

Multiply (alpha4dp) 4;

.sort

stk ok ok ok o koK oK ok ok o ok oK ok ok o ok koK ok ok o o koK ok ok o o kK ok ok o

* Renormierung der Top-Quark-Masse *
stk sk ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok o ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)

Universitit Karlsruhe (TH)



H.2 Renormierung des Fiinf-Schleifen-Beitrags zum hadronischen Higgszerfall 203

66 Skip loop4, loop5;
67
68 Identify eMl = eMiren * (1 - 2*Iln_(Zm)*ep + 2*(1ln_(Zm)) "2*ep~2);
69
70 Identify eMliren = 1 + lmmlrenxep + 1/2*%lmmlren~2*ep~2
+ 1/6*%1lmmlren”3*ep”~3;
72 Identify 1n_(Zm) = deltam - deltam”2/2 + deltam~3/3;
73

74 .sort

75

76 Skip loop3, loopb;
7

78 Identify eMl = eMliren * (1 - 2*1ln_(Zm)*ep + 2*(1n_(Zm)) "2*ep~2);

79

80 Identify eMiren = 1 + lmmlren*ep + 1/2*lmmlren”2*ep~2
+ 1/6*1lmmlren”3*ep~3;

81 Identify 1n_(Zm) = deltam - deltam”2/2 + deltam~3/3;

82

83 .sort

84

85 kxokokskskkokokk

86 * 3-Loop *

87  kxokkskskkokokk

88

89 Skip loop4, loopb;

90

91 Identify deltam = -3*alphadpren*CF/ep + alphadpren~2 *
( (11/2*nc*CF + 9/2+CF"2 - CF#*nf )/ep”2 +
(-97/12*nc*CF - 3/4*CF~2 + 5/6*CF*nf)/ep );

92

93 .sort

94

95 skkskokokokokokokk

96 *x 4-Loop *

97  kskokokokokokokk

98

99 Skip loop3, loop5;

100

101 Identify deltam = -3*alphadpren*CF/ep;

102

103 .sort

104

105 skxkokskokkokokk

106 * 5-Loop *
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204

107
108
109
110
111
112
113

114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127

128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139

140
141
142
143
144
145
146

seokokok ok ok ok kKoK
Skip loop3, loop4;
Identify eM1 = eMiren;

Identify eMiren = 1 + lmmlrenxep + 1/2*%1lmmlren”2*ep~2
+ 1/6*%1lmmlren~3*ep”~3;

.sort

Identify CF = (nc™2 - 1)/(2%nc);

.sort

stk ok ok ok ok ok sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ko ok sk ok ok ok ok ok ok
* Renormierung der Kopplungskonstanten alpha (3-Loop) *

3k 3k 3k 5k >k >k 3k 3k 3k >k %k >k 5k 3k 5k >k %k >k 3k 5k 5k >k >k 5k 5k 5k >k >k >k 5k 3k 5k >k %k >k 3k 3k >k >k %k >k >k 5k >k >k %k >k >k >k >k Xk *k %k >k 5k

Skip loop4, loopb;

Identify alphadp = alphadpren*(l + alphadpren * (-11/3*nc+2/3*nf)/ep

+ alphadpren~2 * ( (-44/9*nc*nf + 121/9*nc”2 + 4/9*nf"2)/ep~2 +

(6/3*nc*nf - 17/3%nc”2 + CF*nf)/ep ) );

If ( count(alphadpren,1) > 4 ) Discard;

.sort

oKk Kok Kok K ok Kok K o Kok KoKk K oK ok K ok ok Kok ok Kok ok Kok ok Kok ok K

* Renormierung der Kopplungskonstanten alpha (4-Loop) *
sk sk sk ok ok sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk o o o o ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s ke ke ok sk sk ok ok ok ok ok

Skip loop3, loopb;

Identify alphad4p = alphadpren*(1l +
alphadpren * (-11/3%nc+2/3*nf)/ep);

If ( count(alphadpren,1) > 4 ) Discard;
.sort

3k 3k 3k 5k >k 3k 3k 3k 5k %k 3k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k 3k 5k 5k >k 3k >k 5k 5k >k 3k >k 5k 5k >k 5k >k %k 5k >k 5k %k %k >k %k >k %k

* Renormierung der Kopplungskonstanten alpha (5-Loop) *

. o Fakultat fiir Physik, Institut fiir theoretische Teilchenphysik (TTP)

Universitit Karlsruhe (TH)



H.2 Renormierung des Fiinf-Schleifen-Beitrags zum hadronischen Higgszerfall

205

147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157

158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184

185
186
187

Kok ok ok oK oK K Kok oK oK Kok oK oK ok oK ok K ok o ok ok oK ok Kk ok oK oK ok ok K ok Kok ok Kok ok ok K ok K
Skip loop3, loop4;

Identify alphad4p = alphadpren;

If ( count(alphadpren,l) > 4 ) Discard;

.sort

Identify eQl = 1 - 1lqg*ep + 1/2%1qq~2*ep”2 - 1/6%1lqq~3*ep~3
+ 1/24x1qq~4*ep~4;

Identify 1qq = 1mmH - i_*pi;

If ( count(ep,1) > 2 ) Discard;

Multiply Q1.Q17°-2;

Identify Q1.Q1 = -mH"2;

If ( count(alphadpren,1) > 4 ) Discard;

.sort

If ( count(i_,1) == 0 ) Discard;

Identify mH"2 = taux4*xM172;

.sort

Skip loop4, loopb;

If ( count(tau,1) > 2 ) Discard;

Identify tau = tauren*x(1l - 2xdeltam + 3*deltam”~2);
Identify M1 = (1+deltam)*Miren;

Identify deltam = -3*alphadpren*CF/ep + alphadpren”2 *
( (11/2*nc*CF + 9/2*CF~2 - CF*nf )/ep”2 +
(-97/12*nc*CF - 3/4*%CF~2 + 5/6%CF*nf)/ep );

Identify CF = (nc™2 - 1)/(2*nc);

If ( count(alphadpren,l) > 4 ) Discard;
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188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231

If ( count(ep,1) >= 1 ) Discard;
.sort

Skip loop3, loopb5;

If ( count(tau,1) > 2 ) Discard;
Identify tau = tauren*(1l - 2*deltam);
Identify M1 = (1+deltam)*Milren;

Identify deltam = -3*alphadpren*CF/ep;
Identify CF = (nc™2 - 1)/(2#nc);

If ( count(alphadpren,1) > 4 ) Discard;
If ( count(ep,1) >= 1 ) Discard;

.sort

Skip loop3, loop4;

Identify tau = tauren;

Identify M1 = Milren;

.sort

If ( count(alphadpren,l) > 4 ) Discard;
If ( count(ep,1) >= 1 ) Discard;

.sort

Skip loop3;

Skip loop4;

Skip loopb;

Local result = loop3 + loop4 + loop5;

Multiply nh1”-1%nh27-1;
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232 Identify nhl = nh;

233 Identify nh2 = nh;

234 Identify nf = nl + nh;
235

236 .sort

237

238 Skip loop3;

239 Skip loop4;

240 Skip loopb5;

241

242 If ( count(ep,1) >= 0 ) Discard;
243

244 If ( count(tauren,l1) > 2 ) Discard;
245

246 Identify alphadpren = 1/4*alphapren;
247

248 Multiply Replace_(nc,3);

249

250 Bracket tauren, alphapren, nl, nh;
251

252 Print +s result;

253

254 .sort

255 .end

Zunichst deklariert man in Zeile 1 die benétigten Variablen; in diesem Falle handelt es
sich um symbols. In Zeile 5, 7 und 9 werden Drei-, Vier- und Fiinf-Schleifen-Ergebnis
geladen, die danach mit den richtigen Potenzen der starken Kopplungskonstanten zu mul-
tiplizieren sind. Anschliefflend macht man Gebrauch von den Formeln (5.15) und (5.16)
von Seite 39 und setzt dann in Zeile 91 und 101 die entsprechenden Counterterme fiir die
Massenrenormierung (5.35) von Seite 47 ein. Ab Zeile 121 wird die Kopplungskonstante
renormiert iiber die Formel (5.34). Zeile 157 und 158 extrahieren mit den Gleichungen
(5.6) und (5.8) von Seite 32 bzw 33 den Imaginérteil. Zum Schluss muss noch der Ent-
wicklungsparameter 7 selbst renormiert werden. Dies geschieht in Zeile 180 fiir das Drei-
und in Zeile 197 fiir das Vier-Schleifen-Resultat unter Verwendung von (5.18) von Sei-
te 39. Danach werden alle tiberfliissigen Potenzen in ag, 7 und € weggelassen und das
Ergebnis ausgegeben.
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| Abkiirzungen

LEP  Large Electron Collider

LHC Large Hadron Collider

PAW  Physics Analysis Workstation

QCD  QuantenChromoDynamik

QED  QuantenElektroDynamik

SLC  SLAC Linear Electron Positron Collider
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Symbolverzeichnis

Qe elektromagnetische Kopplungskonstante

Qg v starke Kopplungskonstante

F o VO, =420 — 5 -8

P *y“p#:’yopo—’?-ﬁ

€ et Parameter zur Angabe der Kausalitidt des Propagators
Zerfallsbreite

o (U Dirac-Matrix

VE ce e Euler-Mascheroni-Konstante (y = 0,5772)
VAL «eveveneeen Subgraph (asymptotisch irreduzibel)
Lo Lagrangedichte

M o Matrixelement

O(x) coviiiiiiii. Terme der Ordnung z (Landau-Symbol)

TN Taylorentwicklung N-ter Ordnung

dip ..o Differential des vierdimensionalen Minkowski-Raums
dip ... Differential des d-dimensionalen Minkowski-Raums
et e” ...l Positron, Elektron

WE Z . W=*-Boson, Z-Boson

Lo Renormierungsskala

I skalare Vakuumpolarisationsfunktion

I tensorielle Vakuumpolarisationsfunktion
o Wirkungsquerschnitt

VS Schwerpunktsenergie

V2% A Photon, virtuelles Photon

wtou Antimyon, Myon

o Parameter der dimensionalen Regularisierung
R renormierte Felder

AF by oo nackte Felder

d oo Raum-Zeit-Dimension

M e renormierte Parameter

€0y T +vvenneeennns nackte Parameter

Gp v Fermikonstante, Gr = v/2g?/(8m3 cos® 9)
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Uy v Minkowski-Metrik, (g,,) = diag(1,—-1,—1,—1)

MUyt v oveveeeaenenn Masse des Elektrons, Myons

175 % ST Higgsmasse

Mid,c,s,byt o eeeeeenen Masse des Up-, Down-, Charm-, Strange-, Bottom- bzw. Top-
Quarks

Ny oo, Gesamtanzahl der Quarks

Np oo Anzahl der schweren Quarks

Ny oo Anzahl der leichten Quarks

R(s) coovviviiii. R-Verhéltnis

S1, 89, 83, 84 +eenrn... Eigenwerte des Spins in z-Richtung

Uy Wy Vy U eeeeeann Dirac-Spinoren

L e Renormierungskonstante der Masse

Lo, = Zg ........... Renormierungskonstante der starken Kopplung

e Gluon

H................... Higgsteilchen
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Exp, 3, 30-32, 85, 117, 161-169

Feld, 147, 162
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externes, 162
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nacktes, 145
renormiertes, 147
skalares, 142
Feynmangraph, 17, 18
Feynmanintegral, 14, 127, 142, 144, 158,
170
Feynmanregel, 142, 147, 162, 171
nackte, 145
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Fragmentation, 72
Furrysches Theorem, 177
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GUT-Skala, 7

Hadron, 2, 71, 72
Hadronisierung, 72
Higgsmasse, 1, 2, 5-7, 9-11, 40, 43, 54,
118
grofle, 7, 9
intermediére, 7, 9
niedrige, 7
Higgsstrahlungssprozess, 10
Higgsteilchen, 1, 2, 5, 7, 9-11, 31, 82, 117
Higgszerfall, 1, 2, 7, 8, 21-23, 29, 40, 82,
83, 118, 119, 121, 127, 134

Integral
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nackter, 145-147
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Q2E, 3, 117, 162
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QED, 144-147
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Drei-, 61, 152
Ein-, 13, 152, 173
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Vorwartsstreuamplitude, 21, 23, 74
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-, 142
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76, 141, 144, 174, 176
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