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Kapitel 2

Struktur von Festkorpern

2.1 Ordnung und Unordnung

% Idealer Kristall:
Die atomare Anordnung eines idealen Kristalls ist streng periodisch.
* Amorphe Festkorper:

Diese besitzen eine weitgehend ungeordnete Struktur.

Ein Beispiel fiir diesen Kontrast ist SiO2, das sowohl als Quarzkristall als auch als Glas auftreten kann.

v

f f »
T, Ty T

T, bezeichnet einen strukturellen Phaseniibergang.

¥ Quarzkristall:
SiO4-Tetraeder, 6er-Ringe, Fernordnung

* Glas:

SiO4-Tetraeder, Nahordnung gut, auch 5er- und 7er-Ringe, keine Fernordnung

Betrachten wir die Unordnung in Kristallen:
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Substitutionelle Unordnung, Legierung Spinunordnung, paramagnetische Salze Orientierungsunordnung, CN in K

23898

ggg ‘
L L <

Betrachten wir aulerdem stabférmige Molekiile bei der Stromung durch ein Rohr:

R
|\L >\ o )on—npon—on )
Ry
un

jus

In der Winkelverteilung der Molekiile gibt es auch eine gewisse Unordnung; das Minimum wird bei 9 = 3

angenomien.

f()

0l 3

2.2 Herstellung
Schmelze — Abkiihlung +— Polykristalliner Festkorper
% Einkristalle:
10



2.3. STRUKTUR DER KRISTALLE

Diese ben6tigt man unter anderem fiir das Studium intrinsischer Eigenschaften aber auch als Anwendung
in der Industrie (Si fiir Halbleiter-Chips). Es gibt sogenannte Kristallzuchtverfahren (Kunst):

¥ Gewinnung aus der Schmelze (Czochralski-Verfahren, Bridgemann-Verfahren, tiegelfreies Zonen-
schmelzen)

% Gewinnung aus der Gasphase (Epitaxie)
* Losung

Sehr wichtig bei diesen Verfahren ist:

% Kleine Temperaturdifferenzen
Dadurch soll ein langsames Wachstum gewéhrleistet werden.

%* Reine Ausgangsmaterialien (Zonenschmelzen)

% Keimbildungsphase
Es soll dafiir gesorgt werden, dafl nur ein einziger Keim wiéchst.

% Amorphe Festkorper:

Diese sind beispielsweise Glaser, Gele, Polymere und Aufdampfschichten. Glaser entstehen dann, wenn
man die Schmelze rasch abkiihlt, so dal keine Fernordnung entsteht.

Ty sei der Erstarrungspunkt und 7, ein struktureller Phaseniibergang. Beim Glas geht man schnell durch 7%,
womit die Viskositét rasch anwéchst. Eine Erstarrung findet bei Ty statt (héngt schwach von Kiihlrate ab).
An T befindet sich im V(T')-Diagramm ein Knick. Empirisch hat man festgestellt:

2
Tg ~ ng

Diese betriigt etwa 1400 K bei SiO und 200 K bei Fensterglas. Die notigen Kiihlraten sind etwa 1076 % bei
SiO, und bei Metallen 10 £ (CuZr).

2.3 Struktur der Kristalle

Die regelméflige Form von Kristallen steht in direktem Zusammenhang mit der regelméafligen Anordnung iden-
tischer Bausteine. Bewiesen wurde diese Zusammenhang im Jahre 1912 von Laue, Friedrich und Knipping
durch Beugungsexperimente mit Rontgenlicht (Kapitel 2, Periodizitit, Translationsgitter).

FEin Idealkristall ist eine dreidimensionale, unendlich grofle periodische Anordnung identischer, gleichorientierter
Struktureinheiten.

1.) Punktgitter mit dazugehérigen Parallelepipeden (raumfiillend)

2.) Basis

Es handelt sich um die strukturelle atomare Untereinheit, die jedem Gitterpunkt/Parallelepiped zuge-
ordnet ist.

Gitter und Basis bilden die sogenannte Kristallstruktur.

11



KAPITEL 2. STRUKTUR VON FESTKORPERN

Eine systematische Beschreibung erfordert das Erkennen von allen Symmetrieeigenschaften durch sogenannte
Symmetrieoperationen (é Kristall in sich selbst iiberfithren). Man kann damit die Kristallstruktur klassifi-
zieren. Wenn man dies vollstéindig durchfiihrt, benétigt man die sogenannte Gruppentheorie. Die wichtigsten
Operationen seien aufgelistet:

%* Translationssymmetrie-Operationen

Wenn man von einen gewéhlten Punkt genau eine Periode weitergeht, mufl die Umgebung wieder gleich
aussehen.

% Punktsymmetrie-Operationen

Hierbei wird mindestens ein Raumpunkt festgehalten; man fiihrt beispielsweise Spiegelungen oder Dre-
hungen durch.

2.3.1 Translationssymmetrie
a

Die Umgebung U () eines bestimmten Punktes ist identisch nach Verschiebung um einen Gittervektor (Trans-
lationsvektor) R.

U(7) = U(F+ R)

R= nia + n25+ n3€ mit ny, ng, N3 € Z

a, b und ¢ sind die Basisvektoren des Punktgitters oder auch Raumgitters. Diese Basisvektoren spannen das
Parallelepiped auf (periodisch, raumfiillend). Die Wahl eines solchen Parallelepipeds ist nicht eindeutig. Mit
der Wahl einer sogenannten Elementarzelle durch &, b und & la8t sich die Struktur beschreiben. Eine solche
Elementarzelle heift primitiv, wenn ein einziger Gitterpunkt und eine Struktureinheit enthalten ist. Mit einer
nicht primitiven Zelle sind nicht alle Gitterpunkte erreichbar. Manchmal ist diese aber trotzdem niitzlich, um
Symmetrien aufzuzeigen. /

7
B O RN
i i

. .
. . .
. . .
oy . . .
[ bﬂ ° [ [ ]
a

a, b’ sind nicht primitiv; b ist durch Linearkombination nie erreichbar.

2.4 Struktur amorpher Festkorper

In einem Kristall sind alle Atompositionen durch die Translationsvektoren &, b und ¢ bekannt. Bei amorphen
Festkorpern benéstigte man jedoch eine Liste von 10%° Eintréigen, um die Atompositionen anzugeben. Deshalb
sind hier zur Beschreibung der Struktur statistische Methoden notwendig. Dafiir gibt es gewisse Voraussetzun-
gen:

12



2.4. STRUKTUR AMORPHER FESTKORPER

1.) Kérper muf statistisch homogen sein.

2.) Korper mufl makroskopisch isotrop sein.

Elektrische Eigenschaften usw. sind invariant gegeniiber Drehungen.

Wichtig ist auflerdem die ortsabhéngige Teilchenzahldichte n(Z). Es handelt sich um die Wahrscheinlichkeit,
ein Teilchen im Volumenelement d3z anzutreffen. Der Term n(F) d3z ist die Zahl der Teilchen, die sich im
Volumenelement d®z am Ort & befinden. Die grobste, einfachste Beschreibung der Teilchenzahldichte erhalten
wir durch:

no = (n(#) =

\%
Es handelt sich hierbei um die mittlere Teilchendichte. Diese ist bei amorphen Festkorpern etwa 1% bis 10% klei-
ner als in Kristallen. Die ideale Abweichung wollen wir nun durch die Paarkorrelations- /Zweiteilchenkorrelationsfunktion
beschreiben. Es ist ein Vergleich mit Modellrechnungen und Beugungsexperimenten moglich. Wir nehmen nun
an, dafl nur eine einzige Teilchensorte vorliegt und fragen nach der Wahrscheinlichkeit fiir Teilchenmittelpunkt
am Ort & im Volumen d32’, wenn gleichzeitig am Ort # im d®z schon ein anderes ist, wobei es nicht auf den
Ort #, sondern auf den Verschiebungsvektor ¥ = Z’ — & (relative Lage der beiden Teilchen) ankommt.

Die kann jetzt mit Hilfe der Teilchenzahldichte ann&hern. Die Wahrscheinlich-
keit, ein Teilchen in d3x zu finden ist proportional zu n(#) d3x. Das Teilchen
gleichzeitig in d32’ bei 2’ zu finden, ist proportional zu n(Z)n(z¥ — ) d®zd32’.
Jetzt betrachten wir nicht ein bestimmtes d3z bei #, sondern irgendein Volu-
Pz menelement in v. Die Wahrscheinlichkeit ist dann proportional zum Integral

d3a’ / n(Z)n(Z + 7) &3z

Wir betrachten nun die dimensionslose Groéfie mit dem Erwartungswert

(n(Z)n(Z + 7)):
QWVV%W@M@+W

Man nennt diese Grofle Paarkorrelationsfunktion; sie ist definitionsgeméif gleich
Null fiir ¥ = 0.

Einfache Beispiele:

Wir betrachten einen eindiglensionalen Festkorper, welcher aus harten Kugeln mit dem Durchmesser a besteht.

- -

11T T
a

Ein wichtiger Parameter ist nun:
I L—N-a
N
Diese Grofle charakterisiert den Zwischenraum pro Teilchen. Wir haben zwei Grenzfille:
* Geringe Raumfiillung:
Na

S0, =

L N

q(r)

1__

»
a r

Das heif3t, es konnte sich um ein verdiinntes Gas handeln.

13



KAPITEL 2. STRUKTUR VON FESTKORPERN

%* Vollstéindige Raumfiillung

Na
—=1,1=0
L )
A
g(r)
1 —
»
0 a 2a 3a 4a T
Den allgemeinen Fall findet man analysiert im ZERUKE und PRINZ Festkorperphysik 41, 184 (1927).
A
g(r)
1 —
»
2 a 2a 3a 4da r
g(r)
1 —
Nahordnung
! >
0 a 2a 3a 4a r

Hierbei handelt es sich um Oszillationen. Dies entspricht einer lokalen Ordnung (Nahordnung). In drei Dimen-
sionen funktioniert dies dhnlich:

9(r) Flissigkeit g(r) Glas

AVAN AN
\/

].__ \/ \/ \/ 1_

2.5 Strukurbestimmung

Durch Beugungsexperimente (1912) kann man die Periodizitit der Kristalle feststellen.

Lokale Sonden: Kernspinresonanz, Mofbauer-Spektroskopie

Eine direkte Beobachtung von Atomen ist durch moderne Techniken moglich wie beispielsweise
e Hochauflosende Transmissionselektronen-Mikroskope

Hierbei miissen extrem diinne Proben verwendet werden (Frau Gerthsen).

e Raster-Tunnelmikroskop

Eine Metallspitze wird ganz nah an der Oberfliche voriibergefahren. Dann wird festgestellt, mit welcher
Wahrscheinlichkeit Elektronen in das Material {iber- oder aus dem Material heraustreten (Tunnelstrom
wegen Uberlappung der Wellenfunktionen in Spitze und Probe). Damit ist aber leider ,,nur* die Oberfliche
zu sehen.

Fiir Erkenntnisse iiber das Innere eines Materials sind Beugungsexperimente von Interesse.

14



2.6. ALLGEMEINES ZUR BEUGUNG

2.6 Allgemeines zur Beugung

Die Streuung (Beugung) von Strahlen (Wellen) ist fundamental wichtig zur Strukturaufklarung. Man kann so-
wohl elektromagnetische Wellen (Rontgen-, Synchrotronstrahlung) als auch Materiewellen (Elektronen, ther-
mische Neutronen, Atomstrahlen (leichte Atome wie Helium)) verwenden. Dies fithrt dann zu einer Wech-
selwirkung mit den Elektronenhiillen im Festkorper. Nur Neutronen wechselwirken direkt mit den Kernen.
Elektronen und Atomstrahlen werden vor allem fiir Oberflichen verwendet und Neutronen und Réntgenstrah-
len zur Bestimmung der Struktur des Volumens. Man verwendet eine Wellenléinge A < a (Atomabstand). Die
Energien bei A = 1 A betragen:

¥ ~-Strahlung: 12keV
% Elektronen: 150eV
#* Neutronen: 80 meV
% Heliumatome: 20 meV

Siehe Ubungen! Neutronen und Heliumatome sind wichtig fiir die Schwingungsanregung in Festkorpern.
Beugung entsteht nun durch Superposition von Teilwellen. Der Ort der Atome hat hierbei Einfluf auf die Phase
der Teilwellen. Zur Beugung bendtigt man kohérente Streuung. Es gibt jedoch auch inkohérente Streuung
(beispielsweise Neutronen an Kernen mit Spinunordnung). Des weiteren gibt es elastische (Aw = 0, kein
Energieverlust) und inelastische Streuung (Aw # 0, Energieverlust).

2.7 Allgemeines zur Beugung

s Kohérenz
% Einfachstreuung

* Quelle und Detektor weit weg von Probe (ebene Wellen)

Die Amplitude der einlaufenden Welle am Ort P lautet:

AP = Ay exp (iEo (ﬁa + F) — iwot)

Dies gilt fiir einen einzelnen Emissionsprozel an (). Die beobachtete Intensitéit entsteht durch Mittelung tiber
viele einzelne Beugungsvorgéinge. Jeder Punkt der Probe emittiert Kugelwellen irgendeiner Amplitude, Phase
relativ zur einfallenden Strahlung, wird beschrieben durch die Streudichte o(7); im allgemeinen ist o(7) komplex.
o(7) héngt von der Art der Wechselwirkung, das heifit von der Art der Strahlung ab. Beispielsweise ist o(7)
proportional zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen am Ort 7. Die Amplitude der Streustrahlung
am Ort B (Detektor), der von P aus dV kommenden Strahlung ist:

)

dAL = AP (7, t)o(7 _
b= AT —

dv

Durch Einsetzen von AY und

1~ .
o~ Rs folgt:

dAp = Apexp {iko (RQ + F)} o(7) exp [1/3 (EB — F)} R—lB exp (—iwpt) dV =

= é(; exp {i (Eoﬁg + IgﬁB)} o(7) exp {i (EO — E) 7"] exp (—iwpt) dV

. [ TES Zeitliche
~const. fiir gegebene =o(7) eXp(fl[kfk(]]’l‘) Oszillation
experimentelle Anordnung

15



KAPITEL 2. STRUKTUR VON FESTKORPERN

Wir fithren nun eine Integration {iber die ganze Probe durch und erhalten damit die Streuamplitude:
A(F) = /Q(f) exp {—i (E — Eo) 77] dr
Vp

Wir bezeichnen im folgenden nun k— Eo = K als Streuvektor.

A(K) enthilt die Information iiber die Struktur o(7) des Streukdrpers.

Bemerkungen:

1.) Wir betrachten (Zunéchst) ein starres Gitter; das heifit, o(7) ist zeitunabhingig. Die Frequenz der ge-
streuten Welle bleibt wy; es handelt sich also um eine elastische Streuung. Wenn g explizit von der Zeit
abhéngt, also o = o(7,t) ist, gilt fiir die Streuwellen w # wp; es liegt inelastische Streuung vor (siehe
Gitterdynamik).

2.) Wir konnen nicht die Amplitude, sondern nur die Intensitit beobachten.
. R 2
I(K) « |Ap|?* ‘/Q(F) exp (—ik:f’) dF‘

A ist proportional zur Fouriertransformierten von o(7). Je kleiner |7 ist, desto grofier muf |K| und |ko|
sein. Konnte man A messen, wire es moglich durch inverse Fouriertransformation o(7) auszurechnen. Da
nur A? zuginglich ist, mufl man einen indirekten Weg nehmen: Man nehme die Struktur des Festkorpers
und damit o(7) an, berechnet |A|? und vergleicht mit dem gemessenen I(K).

2.8 Periodische Strukturen, Reziprokes Gitter

Wir haben eine dreidimensionale Streudichte o(7), welche periodisch in drei Dimensionen ist. Damit kann o(7)
durch eine Fourierreihe beschrieben werden.

=

o(r) = ZGXP lQhle

hkl

h, k und [ sind unabhéngige ganze Zahlen. Fiir die Fourierkoeffizienten gilt:
1 =
Onkl = 7/9(77) exp (—Qhkﬂ“> d
vz

V. ist die Periode der Funktion o(7), also die primitive Elementarzelle. Durch die Vektoren Gopt = hg1+kga+1gs
und das schiefwinklige Koordinatensystem ¢, go, g3 ist das sogenannte reziproke Gitter definiert. Die Wahl
der Basisvektoren erfolgt so, dafl im realen Raum Translationsinvarianz besteht, das heifit die Periodizitéit der
Streudichte lautet:

o(7) = o7+ ﬁ) mit B = n1d; + Nads + N3ds

Hierbei handelt es sich um das Gitter im realen Raum. Da gpy; ortsunabhéngig (translationsinvariant) ist, folgt
dann:

exp (iéhkﬁ’) = exp [iéhkl (F—F ﬁ)]
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2.8. PERIODISCHE STRUKTUREN, REZIPROKES GITTER

Also erhalten wir aus dieser Bedingung;:

exp (iéhklﬁ) =1

‘C_jhkl-]*:f:%rm‘

m ist hierbei eine ganze Zahl. Es gilt allgemein fiir beliebige h, k, [ und n1, ns, ns:

GiG; = 2md;; mit dem Kroneckersymbol §;;

1 fur i=3j
§ij =
0 fir i#j
Die Konstruktionsvorschrift lautet:
2 . . 2 . 2 . . I .
g1 = o (A2 X @3), go = — (A3 X @1), — (@1 X d2) mit V, = @ (@2 x d3)
V. V. |

Hierbei handelt es sich um die Elementarzelle des reziproken Gitters. Schliellich berechnen wir das Volumen
dieser Elementarzelle im reziproken Raum:

(2)°
V.

(g1 X g2) g3 =

Beispiele hierfiir sind:

% Lineare Kette, Gitterkonstante a
a

——
e o o o

Das reziproke Gitter ist ebenfalls eine lineare Kette mit g = 27”
% Zweidimensional, schiefwinklig
[} [ ) [ ) [ ) [ ) [ ) [ )
[ )
[ ._’ [ ° [ ] [ ] °
@/ — .
[ [ [ ] [ ] e -
dl g2 [ ] °
[ [ ° [ ] [ ] [ ] [ ] — ®
R . °
® [ ]
[ )

as und g, stehen senkrecht aufeinander.

¥ Kubisch primitiv

z

g2
Y
. 7r(_, X @) o2ra? . 27 .
= — (a as) = r=—2x
g1 V. 2 3 a3 a

Real +— Reziprok

fee —  bcc
bee —  fecc

17



KAPITEL 2. STRUKTUR VON FESTKORPERN

Zusammenhang zwischen reziprokem Gitter und Millerschen Indizes:

éhkl L Netzebene (hkl)

a

Es sei die Netzebene durch u, U, w definiert. Bilde nun die Vektoren in der Netzebene, also beispielsweise @ — v,
W, ¥ und davon das Kreuzprodukt. Daraus ergibt sich dann ein Vektor, welcher senkrecht auf der Ebene steht,
also %GW. Der Abstand berechnet sich nach:

2
|éhkl|

Nochmal: éhkl sind die Wellenvektoren der Streudichte.

2.9 Brillouin-Zone

Dabei handelt es sich um die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters. Diese enthilt nach Definition alle

Wellenvektoren < %G (é 1. Brillouin-Zone). Die 1.Brioullin-Zone hat eine fundamentale Bedeutung (Gitter-
schwingungen). Elektronen stellen Wellen dar; eine Welle mit k = %G wird maximal zuriickgestreut. Hohere
(2, 3, 4, ...) Brillouin-Zone-Erweiterung der Wigner-Seitz-Konstruktion

Beispiel: Eindimensional

Reziproker Raum:
Eindimensionale Kette — 1 Kette im reziproken Gitter
BZ ® BZ® BZ ®
—1 1

N .

dr 2w T m 2t Am
a a a a a a
Zweidimensionales Rechteckgitter +—  Rechteckgitter im reziproken Raum
7\
10 /700N 10 20
o Al o 1) ® [) °
BZ @\ - T¥Bz @
[ —\—.—/— [ ] [ ] [
IT o1 11 21
[ ) [ ] [ ) [ ) [ )
[ ] [ ] [ ] [ ) [ ]
Hohere Brillouin-Zonen sind mehrteilig und haben jeweils das Volumen der 1.Brillouin-Zone.
Dreidimensionaler realer Raum —  Reziprokes Gitter
fce —  bcc
bce — fecc
hex —  hex
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2.10. STREUUNG AN KRISTALLEN

Wir notieren uns fiir eine Dimension:

% 1 Brillouin-Zone enthélt Wellenzahlen < 7, das heifit Wellenlingen A > % Gitterkonstante

Dies hat nichts mit der Beschreibung der statischen Struktur zu tun, sondern mit Gitterschwingungen
oder elektronischen Anregungen.

% Streuung/Beugung, Intensitéit = —Fourierzerlegung der Streudichte o(7)—

% Periodisches o(7) 148t sich als Fourierreihe darstellen (mit Wellenvektoren Gjy, reziprokes Gitter) mit

Wellenlingen A =a, §, §, §, ...

2.10 Streuung an Kristallen

Streuintensitéit I(K) oc |A(K ‘/ 7) exp(—ik7) dr

Der Streuvektor wird durch das Experlment festgelegt:

"""""" @etektor

Wir setzen die Fourierzerlegung der Streudichte o(7) ein:

}Zghkl/exp[ (G K) } arl’

Vi

exp {i (C_j - K ) 7"] oszilliert mit 7. Viele schwache Streuer interferieren sich deshalb fast weg auffer fiir G=K ,

womit folgt exp(0) = 1.
¥ Intensitéit der Reflexe mit Integraldarstellung der §-Funktion
/exp[(G K)}dr_v(S( E)
Vp

I(Rt = C_j) 0.6 |Qhkl‘2‘/;;2

Aber Reflexe haben endliche Durchmesser 6k, der von der Zahl der beteiligten Netzebenen abhéngt. V,,
ist endlich wie auch die Eindringtiefe.

1
|0k| x —
Vo

Daraus ergibt sich dann:
I(K = G)  |onk|*Vy
#* Phasenproblem I oc |gpx|?
Was ist bei negativem ﬁ, k und [? Falls keine Absorption vorhanden ist, geniigt o(7) einer reellen Funktion.

*
Ohkl = Opki

Inw = Ligg (Friedelsche Regel)

Das Beugungsbild ist immer inversionssymmetrisch. 3-z&hlige Symmetrien in der Struktur ergeben 6-
zihlige Symmetrien in den Rontgenreflexen. Auswege aus diesem Problem sind:

> Vergleich zweier unabhéngiger Datensétze
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KAPITEL 2. STRUKTUR VON FESTKORPERN

> [somorphe Substitution von Schwerionen beispielsweise fiir Struktur komplexer Biomolekiile
> Wellenléngen nahe atomarer Resonanz, das heifit o(7) ist nicht rein reell

> Neutronenstreuung: Isotopensensitive Streuung

#* Debye-Waller-Faktor

EinfluB} der thermischen Bewegung der Atome: Dadurch werden die Reflexe nicht breiter (sondern bleiben
scharf) aber die Intensitét wird temperaturabhéngig:

I(t) = Iyexp (—K*B(T))

B(T) ist der sogenannte Debye-Waller-Faktor.
Bw— By fir T — 0

B o« T fiir hohe Temperaturen

Was heifit eigentlich Beugungsreflex?

Detektor

Fo
Man legt E, l;o uncl damig K fest, also die Periode und Richtungi einer Dichtewelle, nach der man schauen will.
Man mifit also T(K). I(K) # 0 heifit, daB die Dichtewelle mit K vorhanden ist. Dies ist immer dann der Fall,
wenn K = G ist. Mit dem Streuwinkel 260 ergibt sich:

K
5 = ko sin 6

Hierbei handelt es sich um die Bragg-Beziehung mit A als Abstand der Netzebenen zueinander.

> - > Durchgehende Intensitéit |ff| =0,G 2 000

- k i Bedeutet A = |277T

Ko 000 000

\'f? Dies muf3 ein

reziproker Gitterpunkt sein.
000

Reziprokes Gitter

Fiir feste kg und k sieht man meistens nichts.
> |ko| variieren = Laueverfahren
> Kiristall drehen = Drehverfahren

> Pulver = Debye-Scherrer-Verfahren
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2.11. STRUKTURFAKTOR

Die Streubedingung K = G kann man durch die Ewaldkugel/Ewaldkonstruktion gut verstehen:
[ ] [ [ ] [ ] [} [ ] [ ] [ ) [ ]

(15)
.(Tl) [

2.11 Strukturfaktor

Fiir die Intensitéit der Reflexe gilt I(G) o |oni|?. Die Fourierkoeffizienten lauten:

Ohkl = 7/Q<F) exp [—iGpi 7] dF

=

o) = (R+7a+7%)

R ist der Gittervektor (Ort der Elementarzelle), 7, das Basisatom « und #, beschreibt das Innere des Atoms.

1
okt = 77 S exp (~iG7) fu(7)

Die Exponentialfunktion enthélt die Inter-
ferenz der Basisatome; f, () nennt man
Atom(form)faktor. Die Lage der Basisatome
in Basisvektoren ausgedriickt lautet:

Fa = ua(_il + ’Uaé_ig + wafz'g
Bei exp (—iGFa> ist Ga; = g1d; = 2w, weil

g2, g3 senkrecht auf @y stehen usw. Dies fiihrt
zur Strukturamplitude, Strukturfaktor:

Shit = Vi onk = Zfa(é) exp [—271 (hng + kvg + lwg)]

Beispiele dafiir sind:
% Kubisch primitiv (Einatomige Basis), Atom f(G) bei (0,0,0)
St = f(G)
CsCl-Struktur: Cs-Ton bei (0,0,0), Cl-Ton bei (%7 %7 %) oder umgekehrt
Shkt = fos + farexp [_iﬂ (h+k+ l)]

cos(z)—isin(x)
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KAPITEL 2. STRUKTUR VON FESTKORPERN

x sind ganzzahlige Vielfache von 7, womit gilt cos(z) = 1 bzw. sin(z) = 0.

fos+ far falls  h+k+1 gerade

Shil =

fos — far  falls  h+ k+ 1 ungerade

Beispielsweise bei Csl ergibt sich ein besonders starker Unterschied wegen fc. ~ fi.

% Kubisch raumzentriert (nicht primitiv)

Es liegt eine einatomige Basis vor mit f bei (0,0,0) und (%, %, %)

Shki

2f falls h+k+1 gerade

0 falls A+ k + [ ungerade

Dies gilt beispielsweise fiir FeCo (geordnet, ungeordnet)

s Kubisch flichenzentriert (fcc)
Hier haben wir eine einatomige Basis mit f bei (0,0, 0); (%, %, 0); (l 0, %) und (O7 %, %)

Shki

27

4f falls  h, k, | gerade

0 falls  h, k, | gemischt

Die Ursache fiir Ausloschungen liegt darin, dafl wird eine nicht-primitive Elementarzelle gewéhlt haben.
Nimmt man eine groflere Zelle, so hat man ein engeres reziprokes Gitter. Das Streuexperiment 148t diese
Hkiinsltichen“ G aus; Nur das reziproke Gitter der primitiven Elementarzelle wird erzeugt.

2.11.1 Atomformfaktor

Fu(R) = / orc () exp [iK7] @', G s B

Va

Es entsteht eine ,,Einhiillende® mit Reflexen bei K = G. Wir betrachten dazu zwei wichtige Bereiche:

1)

Neutronenstreuung:

Der Kernradius ist in diesem Falle sehr viel kleiner als die Wellenlénge (5 GroBenordnungen). Durch
Aufaddieren der Punktwellen (Elementarwellen) ergibt sich:

fa(K) =-b

Das Minuszeichen ist hierbei Konvention. Man nennt b die ,,Streuléinge* mit G = O(1); b hiingt vom
Kern (Isotop) ab.

Rontgenstreuung;:

Hier ist der Atomradius etwa so grofl wie die Wellenldnge. Wir machen eine N#iherung fiir kugel-
symmetrische Elektronendichte (gut fiir Ionenkristalle, Metalle). Mit Kugelkoordinaten kann man
den Strukturfaktor schreiben als:

Ra T 27 Ro
- in(Kr'
fo(K) = /dr’/dﬁ/dap 00 ()% sin ¥ exp [—1K1’ cos 0] :47r/r’29a(7"')8m[((7/r) dr’
r
0 0o 0 0

Fiir das Wasserstoffatom kann man den Ausdruck analytisch auswerten (1s):

I
(1+ (%)

ag ist hierbei der Bohrsche Radius.

fu(K) =
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2.12. EXPERIMENTELLE METHODEN

\/

experimentell

KA

fAl,rech > fAl, exp

Der Grund dafiir ist, dafl sich nicht die gesamte Elektronendichte in den Atomen befindet. Der
Grenzfall ergibt sich fiir K’ — 0:

sin(Kr')
Kr'

Daraus folgt dann:

1) f(Kr' —0)~ [ 4nro(r)dr' = Z

O\ga

Dies entspricht einer Streuung in Vorwiértsrichtung, K — 0.
2.) Streuintensitit oc Z?

2.12 Experimentelle Methoden

Wir betrachten insbesondere Neutronen- und Rontgenstreuung.

Analysator (insbesondere fiir inelastische Streuung bei |k| # |ko|)

Bragg-Bedingung
hl (kontinuierliches Spektrum)

@etektor

#* Normale Quellen: charakteristische Strahlung und Bremsstrahlung

Fiir Rontgenstrahlung gilt:

% Synchrotron: hohe Intensitét, polarisiert

Wegen I o Z? ist die Rontgenstrahlung nicht gut fiir leichte Atome. Die Ionen ,#hnlicher Atome* sind
schwer unterscheidbar. Die Neutronenstreuung hat auf diesen Gebieten deshalb eine gréfiere Bedeutung.
Neutronenstrahlung wird im allgemeinen im Kernreaktor erzeugt, indem man die Neutronen solange
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KAPITEL 2. STRUKTUR VON FESTKORPERN

abbremst bis diese ,,thermisch“sind. Leichte Atome sind nun gut unterscheidbar bzw. nachweisbar. Wegen
des magnetischen Moments sind diese auch fiir den Nachweis der magnetischen Ordnung geeignet.

Fiir belicbiges, festes ko gibt es im allgemeinen keine Reflexe. Darum miissen entweder |ko| oder die
Richtung variiert werden, um K = G zu erfiillen.

% Laueverfahren:

Man verwendet ein kontinuierliches Spektrum und eine einkristalline Probe. Im Falle, dafl EO parallel
ist zur Kristallachse, zeigt das Beugungsmuster die Symmetrie des Kristalls auf. Man erkennt also
die genaue Orientierung der Probe; das Verfahren eignet sich nicht zur Strukturbestimmung.

* Drehkristallverfahren:

Hier verwendet man monochromatische Strahlung. Das Verfahren ist geeignet fiir grofie Elementar-
zellen; es ergeben sich bis zu 10* Reflexe.

3# Pulvermethode, Debye-Scherrer-Verfahren:

Es wird monochromatische Strahlung und als Probe ein Pulver bzw. sehr feinkdrnige Polykristalle
benutzt, so dafl alle méglichen Orientierungen vorkommen.

Debye-Scherrer-Ringe

Das Vorgehen ist giinstig fiir genaues Ausmessen von Gitterkonstanten (~ 107°).
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Kapitel 3

Bindungsarten

3.1 TUberblick

Wir wollen in diesem Kapitel herausfinden, was die Ursache fiir die Struktur und fiir physikalische
Eigenschaften (insbesondere metallisch bzw isolierend) ist. Die Idee ist nun, Elektronenwellenfunktionen
der Atome zu betrachten (Ne - Na (3s-Elektron)). Wir wollen die Bindungsarten zuerst in Gruppen
einteilen:

* Metallisch: Elektronensee

# Kovalent: Elektronen zwischen Atomen lokalisiert, gerichtete Uberlappung atomarer Wellenfunktio-
nen

#* Van-der-Waals-Bindung: Materialien mit geschlossener Elektronenschale
% Jonenbindung: Elektronentransfer, Rolle der Coulombwechselwirkung
% Wasserstoftbriicken

Warum kollabiert der Festkorper nicht infolge der Coulombabstoung der Kerne?_ Diese ist zu schwach!
Die Ursache dafiir ist das Pauli-Prinzip. Bei Annédherung der Atome findet eine Uberlappung der Elek-
tronenwellenfunktionen statt.

% Freie Zusténde mit ungefihr gleicher Energie
Hier liegt dann ein kovalenter Bindungsanteil vor.
% Kein freier Zustand

Hier ist ein Ubertritt nur in hohere Zustéinde méglich. Dies fithrt zur AbstoBung der Atome, welche
wir als harte Kugeln betrachten.

Das abstoflende Potential kann durch folgende Naherung beschrieben werden:

o(r) = T)

A

14

'
r

Wichtig ist die hohe Potenz in r. Oft verwendet man auch folgende Néherung;:

r
p X exp (—>
To
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KAPITEL 3. BINDUNGSARTEN

Dieses bezeichnet man dann als Born-Mayer-Potential.

Die Bindungsenergie oder Gitterenergie allgemein ist abhéngig vom Bindungstyp und der Zahl der
nichsten Nachbarn. Es handelt sich um die Differenz zwischen der Energie der freien Atome (Ionen)
im Grundzustand (also ohne kinetische Energie) und der Atome (Ionen) im Festkérper unter Berticksich-
tigung der Nullpunktsenergie (Teilchen im Potentialtopf). Typische Zahlenwerte fiir Bindungsenergien
sind:
Element | K  Be B C N (0] F Ne
eV 1,6 3,3 5,8 7,4 49 26 0,8 0,02

Atom

Metallisch Kovalente Molekiile Van-der-Waals

3.2 Van-der-Waals-Bindung

Diese tritt bei abgeschlossenen Elektronenschalen auf. Wichtig ist sie beispielsweise bei Edelgasen, Mo-
lekiilen (wie Hy) und Polymeren (Kohlenwasserstoff). Dieser Bindungstyp tritt immer auf; er liefert
einen kleinen Zusatzbeitrag bei anderen Bindungstypen. Die Van-der-Waals-Wechselwirkung ist eine
Dipol-Dipol-Wechselwirkung.

Edelgasatome besitzen kugelférmige Wellenfunktionen. Nichts desto trotz liegen fluktuierende Dipole
p1 vor, obwohl (p;) = 0 ist. Aufgrund dieses fluktuierenden Dipols entsteht in dessen Umgebung ein
elektrisches Feld. Dieses besitzt folgende Eigenschaft:

P1
EFx =
3

Dieses elektrische Feld erzeugt dann in den Nachbaratomen wieder ein elektrisches Feld, fiir das po = o F
(o< By) gilt, wobei a die Polarisierbarkeit ist. Damit gilt:

2
o T2 o B £ 0 trotz (pr) = 0

Man benutzt dann folgende Beziehung:

olr)=—5

Die Anziehung fillt infolgedessen sehr rasch fiir grofle r ab. Daraus folgt der niedrige Schmelzpunkt. Das
Lennard-Jones-Potential ergibt sich nun durch Zusammensetzung von anziehendem und abstoflendem
Potential:

o)== Z e [(9)" ()]

Die Potentialformel wird oft so genutzt, wie letztlich angeschrieben.

A

¥

Das Minimum befindet sich bei g = 1,120. Wir notieren uns einige Lennard-Jones-Parameter:
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3.2. VAN-DER-WAALS-BINDUNG

Element  Ne Ar Kr Xe

o[A] 2,74 3,4 3,65 3,98

E [meV] 3,1 10,4 14,1 20
Man kann die Gitterenergie abschéitzen, ohne die Nullpunktsenergie zu beriicksichtigen. Das Verfahren

ist jedoch sicher ungenau fiir fliissiges He fiir T — 0 (fest bei Druck > 2,5 MPa). Die Bindungsenergie fiir
ein Atom m ergibt sich nun durch Summation der Energien beziiglich aller anderen Atome n im Abstand

Tmn-

n#m

1 p 12 p 6
o= Ee e 2| (5) (0

Der Faktor % kommt daher, weil man alle Energien zweifach summiert. Bei Edelgasen liegt ein kubisch

flachenzentriertes Gitter vor:

12 | Abstand R
6 Abstand RvV2

Tmn = Pmn - B mit Dpp = 1, \/5,2,...

Damit folgt die Bindungsenergie:

o2 [ 12 6 g% (12 6
UB:2N€ f{12<112+\/§12+ —E F—'_ﬁ_’_

12,13 12,45

Der Gleichgewichtsabstand Ry erhélt man durch Berechnung des Minimums der Wechselwirkungsenergie

Ug:
dUp
dR

Es ergibt sich dann Ry = 1,090 und Ug(Rp) = —8,60Ne.
Element | Ne Ar Kr Xe

o 1,15 1,11 1,09 1,09

a

=0

Abweichungen sind erkldrbar durch Nullpunktsschwingungen. Up(Rp) stimmt gut und sehr gut unter
Beriicksichtigung der Nullpunktsschwingungen. Siehe hierzu auch Isotopeneffekt:

Ro(*°Ne) = 4,4644 A, Ry(**Ne) = 4,4559 A

Eine heteropolare Bindung kann entstehen durch Elektronentransfer wie beispielsweise bei Nat und
Cl~. Infolge der Coulombkrifte entsteht eine ungerichtete Bindung. Fiir ein Ionenpaar bestehend aus
kugelférmigen Ionen wollen wir eine erste Abschéitzung vornehmen:

62

= = —5,1eV mit Ry(NaCl) = 2,8 A
47T€0R0 1+ ® m 0( & ) ’

2

27



KAPITEL 3. BINDUNGSARTEN

Bei mehreren Nachbarn ist die Energie eher grofler. Diese Energie kann man experimentell nur indirekt
messen, weil freie Ionen nicht existieren. Hierzu verwendet man einen erdachten Kreisprozef, ndmlich
den sogenannten Born-Haber-Kreisprozef3:

Up
NaCl———> Nat und ClI™ Gas, hypothetisch
+e” —e” spektroskopische Daten
Y Y
Na Cl

Kondensations-, Bindungsenergie

Y \J
Na-Kristall Cl, Reaktionswirme

L.

NaCl
Als Bilanz ergibt sich Ug = —8,16 eV /Paar. Wir wollen die Bindungsenergie berechnen:

Das Potential fiir ein Ion m ergibt sich durch:

A e?
= _— :I: _—
% % Qom Z r12 47T€0rmn
n#Em
Der erste Term berticksichtigt die Abstoung und der
zweite die Coulomb-Wechselwirkung. Beriicksichtigen
wir nur die Anzahl z der n#chsten Nachbarn, so gilt
e folgende Naherung:
-~ zA Z iez
™ot RI2 bt A7 Prm R
|
R

AS)

——

Der zweite Term konvergiert schlecht, wegen der %—Abhéingigkeit. Dieses Problem 16st man durch Einfithrung
der Madelungkonstante, in die man alles, was bei der Summation gefihrlich ist, steckt:

+1
Pmn

a =

n#m

Diese Konstante enthélt die Struktur des Festkorpers. Betrachten wir beispielsweise eine lineare Kette:

ODOOOOOOO -

=21 1+1 1j: =2In2~1,39
o= st 7%= n2~1,

In drei Dimensionen liegt nur , bedingte* Konvergenz vor. Ein besonderes Verfahren ist die Konstruktion
einer Evjen-Zelle. Betrachten wir hierzu ein zweidimensionales Beispiel:

(> @)

—)
e |1
BG—

@ S
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3.3. KOVALENTE BINDUNG (HOMOOPOLARE BINDUNG,
ELEKTRONENPAAR-BINDUNG)

Man konstruiert also ladungsneutrale Zellen. Durch schrittweise Vergroflerung der Ladungsbruchteile
ergibt sich eine schnelle Konvergenz. Als Beispiel in drei Dimensionen betrachten wir CsCl (8- % Ladung).
Die Madelungkonstante ist strukturabhéngig.

NaCl-Struktur o =1,748
CsCl-Struktur o« =1,763
ZnS-Struktur o = 1,638

Fiir N Ionenpaare ergibt sich:

zA ae?
Up = Ngy = N |0 —
b= em [RlQ 47750R]

Die Gleichgewichtslage erh#lt man wieder durch Nullsetzen der ersten Ableitung:

Ws| _,
dR |,

B a-e2 Rll
AT e, 12

Damit resultiert:

Nae? 1
Up=———|[1— —
BT TineoR ( 12)
Den ersten Term bezeichnet man als Madelungsenergie. Der zweite Term ist ein Korrekturterm (Absto-
Bung ~ 10% bei Ry). Fiir NaCl mit Ry = 2,82 A folgt:
Ug

—— ,25¢eV (Vergleiche mit oben)
N g

Aus der Kompressibilitit ergibt sich, dafy die Abstolung bei R = Ry weniger steil ist als T% Besser ist
hier das Born-Mayer-Potential:

r
Pabs X €XP (_>
To

3.3 Kovalente Bindung (homéopolare Bindung, Elektronenpaar-Bindung)

Atome bilden gemeinsame Orbitale, welche mit Elektronenpaaren besetzt sind. Diese miissen dann jedoch
umgekehrten Spin (1]) haben. Diese Art der Bindung wird quantenmechanisch behandelt. Das einfachste
Beispiel fiir eine Elektronenpaar-Bindung ist das Ho-Molekiil. Da dieses jedoch aus 4 Teilchen besteht, kann
das Problem nicht mehr analytisch gelost werden. Betrachtet man das Hj-Molekiilion, so stellt man fest,
dal dieses immer noch aus drei Teilchen besteht und infolgedessen auch nicht analytisch lésbar ist, womit
wir Ndherungen machen miissen. Wichtig ist hier die sogenannte Born-Oppenheimer-Néherung (adiabatische
Naherung), nach der mgern > me, womit vger & 0 ist. AuBerdem findet kein Energieaustausch zwischen
Elektronen und Kern statt. Als erstes wollen wir uns den Hamilton-Operator notieren, welches das System
bescﬁlreiben soll:

a Tab b

Die kinetische Energie wird beschrieben durch:

2

p
Ein: o
b 2m

0
x:_hi
p or
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KAPITEL 3. BINDUNGSARTEN

Auflerdem gilt fiir den Laplace-Operator:

0? 0? 0?
“ 92 T op a2

* Elektron @:

A

K2 e? e? e?

H =

_% e 47T50Ta1 B 47T50’l°b1 47T€07“ab
* Elektron @:

B2 e? e? e?

H=——Ny— -
2m 47T€07"a2 47’(607"1;2 471'507‘12

Wir betrachten hierbei das zeitunabhéingige Problem. Dazu setzen wir dies in die stationéire Schrodingerglei-
chung ein, woraus wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen erhalten. Dies geh jedoch nicht analytisch! Zuerst
betrachten wir deshalb HJ ohne die 2.Zeile des Hamilton-Operators, was jedoch auch nicht analytisch 15sbar
ist. Wir machen deshalb folgenden Ansatz als Ndherungslosung:

U =a¥, + bV,

Diese Methode nennt man LCAO-Methode (Linear Combination of Atomic Orbitals). ¥, und ¥, sind aus der
Betrachtung des Wasserstoffatoms selbst bekannt. Diese sind aufferdem normierbar:

/\Ifgq/adv =1

Falls r4 sehr grof} ist, befindet sich das Elektron entweder bei a oder bei b. Damit folgt fiir den Grundzustand:

4megh?
Uo oder Wy, = Wo(r) = \/%exp (_r) mit ag = 0
a

0 me2

Bei Anniherung gibt es einen schwachen Uberlapp. Zu bestimmen sind nun die Konstanten a und b. Dazu
setzen wir den obigen Ansatz in die Schrodingergleichung ein und erhalten:

HV =EY

Hierbei gilt dann fiir die Eigenwerte E:

/\II*H\I/ dv

/\IJ*\I/ dv

Mit H und W ergibt sich dann:

FE =

o a’>Hyq + b2 Hyy + 2abH o
B a? + b2 + 2abS

mit H,, = /‘I/Z\I’a dV und Hy, = /\IJZH\I/b dv

Bei groflem 7., folgt aus H,, und H, die Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms Ey = —13,6eV. In
Gegenwart des zweiten Kerns dndert sich die potentielle Energie des ersten Elektrons und auflerdem muf die
Kern-Kern-Abstofiung beriicksichtigt werden:

S = / Uro, dV

Man bezeichnet dieses S als Uberlappintegral.

oder

In diesem Falle gilt S # 0.
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3.3. KOVALENTE BINDUNG (HOMOOPOLARE BINDUNG,
ELEKTRONENPAAR-BINDUNG)

Hier ist S = 0. Auflerdem haben wir eine weitere Grofie:
Hy = /\I/[*LH\I!de

Dieses Integral bezeichnet die Wechselwirkungsenergie (Austausch-Energie). Die Energie befindet sich wegen
des Elektrons teilweise in ¥, und in ¥, (Energieaustausch zwischen den Kernen und nicht zwischen Kern
und Elektron!). Der néchste Schritt, ist @ und b zu bestimmen. Man verwendet in diesem Zusammenhang
ein bestimmtes quantenmechanisches N&dherungsverfahren, ndmlich das Ritz’sche Variationsprinzip. Grundlage
dafiir ist, daB fiir die exakte Losung Eopq1: < E der Niherungslosung. Um der exakten Losung moglichst nahe
zu kommen, minimieren wir E beziiglich gewédhlter Parameter, also in unseren Falle ¢ und b. Es muf} also
gelten:

oF oF
%—Ound%—o

Daraus ergibt sich dann folgendes Gleichungssystem:
a(Haa - E) + b(Hab - ES) =0

CL(Hab —ES) +b(be - E) =0

Dieses besitzt genau dann nichttriviale Losungen, wenn die Determinate der Koeffizientenmatrix gleich Null
ist:

(Haa — E)(Hyy, — E) — (Ha, — ES)? =

Fiir gleiche Kerne ist H,, = Hyp. Also gilt:

_Haa:l:Hab
1S

Hier gilt aulerdem S < 1, weil sonst der Ansatz natiirlich auch nicht gut wére:

EmHuathzb

Eu = Haa +Hab

N

// \\
Haa <: 2Hab :> be
\\\ \ ///
Eg =Hyo —Hy
Durch Einsetzen von E, erhélt man a = b und aus E,, folgt a = —b. Durch Normierung erhélt man:

1
= b = —
=16l = 5

Und damit folgt schlulendlich:

* Symmetrisches Wellenfunktion, gerade

1
Uy = (U, + 1)

V2

% Antisymmetrische Wellenfunktion, ungerade

v, = %(wa )

Der Unterschied liegt in der Phase der beiden Wellenfunktionen.
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KAPITEL 3. BINDUNGSARTEN

\‘I_’/ bindend

v, abstoBend

In der Mitte erhalten wir:
1
|\IJ9|2 = i‘wa + \Ilb|2 = 2|"Ija|2

Der Faktor 2 ist verantwortlich fiir den Energiegewinn. Es addieren sich also die Wellenfunktionen anstelle der
Dichten!

1 1
STl + S W = 1],

In der Mitte gilt des weiteren |¥,|> = 0.
2e 11

lockernd

10 745[1071% m]

bindend

Fiir zwei Elektronen mufl man sowohl die zweite Zeile des Hamiltonoperators als auch das Pauliprinzip beriick-
sichtigen. Der Spin kommt aber im Hamiltonoperator nicht direkt vor. Die Gesamtwellenfunktion (aller Koor-
dinaten, Ort und Spin) mufl antisymmetrisch gegen Vertauschung sein.

U= \IjOrt : \IJSpin

Vo, setzt sich zusammen aus ¥, und V¥,. ¥g,;, besteht aus dem Fall, dafl beide Spins verschieden sind
(u: | 1) und daB beide Spins gleich sind (g: 77). Nach dem Pauliprinzip ist nur ¥4, u oder ¥,, g kombi-
nierbar. ¥,y und ¥ gy, miissen an den Hamilton-Operator angepafit werden. Wir machen einen Ansatz als
Produktwellenfunktion:

W(ri,m2) oc [Wa(r1)Wp(r1)] [Wa(ra) + Wp(r2)]

HE, e HI, ey

Aber der Term U, (r1)¥P,(r2) heiBt, dafl beide Elektronen am gleichen Kern sind unabhéngig vom Abstand.
Dies ist jedoch unwahrscheinlich wegen der Coulombabstoung. Ein besserer Ansatz ist deswegen der nach
Hatler und London:

\I’g(Tl,T2> = \Ila(rl)\IJb(rg) + \I/b(Tl)\I’a(Tz)

U, (r1,1m2) = Yo (r1)Wp(re) — Yp(r1)We(re)
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3.3. KOVALENTE BINDUNG (HOMOOPOLARE BINDUNG,
ELEKTRONENPAAR-BINDUNG)

% Singulett:

v = \Ilg ' \I/Spin,u

% Triplett, 3 Spineinstellungen im dufleren Feld

U=y,- \I]Spin,g

Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Schrodingergleichung ergeben sich viele Terme. Diese sind aber dhnlich
denen des Hj. Daraus folgen die Energicerwartungswerte E = C + A. C ist wie bei H,, und A ist die
Austauschenergie, welche beispielsweise folgende Integrale enthilt:

WL (1)Wa(2)Wy(1)W5(2)

Das Elektron 1 kann von der Wellenfunktion ¥*(1) nach ¥;(1) wechseln und das Elektron 2 von ¥,(2) nach
Ur(2) (gleichzeitiger Austausch). Man erhélt die Energie E als Funktion des Abstandes 7g:

z

in (111)-Richtung
¥y

Bei zwei Elektronen mit T erhalten wir im bindenden Orbital eine hohere Bindungsenergie und einen kleineren
Abstand.
Wir fassen die Hauptmerkmale der kovalenten Bindung zusammen:

* Gemeinsame Wellenfunktion fiir e -Paare

Fiir diese Wellenfunktionen ist die Phasenlage wichtig unter Beachtung des Pauliprinzips.
* Bei Beteiligung von p-Orbitalen, d-Orbitalen, ... erhalten wir gerichtete Bindungen.

Wichtigstes Beispiel ist die kovalente tetraedrische Bindung bei C, Si, Ge. Betrachten wir beispielsweise das
freie Atom von Kohlenstoff néher. Dieses besitzt die Zustinde 1s?, 2s%, 2p* (2py, 2p7). In der Natur sind die
vier gleichwertigen Valenzelektronen pro Atom in tetraedrisch angeordneten sp3-Hybridorbitalen gebunden.
Die Wellenfunktion kann somit als Linearkombination geschrieben werden:

\I/:l(\llsilllpz:tkll

2 + \I/Pz)

Py
H+
4

kovalent /ionisch

Diese sehen &hnlich mit anderem Vorzeichen bei p,, . aus. Es gibt also vier sp>-Hybridorbitale, die einen
Winkel von etwa 109, 50 einnehmen.

Betrachten wir beispielsweise einen kubisch flichenzentrierten Kristall, so erkennen wir auch hier die Tetraeder-
Struktur:
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KAPITEL 3. BINDUNGSARTEN

Die Elektronen-Dichte (Valenzelektronen) liegt vor allem zwischen den Ionenriimpfen. Es liegt eine grofle
Bindungsenergie trotz niedriger Koordinationszahl vor.

eV
Up(Di t) =7,36 ——
p(Diamant) 36
eV
ilizi =4,64
Up(Silizium) ,6 Atom

3.4 Metallische Bindung

Wir gehen davon aus, daB es einen sehr grofen Uberlapp der atomaren Wellenfunktionen gibt, so daf die
Elektronen sich fast frei zwischen den Ionenriimpfen bewegen kénnen. Man spricht in diesem Zusammenhang
auch von einem Elektronengas. Die Wellenfunktionen reichen iiber viele Atome. Beriicksichtigt man auflerdem
das Pauli-Prinzip, so wird die Theorie aufwéndig. Die Energieabsenkung von E,,,; ist &hnlich wie bei kovalenter
Bindung wegen der Coulombenergie benachbarter Kerne. Die Uberlagerung der atomaren Wellenfunktionen
fithrt aulerdem zur Reduzierung von Kriimmungen, womit Ey;,, o< —AW reduziert ist.

Metallische Bindungen sind wenig gerichtet. Es sind vor allem s- und p-Orbitale beteiligt. Bei Alkalimetallen
handelt es sich sogar nur um s-Orbitale, was dazu fiihrt, dal der Abstand R zum néchsten Nachbarn deutlich
grofer ist als der Tonendurchmesser. Bei den Ubergangsmetallen kommen auflerdem kovalente Beitrige der
d-Elektronen hinzu. Schauen wir uns einige Zahlenwerte an:

Element Li Na K Cu Ag 2,74
Tonendurchmesser [A] 1,2 1,9 2,66 1,92 25 288
R [A] 3,02 3,66 4,52 256 29
Us [525] 1,63 1,11 1,93 3,49 295 381
+— bcec — — fcc —
eV

UB,metallisch ~1 Atom

3.5 Wasserstoffbriicken-Bindung

Diese besitzt aufgrund der Beteiligung des Wasserstoffs eine Sonderstellung. Es handelt sich um einen Zwitter
zwischen ionischer und kovalenter Bindung. Die Ionisationsenergie des Wasserstoff ist grof3; sie betragt 13,6eV.
Es gibt sein Elektron infolgedessen nur ungern ab im Vergleich zu F, O, etc. Hat es das Elektron jedoch
zIx_})gegeben7 so ist das entstandene ,, Ton“ sehr klein.

A

0 H 0
~2,7TA \
H

Die Wasserstoffbriicken-Bindung ist meistens unsymmetrisch.

Ug ~0,1eV
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Kapitel 4

Defekte in Festkorpern

Ein Festkorper besteht aus etwa 1023 Atomen und ist nie perfekt (Entropie!). Man kann Defekte einteilen:
* Punktdefekte:

Diese bestimmen optische wie auch elektrische Eigenschaften bei Halbleitern.

% Liniendefekte/Flichendefekte:

Durch sie werden vor allem mechanische Eigenschaften beeinflufit.

* Oberfléche:

Auch innere Eigenschaften werden durch diese bestimmt (nano-kristalline Festkorper).

4.1 Punktdefekte

Punktdefekte besitzen atomare Grofle. Es kann sich beispielsweise um eine Leerstelle handeln. Fehlt das be-
treffende Atom irgendwo im Festkorper und befindet sich beispielsweise an der Oberfliche, so spricht man vom
Schottky-Effekt. Dieser tritt immer auf; er ist entropiegetrieben.

cececses
XX XXX X
OEXXXXINX

Die Konzentration dieser Defekte im Gleichgewicht ergibt sich aus dem Minimum der freien Energie:
F=U-TS

T und V sei hier fest. Innere Energie U und Entropie S nehmen mit der Zahl Ny, zu. Eigentlich miiffite man
jedoch die freie Enthalpie betrachten (p, T fest):

G=F+pV

Diese variiert aber nur schwach, solange V = const. gilt. Wegen N, <« N gibt es keine Wechselwirkung
zwischen einzelnen Defekten.
Bei der Bildung eines solchen Effekts bekommen wir also einen Beitrag zur inneren Energie:

0Up = NpEL

Daraus resultiert dann auch ein Beitrag zur spezifischen Wérme. Ej, sei die Energie zur Erzeugung einer
Leerstelle; diese ist jedoch # Upg. Es gilt Ep, < Upg wegen der Gitterrelaxation. Es gibt zwei Entropiebeitrige:

3¢ Thermische Entropie:

Diese entsteht durch Verdnderung der thermischen Schwingungen des Gitters. Daraus folgt ein weiterer
Beitrag:

0Sy, = N - St
S, ist der Entropiezuwachs pro Leerstelle.
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KAPITEL 4. DEFEKTE IN FESTKORPERN

% Konfigurationsentropie:

Dieser Beitrag entspricht der Anzahl der Moglichkeiten Ny Leerstellen auf N 4+ N Gitterplitze zu
verteilen.

|
5Skongia = ki In {(N*NL)}

NINp!

Daraus ergibt sich:

N+ N )!
§F;, = N, - E; —T6S;, = NLE; — N, TSy, — kgTln [HL)]

NI!Np)!
Wir miissen nun § F;, minimieren:

OFy _
ON,

Mit der Stirling-Formel In(z!) = zlnz — z fir > 1 erhalten wir:

N+N
ELTSLkBTln{ + L]o

N

Damit folgt mit N < N:

Np, = Nexp (?) exp (_kELT)
B B

Und schlieBSlich erhalten wir die Leerstellen-Dichte durch Division durch V:

n nexp(SL)exp< Ev )
L = — —_——
kp kT

Typisch ist % ~ 5 und Ep ~ 1eV. Dann ergibt sich:

1073 bei 1000K
nr

—_—~

n 10715  bei 300K

Experimentell bestimmt man dies aus der makroskopischen Léngendnderung abziiglich der thermischen Ex-
pansion. Durch Auftragen von log ("L) iiber % erhélt man aus der Steigung E;, < Up (siche Ubungen). Bei

n

Tonenkristallen gibt es Leerstellenpaare wegen der Ladungsneutralitét.

+ Srp Erp
np=ny ocexp | 5o e (50
Ssp = ST 155
Ep=Ef +E;

Dies gilt pro Leerstellenpaar. Tatséchlich ist die Zahl viel grofler aufgrund der Diffusion.

4.2 Diffusion (von Leerstellen) oder anderen Punktdefekten

Betrachten wir das einfachste Modell:

¢ 00000 Potential
R EEE

ooo{:o —

EEEEE

o000 0 0 ED{

R EEE —
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4.2. DIFFUSION (VON LEERSTELLEN) ODER ANDEREN PUNKTDEFEKTEN

Fiir diesen Vorgang wird eine bestimmte Energie, die sogenannte Aktivierungsenergie benttigt. Diese steht
jedoch bei Zimmertemperatur selten zur Verfiigung. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Ubergang enthlt infol-
gedessen den BOLTZMANN-Faktor. Man kann in einem solchen Fall die Sprungrate oder auch Sprungfrequenz
schreiben als:

Ep
VvV =1 exp 7]{3371_‘

Yo nennt man dabei Versuchsfrequenz/Schwingungsfrequenz. Diese liegt im Gréflenbereich von 103 i Solch
einen Vorgang nennt man einen thermisch aktivierten Prozef.
Des weiteren benotigen wir das Ficksche Gesetz fiir die Diffusion. Der Diffusionsstrom J ergibt sich aus:

J = —Dgrad(np)

Wobei ny, hier die Leerstellendichte ist. D bezeichnet man als Diffusionskonstante. Diese hingt unter anderem
ab von der Sprungrate/Sprungfrequenz:

E E
Pty =atmen (<) = oo (-7 )

a wird als Sprungweite bezeichnet; sie hingt von der Zahl der néchsten Nachbarn ab. a liegt in der Grofien-

ordnung von 1. Typisch ist auBerdem Ep ~ 1eV und D ~ 10712 % bei 300 K. Die mittlere Diffusionsstrecke
ist:

S~ VDt~10®mmin 1s

Der Ladungstransport in Ionenkristallen ergibt die elektrische Leitfahigkeit:
Oel = NgqQV

1 ist die sogenannte Beweglichkeit. Es gilt auflerdem die Einstein-Beziehung:

Hiermit ergibt sich dann:

nDoyg o e+ Ep SLp
Oel = xp |— [ =—=—+— —
4 Tepr O kpT P\ 2kp
Bei hohen Temperaturen hat man damit gute Leier und bei tiefen Temperaturen Isolatoren. Interessantes
Beispiel ist Ca™ in NaCL

—f % e ED (Na)
g XN X I e—
G €Xp kT
ng bestimmt die Konzentration der Nat-Leerstellen. Ep
8 8 wird durch Nat definiert.

4.2.1 Farbzentren
* Bestimmte Defekte in Alkalihalogeniden

% Durch Bestrahlung (y-Strahlung oder Teilchen)
Dadurch entstehen verschiedene Punktdefekte (F, M, R, ...,-Zentren)
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KAPITEL 4. DEFEKTE IN FESTKORPERN

3 Beispielsweise durch NaCl in Na-Dampf

Na lagert sich an und dissoziiert in Na™ und e™. e~ geht auf
Cl™-Leerstelle und verteilt sich auf umliegende Na™-Ionen
(F-Zentrum).

Es entstehen damit charakteristische optische Absorptionsbanden.

4.2.2 Zwischengitteratom

Dieser Effekt tritt hédufig bei offenen Strukturen auf. Es
wird dabei ein grofler Energieanteil £z > Ep in die Git-
terverzerrung gesteckt. Der Vorgang tritt seltener an dicht-
gepackten Materialien auf aber dann oft als Frenkeldefekt
(=Leerstelle + Zwischengitteratom). In Metallen bildet sich
oft eine Hantelkonfiguration.

Diese sieht beispielsweise im kubisch flichenzentrierten Gitter (fcc) folgendermafien aus:

e

S

In Metallen entsteht dieser Defekt durch Bestrahlung (Strahlenschidigung). Die Aktivierungsenergie fiir die
Diffusion ist klein; sie betrdgt etwa 0,1eV.

4.2.3 Fremdatome, Verunreinigung

Man unterscheidet zwischen:
1.) Substitutionelle - Reguldre Plitze (beispielsweise Dotieratome im Halbleiter)

2.) Interstitielle - Zwischengitterplatz (beispielsweise Wasserstoff in Metallen)

Ist die Konzentration > 1 spricht man von Metallhybriden, Energiespeicher.
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4.3. AUSGEDEHNTE DEFEKTE

Diffusion von Fremdatomen iiber thermisch aktive Prozesse beispielsweise N in Fe. D variiert tiber 16 Gitter-
ordnungen. mit Fp = 0,85eV, Dy = 0,05 % Die Sprungrate v liegt bei 1000 K in der Gréflenordnung von
ns und bei 300 K bei Minuten.

4.3 Ausgedehnte Defekte

Durch sie werden mechanische Eigenschaften bestimmt.

A

Schubspannung Schubspannung

ag fr
Poly-Kristall Einkristall
Of+

»> »>
Dehnung Dehnung

Ist fiir die kritische Schubspannung eine Abschitzung moglich?
A dx (Verschiebung)

o =
® ® ® @
o d
[ ) e o | o
— | |
a | |
V\ ! \delt@(

\/

labiles Gleichgewicht

Die Netzebene wird um dz durch die Schubspannung o verschoben. Fiir kleine Auslenkungen gilt:

ox
:G .t = —
o emit e = —

G ist das sogenannte Schubmodul und ¢ die Deformation. Fiir grofe Auslenkungen gilt:

Fiir kleine Auslenkungen geht dies wieder in das Hookesche Gesetz iiber. Die kritische Schubspannung o,
ergibt sich beim Maximum der obigen Funktion. Dieses wird natiirlich genau dann angenommen, wenn der
Sinus gleich Eins ist. Damit resultiert:

_Ga_G_G

~ e N —

Oc

Beispielsweise gilt fiir Aluminium:

Einkristall Polykristall

Experimentell | 4 - 10° % 2,5-107 %

o ist experimentell viel kleiner als %! Tatséchlich sind Bewegungen von Versetzungen fiir plastische Deforma-
tion verantwortlich. Man unterscheidet zwischen:

1.) Stufen-Versetzungen

—

b

2.) Schrauben-Versetzungen
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KAPITEL 4. DEFEKTE IN FESTKORPERN

2

I .

Die Versetzungen werden durch den sogenannte ,,Burgersvektor beschrieben.

% Stufenversetzung: Burgersvektor und Versetzungslinie |

% Schraubenversetzung: Burgersvektor und Versetzungslinie ||

Bei Scherverformung (o.) findet ein Wandern von Versetzungen. Materielhiirte: Blockierung der Versetzungen
%# an Defekten (C in Fe)
%# an Versetzungen (Kalthérten)
* an Oberflichen, Korngrenzen
Die Versetzungsdichte ist:
% Typische: 108 cm?
%* Geschmiedet: 10'2 cm?

s Einkristall: < 10 cm?

4.3.1 Korngrenzen

3 Polykristallines Material
% Grenzen zwischen verschiedenen Orientierungen
3% Ausheilen durch Tempern (Heizen mehrere Tage lang)

* Oft Rekonstruktion, das heifit Optimierung der atomaren Anordnung

4.4 Defekte in amorphen Materialien

Die Topologie der Anordnung stimmt meistens. Abweichen von dieser Anordnung bezeichnet man als Defekte.

% Hohlrdume (Leerstelle)
Diese haben Einfluf} auf die Z#&higkeit, Diffusion und optische Eigenschaften.

% Ungesittigte Bindungen (dangling bond)

Diese kommen selten in Chalkogenid-Glisern (mit S, Se, Te, ...) vor wegen der s>p*-Konfiguration. Es
handelt sich um zwei Bindungen mit p-Orbital, die leicht hybridisierbar, das heifft anpassungsfiahig sind.
Dies ist hiufig der Fall bei amorphen Si wegen den starren sp®-Hybriden. Amorphes Si wird zunichst
unbrauchbar fiir Anwendungen in der Elektrotechnik wegen der relativ hohen intrinsischen Leitfdhigkeit.
Es ist dadurch ndmlich nicht dotierbar (siehe spiiter). Abhilfe erhilt man, indem bei schon bei der
Herstellung viel Wasserstoff zum Abséttigen der ,,dangling bonds“ zufiihrt.

Amorphe Festkorper sind makroskopisch homogen auf einer Skala > Atomabstand. Es gibt somit keine
ausgedehnten Defekte, insbesondere keine Korngrenzen (# Keramik). Der erkennt man dadurch, daf
amorphe Festkorper transparent sind (und nicht milchig).
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Kapitel 5

Gitterdynamik

Wihrend sich die Atome des Gitters bewegen, folgen die Elektronen instantan. Diese bewegen sich schnell und
werden damit nicht angeregt (adiabatische, Born-Oppenheimer-Niherung).

% Harmonisches (spezifische Wérme)

¥ Anharmonizitit (Wérmeleitung)

5.1 Schallausbreitung

Fiir A > a kann man den Festkorper als elastisches Kontinuum auffassen. Den diskreten Aufbau der Materie
kann man zunéchst vernachlédssigen. Man unterscheidet nun:

1.) Longitudinale Wellen @ || ¢
2.) Transversale Wellen @ L ¢

u ist hierbei die Teilchenauslenkung und ¢ der Wellenvektor. Der einfachste Fall ist ein isotroper Festkorper.
Diese sind beispielsweise Gliser oder auch Polykristalle mit Korndurchmesser < A. Betrachten wir in diesem
Zusammenhang die Wellengleichung in z-Richtung, also fiir die longitudinale Ausbreitung;:

T 0%,
05 ~ O

o ist die Dichte des Materials und C7; das Elastizitdtsmodul. Der linke Term beschreibt die ,,Beschleunigung*

Ouy

und der rechte die ,Kraft“ (=Gradient der Verzerrung %= ). Fiir die transversale Wellengleichung folgt:

0%u, 0?u,  Ou? 0?u,
o

b == C
Wz O T Mg

Das Elastizitdtsmodul C7; ist rein longitudinal und Cjyy ist rein transversal. Bei Cy4 handelt es sich um das
Schermodul G, aber Ci; ist nicht gleich dem Elastizitdtsmodul E' (Young’s Modulus Y; enthélt Querkontrak-
tion).

Dieses Modell funktioniert jedoch nicht in anisotropen Kristallen. Man hat hier noch mehr elastische Konstan-
ten, ndmlich maximal 21 unabhéngige Konstanten bei einem triklinen Material. Bei einem kubischen Material
bleiben immerhin noch 3 iibrig. Die einfachste Losung ergibt sich fiir die Wellengleichung einer monochromati-
schen ebenen Welle. Wir machen folgenden Ansatz fiir die Auslenkung u;, wobei der Index i die Raumrichtung
bezeichnet:

u; = Ujexp [—1 (wt — qz)]
Durch Einsetzen erhalten wir die Dispersionsrelation w = vq mit:

% Longitudinaler Anteil:

O
v =4 —
0
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KAPITEL 5. GITTERDYNAMIK

¥ Transversaler Anteil:

 [Cyy
Vg = e
0

v ist frequenzabhéngig wegen dem elastischen Kontinuum.

longitudinal

transversal (nur z)

Fiir grofle ¢ dndert sich das.

Probe

HE- /T\ 00 x exp(—ax)

Pulse oo 6o
. DD o 0 o o
elektrischer

Schaltwandler

Laufzeit
Aus der Schallgeschwindigkeit erhélt man dann die elastischen Konstanten.

5.2 Potential und Bewegungsgleichung

Aufgrund der Kopplung der Atome entstehen korrelierte Bewegungen. Es besteht die Tendenz zu kleinen
Frequenzen. Wir machen eine harmonische Nidherung des Potentials:

)

Parabel
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5.2. POTENTIAL UND BEWEGUNGSGLEICHUNG

Die potentielle Energie des Gesamtkristalls hingt von der
momentanen Lage aller Atome ab. Wir machen fiir ® eine
Taylorentwicklung um die Gleichgewichtslage.

0P
®=0 e — F+ O + ...
o+ RZ I, |, URa, T3 Z Z 37’R 31"3/ YR UR, +O0(w’) +

®y ist die Bindungsenergie. Der erste Term ist gleich Null, da in der Gleichgewichtslage Kriftegleichgewicht
herrscht. Der zweite Ausdruck ist der harmonische Term. Zunichst machen wir weiter ohne «, o', das heifit wir

betrachten nun ein Atom pro Elementarzelle. Wir erkennen die Ahnlichkeit mit dem harmonischen Oszillator:
1., d2o
o = §Cx 5 F = CS C d Y

Hier verwenden wir verallgemeinerte Kraftkonstanten (Kriimmung des Potentials):

faL)

o Y A
mmltz-x,y,zundz =z, 2
7 T'i

CRi7Ri =

Damit fithren wir den Krafttensor Cpr g/ ein:
Fr = —Cgriip

Die Auslenkung des Atoms bei R’ bewirkt eine Kraft auf das Atom bei R. Zur Vereinfachung nutzen wir des
weiteren die Translatlonssymmetrle C darf also nicht von der absoluten Lage R, R’ abhingen, sondern nur
von h =R — R wir erhalten damit Cj;. Die Kopplung nimmt mit dem Abstand ab. Deshalb reicht es, fiir |h|

nur 1 bis 2 Gitterabstéinde mltzunehmen. Die Bewegungsgleichung (mi = F) fiir das Atom « in der Zelle R
lautet:

QUR, = — h,. " UR+h,a!
Myup = C s U

Bei N Elementarzellen mit 7 Atomen haben wir 3rN = 3N gekoppelte Differentialgleichungen. Die Entkopp-
lung erfolgt durch den Losungsansatz einer ebenen Welle:

i, (1) = Ua(@) exp [i (7 - wt)]
Es muf} nicht sein, daf} das néichste Atom exakt dieselbe Phase besitzt. U,, enthilt damit einen Phasenfaktor,

welcher von « abhéngt. In der Exponentialfunktion ist die Translationsinvarianz enthalten. Es handelt sich um
den Spezialfall einer Blochwelle (siche Elektronen im Festkorper, spéter).

wQMalja = Z Z Cha,a’ €XP (1qh)

a/
D, heifit ,Dynamische Matrix“. Es ist die Fouriertransformierte der Kraftkonstanten C und enthélt Infor-
mationen iiber elastische Eigenschaften. Wir haben wir ein lineares homogenes Gleichungssystem der Ordnung

,_ZDM (DU
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KAPITEL 5. GITTERDYNAMIK

3r. Beispielsweise folgt fiir eine einatomige Basis r = 1 und damit fiir jedes ¢ ein System von 3 Gleichungen
fiir 3 Polarisationen. Die nicht-triviale Losung erhilt man durch Nullsetzen der Determinante der Koeffizien-
tenmatrix:

det (Do (7) — w* My laar) =0

Fiir jedes ¢ erhalten wir 3r Losungen w(q), also die Dispersionsbeziehungen. Die Entkopplung des Differenti-
algleichungssystems hat dazu gefiihrt, daf§ wir Normalschwingungen berechnen miissen.

5.3 Gitterschwingungen

5.3.1 Anwendungen auf einfache Beispiele

Wir stellen uns vor, dafl eine ein- und zweiatomige Basis vorliegt. Betrachten wir einen eindimensionalen
Kristall in Form einer linearen Kette? Lohnen sich solche Betrachtungen jedoch iiberhaupt? Ja, ndmlich fiir
Hauptsymmetrierichtungen.

Ist @ || ¢, dann kompensieren sich transversale Krifte zu Null. Wir behandeln nur Krifte, welche || @ sind, also nu
,reine“Moden. Fiir beliebige Richtungen bezeichnen wir diese als ,,quasi-longitudinal“ und ,,quasi-transversal®.

Beispiel:

Betrachten wir also nun einen eindimensionalen Kristall mit einer zweiatomigen Basis. Wir setzen uns im
folgenden mit longitudinalen oder transversalen Moden zusammen. Der Determinante der dynamischen Matrix
muf} gleich Null sein:

Dyy — w?M, Dy

Doy Doy — w?My| — 0

Darin steckt die gesamte ,elastische” Information {iber die Summe der Nachbaratome.

Beispiel:

Nehmen wir eine einatomige Basis und betrachten also eine ,lineare Kette“. Dann fallt der Index a weg und
wir erhalten:

WM =D = Z C, exp(igsa)

Wobei der Gittervektor festgelegt ist durch |k| = s - a, mit der ganzen Zahl s und dem Atomabstand a. Wir
schreiben diesen Ausdruck explizit auf:

D = Cy + Cyexp(iga) + C_1 exp(—igqa) + Cy exp(ig2a) + C_o exp(—ig2a) + . ..
Wir lenken ein bestimmtes Bezugssystem aus: ug. Daraus ergibt sich dan die Riickstellkraft von allen Atomen.

Fy o< —ug = Cy :ZZE:C&
s=0
Lenken wir ein beliebiges Atom aus, so gilt Fys o us. Daraus ergibt sich dann:
WM = Cy — Z Csexp(igsa) = Z Cs (1 — exp(igsa))
s#0 s#0
Uo Us
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AuBlerdem betrachten wir die Translationsinvarianz, also Cs = C_g:

WM = Z Cs (2 — exp(igsa) — exp(—igsa)) = 2 Z Cs (1 — cos(gsa))
5>0 >0
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5.3. GITTERSCHWINGUNGEN

Nebenbemerkung:
Im Festkorper sind die Reichweiten der Kréfte meist klein.

A
2 —
1 —

—>
q-a
Wir werten dies fiir s = 1 aus, das heifit, nur fiir den nichsten Nachbarn.
2C 4C'

w? = Wl (1 —cos(qa)) = ﬁl sin? (%)

w =2 ﬂ ‘sin(ﬂ)‘
VM 2
Die Auswertung beim néchsten Nachbarn und iibernéchsten Nachbarn ergibt:
4C C
w? = ﬂl {sin2 (%) + Fi sin? (qa)]

Diese Rechnung ist giiltig sowohl fiir longitudinale (s = 1, 2) als auch transversale (s = 1 ok) Polarisation. Aus
den experimentellen Dispersionskurven lassen sich die Kraftkonstanten, also auch die interatomaren Potentiale,
bestimmen.

5.3.2 Rolle der Brillouinzone

Wir erinnern uns: Die Brillouin-Zone ist die Wigner-Seitz-Zelle des reziproken Gitters. Die Art und Weise, wie
man sich das veranschaulichen kann, ist die Phasenbeziehung von benachbarten Atomen:

usy1 U exp(—ist)exp(ig(s + 1)a)
us  Uexp(—ist)exp(igsn)

— exp(iqa)

Der Phasenunterschied nimmt Wert an von 0 bis maximal 27. Damit ist ga beschrinkbar auf den Bereich
—7 < qa < 7. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt dann:

™ w
a a
. Ly
Was passiert aber fiir |¢/| > 77
, 2mm .
q¢ =q+ ——, wobeim € Z
a

Addition des reziproken Gittervektors:

Us+1
Us

= exp(i¢’a) = exp(iga) - exp (&i - 2rm) = exp(iga) - 1

Eine elastische Welle 148t sich zwischen den Atomen damit nicht definieren.

5.3.3 Grenzfall: langwellig ¢ — 0

w? = 3ZC (1 — cos( sa))NﬁZszC
M s q =M s

s>0 5>0
Es gilt w o ¢ (Schallwellen):

. Cn . 2
w = vq mit v; = 4/ — mit Cy1 = E —C
0 a
s>0
M

Fiir eine kubisch primitiven Festkorper gilt ¢ = 75. Damit erhalten wir eine mikroskopische Erklérung fiir das
Elastizitdtsmodul. Dies alles geht aus fiir transversale Wellen; im allgemeinen ist C jedoch kleiner, womit (fast

immer) V; < V] folgt.
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5.3.4 Grenzfall: Grenze der Brillouin-Zone

Wir bilden den Grenzwert g +— 7 und erhalten:

Ustl _ oxp (£ig) — 1

Us
Benachbartes Atome sind damit gegenphasig; es liegt also eine stehende Welle vor. Diese entspricht der Bragg-
Reflexion einer elastischen Welle am Gitter mit § = 90°.

2asinf =\ = 2a = \

Ein- und riicklaufende Welle erzeugen damit eine stehende Welle. Dies kann auch mittels der Gruppengeschwin-
digkeit gezeigt werden:

Ow ™
Vgr = — — 0 filr ¢ — —
T Oq =%
Die Dispersionskurve wird horizontal bei ¢ = &7 in Richtungen hoher Symmetrie.
Fiir eine zweiatomige Basis funktioniert das analog wie bei einer einatomiger Basis. Die Kréfte L ¢ heben sich
auf. Das Differentialgleichungssystem 16sen wir mit dem Ansatz, dafl die Determinante der Koeffizientenmatrix
gleich Null sein muf3:

Dy — W2M1 Dy,
Dy, Doy — w? Mo

=0

An dieser Stelle mufl man dann wieder iiber die Cs nachdenken! Betrachten wir nur die nichsten Nachbarn.
* Ay auslenken = Riickstellkraft von Bs — C’ und Bgyq — C”
% B, auslenken = Riickstellkraft entsprechend

Damit folgt D11 = Doy = C' + C”. A, erfihrt eine Kraft weg von der Gleichgewichtslage, wenn B, oder B,_1
ausgelenkt wird. Wir erhalten also einen negativen Beitrag:

Diy = — (C" + C" exp(—iqa))
Dy = — (C' + C" exp(+iqa))
Mit der Abkiirzung 2C' = C" 4+ C” erhalten wir:

20 — w?M; —(C" + C" exp(—iqa))

‘—(C/—i-C”exp(iqa)) 20 — w?M, ’ =0

Daraus ergeben sich folgende Eigenwerte:
2
1 1 1 1 4c'cr qa
2 .2
—Cc (- +:- )20 (57 32 ) - e (5)
“a.0 (M1 * M2> \/<M1 N M2> MiMc2 ™\

Man unterscheidet nun:

% Akustischer Zweig:

Ahnlich wie bei einatomarer Kette (mit M; = M)

% Optischer Zweig:

Fiir ¢ — 0 ergibt sich:

1 1
2
=2C| —+ —
“o (Ml " Mz)
Die Ursache ist die Phasendifferenz zwischen den verschiedenen Atomsorten. Dazu betrachten wir die

Gleichung mit den Amplituden, welche zur ersten Zeile der Koeffizienten-Determinante gefiihrt hat:

(2C — w?My) uy — C (1 + exp(—iga)) us = 0

C
— mit der reduzierten Masse
W

Fiir ¢ — 0 erhalten wir dann:

up 2C

uy  2C — w2M;

Fiir w — 0 folgt fiir den akustischen Zweig U; ~ Us und fiir den optischen Zweig;:
U M

0, oL (gegenphasig)
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5.4. STREUUNG AM DYNAMISCHEN GITTER

Der Name ,,akustisch® ergibt sich aus der Ahnlichkeit mit Schallwellen; der Name ,,optisch“daher, falls Ladun-
gen unterschiedlich sind. Es resultiert ein oszillierendes Dipolmoment, womit solche Substanzen infrarot-aktiv
sind.

Wir wollen nun auflerdem den Grenzfall g — = betrachten mit M; < Moa:

2C
wi = 1A 2 =0 nur leichte Atome schwingen
20
2 _ Uy .
w, = A it =0 nur schwere Atome schwingen
w2 = ¢
a
Ms

Es liegt fiir w, < w < wq eine ,verbotene Zone*“ vor. Die Frequenzliicken in der Dispersion sind iiberddmpfte
Wellen.

5.3.5 Mehratomige Basis

Betrachten wir die verschiedenen Zweige: Liegen p Atome vor, so haben wir 3 akustische Zweige (1 longitudi-
naler und 2 transversale) und 3p — 3 optische Zweige (1 longitudinaler und 2 transversale).

5.4 Streuung am dynamischen Gitter

Die Streuamplitude betragt:

A x exp (—iwpt) / o(7) exp (—iEF(t)) dr

exp(—iwpt) ist die eingestrahlte Welle, o(7) die Streudichte und k der Streuvektor. Zur Vereinfachung benutzt
man eine einatomige Basis:

7(t) = R + @r(t)

Daraus ergibt sich dann:

A(t) x Z exp(—ikR)oq exp (—iE@'R(t)) exp(—iwgt)
R

Fiir kleine ugr kann man dies entwickeln:

—

- - 2 -,
exp(—ikig(t) ~ 1 — ikip(t) — 3 k- a‘ mit ir = Ugexp (:I:i (q”R - wqt)>

Daraus ergibt sich dann:
A~ Z exp (—1]2]%) exp (—iwot) — Z iEﬁq exp (—i (E + (j) é) exp (—i(wo £ wy)t)
R R

Der erste Summand beschreibt die elastische Streuung und der zweite die inelastische Streuung. Man summiert

dabei iiber eine sehr grofie Anzahl von Atomen. Intensitét erhélt man nur, wenn k + ¢ = G. Fiir die gestreute
Strahlung gilt & = ko & ¢+ G und w = wy £ wy. Wir multiplizieren die Gleichungen mit A:

1.) hk = hky & hi+ hG
2.) hw = hwy + hw,

Die erste Gleichung beschreibt Impulserhaltung, die zweite Energieerhaltung. Die Strahlung (v, n, €) erzeugt
(-) oder vernichtet (+) ein Quant einer Gitterschwingung. Quantisierte Gitterschwingungen bezeichnet man

als Phononen (¢,wq) mit dem Impuls Ag und der Energie fiw,. Der Impulssatz enthilt +hG. Es findet damit
eine Erzeugung/Vernichtung eines Phonons statt und gleichzeitig eine Braggreflexion. G wird an den Kristall
an Ganzes iibertragen.

Phononen sind keine lokalisierten Schwingungen eines einzelnen Atoms, sondern jedes Atom im Festkorper
nimmt an der Schwingung teil. Der Unterschied zwischen Photon und Phonon ist, dal ein Photon ein funda-
mentales Teilchen ist, welches einen echten Impuls tragt. Phononen sind kleine fundamentale Teilchen, da sie
keinen echten Impuls tragen. Man spricht von Quasiteilchen mit Quasiimpuls.

Fh—R—Gtq
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Typische Zahlenwerte:

Betrachte die Energie eines harmonischen Oszillators:
E = (Eyin) + (Epot) = 2(Ekin), wobei (o) die zeitliche Mittelung ist
Fiir die Energie eines Phonons folgt:

E=MY|if? = Mo? Y fusf? mit u, (6)]* = |Uy exp (£ (qn — wyt))

Wir summieren iiber alle N Atome und erhalten:
E = NMwW*U?

Aus der Energie hw erhélt man die Auslenkung:

A
woV

Betrachtet man Phononen am Rande der Brillouin-Zone, so erhilt man mit A ~ 6 A, V =6 - 103 = (Schall-
geschwindigkeit) eine Frequenz von © = 103 Hz. Mit ¢ = 7,59 -5; und V = lcm? ergibt sich dann U =

cm3
1,5-1072! cm, was extrem klein ist! Fiir A = 6cm gilt U ~ 1077 cm, was immer noch klein ist.

Die Zahl der Phononen bei 300K betrigt typischerweise 1022 ~ N. Auslenkungen sind ungeordnet:
(uy =VNU =~ 0,1A

5.4.1 Debye-Waller-Faktor

Die Temperaturabhéngigkeit der elastischen Streuintensitét ergibt sich aus Streuamplitude A;. Wir betrachten
den Term:

., . 11 = 2
exp (i - Tr(t)) ~ 1~ iKr(t) - 5 |Ritn(t)
S . 1 o 2
exp (<iKn(t)) = 1 - iKan(t) - 5 |K - @n(t)] ~...

Der erste Term beschreibt die elastische Streuung, der zweite die Ein-Phonon-Streuung und der dritte die Zwei-
Phononen-Streuung. Die Zwei-Phononen-Streuung ist ein Sonderfall aufgrund des Impulsiibertrags. Dieser ist
beliebig aufteilbar. Es folgt damit ein kontinuierlicher Streuuntergrund.

Die Zahl der Phononen nimmt mit steigender 7' zu, womit der Untergrund mit 7" zunimmt. Die Gesamtinten-
sitdt bleibt erhalten, womit die Intensitét der elastischen Peaks abnimmt (siehe Kapitel IT):

I(T) = Iyexp (—K*B(T))
1 q
2 _ —12
k?B(T) = qu:u(.m
Fiir hohe T gilt B o T.
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5.5. PHONONSPEKTROSKOPIE

5.5 Phononspektroskopie

Die Phononenergie betriigt ~ 1072 eV (einige THz). Fiir inelastische Streuung betrachten wir:

OE _ wy

E wo

Fiir Rontgenquanten betrigt dieses Verhiiltnis ~ 107% und fiir thermische Neutronen 10~1.

Inelastische Neutronenstreuung: 3-Achsen-Spektrometer

Monochromator

Analysator

Reaktor

Detektor
Probe Q

Beispiel: Experimentelle Dispersionskurven w(q)

Betrachten wir beispielsweise Kupfer. Dieses besitzt eine fce-Struktur und eine einatomige Basis. Es existieren
nur 3 akustische Phononen (1 mal longitudinal, 2 mal transversal)

Fiir [100]-, [111]-Richtung sind die transversal polarisierten Zweige entartet. Fiir [110] ergibt sich eine Aufspal-
tung und damit einen Hinweis auf die Wechselwirkung mit den n#ichsten Nachbarn. Ursache: Fiir [110] verlasse
Brillouin-Zone an einer Kante

Betrachten wir auflerdem eine fcc-Struktur mit zweiatomiger Basis. aus Li™ und F~. Es ergeben sich drei
akustische und 3 optische Zweige. Aufgrund des grofien Dipolmoments liegt Infrarot-Absorption vor. Die Zweige
sind ,iiberall“ wegen langweitiger Coulomb-Wechselwirkung. Vergleiche dies mit einen kubischen Kristall mit
rein ,elastischer* Wechselwirkung. Dann sind die optischen Zweige bei I' alle entartet.

5.5.1 Inelastische Lichtstreuung
Fiir Untersuchung nach I'-Punkt

Wellenzahlen: k = ko + q+G

Fiir sichtbares Licht betrégt EO etwa 107 % und G ist etwa 1010 % Daraus ergibt sich G = 0; der Vorgang muf}
ohne G-Beteiligung stattfinden.

5.5.2 Rayleigh-Streuung

Wie betrachten Streuprozesse ohne Frequenzverschiebung und ohne Phononenbeteiligung, also g = 6: Dann
gilt k = jg fir elastische Streuung und es findet eine ,, Vorwérts“-Streuung im perfekten Kristall statt. ,, Unsicht-
bares* Licht ist nur etwas langsamer aufgrund der Dielektrizititskonstante; fiir das Streulicht gilt |k| = |ko].
Es kommt zu keiner ,,Seitwérts“-Streuung.

In einem realen Kristall ist dies jedoch anders:

3% Anharmonizititen des Gitterpotentials
# Fiir endliche Temperaturen befindet sich die Position des Atoms nicht am Gitterplatz
# Defekte

Das heif3t, es existiert keine totale Translationssymmetrie.
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5.6 Phononenspektroskopie (Forts)

% Neutronenstreuung:

Die Neutronenstreuung ist gut fiir ein Grofiteil der Brillouin-Zonen, jedoch nicht gut fiir I' (¢ — 0).

% Inelastische Lichtstreuung: Rayleigh-Streuung

Es handelt sich nun um elastische Vorwiirtsstreuung (ig = 0).

5.6.1 Brillouin- und Raman-Streuung

Hier gilt ¢ # 0. Man unterscheidet zwei mogliche Prozesse:

a.) Phonon-Erzeugung: Stokes-Prozef3

b.) Phonon-Vernichtung: Anti-Stokes-Prozefl

N

2y

Wegen hw, < hwy ergibt sich |k| ~ |ko|. Aw liegt im Zahlenbereich von 10'® Hz und fiwg im Bereich von 10'° Hz.
Im isotropen Medium miissen wir den einfachen Impulssatz beachten:

¢ = k2 + k* — 2kkg cos ¥

kO

9
q = 2kg sin <2)

Die Zahl der maximal beobachtbaren Wellen entspricht der Riickstreuung.

47 N 12
A T 5000 A

Mit optische Phononen ergibt sich die Raman-Streuung.

Gmaz = 2|ko| =~ ~2-1073 A~ £ 1073 Brillouin — Zonen

dw =w —wy = Fwy
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5.7. SPEZIFISCHE WARME DES GITTERS

5w\

0 >
q

Dieser Wert ist unabhéingig von Streuwinkel (wegen flacher Dispersion). Mittels eines Gitterspektrometer kann
folgendes gemessen werden:

dw ~ 10" Hz (1000 1)

cm

Spektrum:

Mit abnehmender Temperatur erhélt man:
1.) Anti-Stokes-Linie (Phononenvernichtung) stirbt zu tiefen Temperaturen aus = Thermische Besetzung
2.) Linien werden schmaler = Lebensdauer
3.) Phononenfrequenzen werden grofiler = Anharmonizititen (siehe Kapitel 6)

Mit akustischen Phononen erhélt man eine Brillouin-Streuung. Der Streuwinkel wird hierbei durch ¢ festgelegt.
Durch eine Riickstreuung erhiilt man beispielsweise eine maximale Frequenzverschiebung fiir maximales §.

w

»
0 Wy

wq betragt etwa 11 bis 30 GHz. Spektrometer: Fabry-Perot

5.7 Spezifische Wirme des Gitters

Die spezifische Wiarme beim konstantem Volumen ist definiert durch:

oU
Cv= (aT)V

U ist hierbei die innere Energie. Experimentell zugénglich ist jedoch oft nicht Cy,, sondern C,. Hierbei gilt
folgender Zusammenhang:

Cp—Cy =98°VTr™*

[ ist hierbei der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient und x das Kompressionsmodul. Bei idealen Gasen
der Stoffmenge 1mol gilt C, — Cy = R. Beim Festkérper gilt jedoch C, — Cy ~ 0, weil § sehr klein (in
harmonischer Niherung) ist. Nach der Regel von Dulong-Petit hat ein Festkorper bei hohen Temperaturen
den Wert:

J
K - mol

3R =3Nakp = 25
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C’VA

>
0 T

Fiir tiefe Temperaturen ergibt sich ein rascher Abfall, welcher klassisch jedoch nicht erklarbar ist.

5.7.1 Einstein-Theorie (1907)

Die Theorie ist, das ein Festkorper aus einzelnen unabhéngigen identische harmonischen Oszillatoren aufgebaut
ist. Deren Energie betrégt:

E = (n + 1) hwy

2
Man bezeichnet wy als Einstein-Frequenz. Bei hohen Temperaturen ist deren Anteil etwa 3 kg. Die thermische
Besetzung ,liefert“ den Abfall bei tiefen Temperaturen. Es ergibt sich aber bei der Einstein-Theorie ein zu
schneller Abfall. Diesen Unterschied bekommt man besser in den Griff, indem man gekoppelte Bewegungen
von Oszillatoren (Gitterdynamik) beriicksichtigt. Eben diese Gitterdynamik spielt eine grofie Rolle bei kleinen

Frequenzen. Damit erhélt man einen etwas grofieren Wert fiir C'y als bei Einstein, aber dennoch diesen raschen
Abfall. Das Vorgehen ist folgendes. Man betrachtet die Zustandsdichte der Phononen:

% Deren Energie
% Thermische Besetzung

Daraus erhélt man die innere Energie und somit die spezifische Wirme. Ist die Phononenzustandsdichte eigent-
lich kontinuierlich? NEIN! Wir betrachten die Eigenmoden bzw. Nomalschwingungen des gesamten Festkorpers.
Hierbei gibt es zwei Abzihlmethoden:

1.) Feste Randbedingungen (offenes, festes Ende)

A 21 8

5 3 103 Obertdne

2.) Hier: Periodische Randbedingungen

Wir schauen uns einen endlichen Kristall (Parallelepiped) an, welcher periodisch im dreidimensionalen
Raum fortgesetzt wird. Das Phononenspektrum ist diskret aber im allgemeinen sehr dichte und daher
quasi kontinuierlich. Die Gesamtzahl der Zustdnde betrédgt 3NV.

Wir betrachten als einfachsten Fall einen Wiirfel der Kantenldnge L. Die Auslenkung der Atome ist
periodisch mit L.

u(z,y,2,t) =d(x + Ly, 2,t) = d(x,y + L, 2,t) = d(x,y, 2z + L, t)
Wir verwenden den Ansatz einer ebenen Welle:

(7, ) = U exp [i (7 — wyt)]

Beispielsweise gilt fiir die z-Richtung:

exp (igr) = exp [i(q(z + L, y, 2))] = exp (igF") - exp (igz - L)

Der letzte Term mufl nun aufgrund der Periodizitéit gleich 1 sein: exp(ig, L) < 1. Damit erhilt man die
erlaubten Wellenzahlen:

21 2 2

qx = f”zv qy = f”yv q> = f

ny
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n; sind dabei ganze Zahlen, also 0, £1, £2, £3, .... Fiir jeden Phononenzweig haben wir maximal
3pN’ = 3N, wobei p die Anzahl der Atome pro Elementarzelle ist und N’ die Anzahl der Elementarzellen.
Daraus ergeben sich n Werte fiir die Quantenzahlen der Phononen:

N3 N3

<n < —
92 z,Y,2 — 92

Im allgemeinen ist die Elementarzelle nicht kubisch, sondern es handelt sich um ein Parallelepiped mit
Kantenléingen je v/ N’ in Richtung der Basisvektoren @1, d», @3. Daraus erhalten wir dann:

exp {i\/3 N'G(dy + do —‘rf{jg)} =1

Wir zerlegen die ¢ nach Basisvektoren des reziproken Gitters, also g, g» und g3. Daraus erhalten wir:

N nzﬁi
qi E
i Vv N’

1 1
[ni"**| = §qumaz =+50i

Wir erhalten die Dichte im g-Raum als:

N’ N’ |4

Oq = =3 = =
Y Vez G- (Faxgs)  (2m)?

Dieses ist homogen und quasi kontinuierlich. Die minimale Zustandsdichte D(w) folgt durch die Zahl der
Zusténde zwischen w, = const. und w, + dw, = const..

D(w)dw = G / d3q

w=const.

Der Vorfaktor ist die Dichte im ¢-Raum und d3q ein Volumenelement im ¢-Raum.
d*q = dS,, dgq.

()

Volumenelement

dS,, ist das Flachenelement auf w = const. und dq ist der Abstand zur Fliche w + dw = const.. Mit
dw = |grad, wy|dg. gilt dann:

, ds,,

d°q dw

B lgrad, w |

Damit erhalten wir D(w):

\%4 ds, . dw
D(w) = 53 / o mit vy, = ‘dq‘ = |grad, w,|
w=const.

D(w) ist groB bei flacher Dispersion. Bei v, = 0 spricht von der VAN-HOVE-Singularitét.

5.7.2 Debye-Niherung

Diese ist analytisch rechenbar. Historisch:

i.) Isotroper Festkorper mit einatomiger Basis
Dann erhilt man nur akustische Phononen.

ii.) Dispersion w = vgq elastisches Kontinuum
wg = const. ist eine Kugel!
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KAPITEL 5. GITTERDYNAMIK

/dSw =dng?

Fiir den Zweig i, wobei 7 fiir ,,longitudinal®“ oder ,transversal“ steht, erhalten wir dann:

V 4dng? V w?
Diw) =55~ =923

Fiir die Debye-Zustandsdichte resultiert:

2
D(w) v <1+2)w2w3vw x w?

o2 \ 3 3 ~ 92,3
2w \vy vy 212 vy,

Hierbei wurde kein Unterschied mehr zwischen v; und v; gemacht. Die Abschneidefrequenz w, liegt so,
daB:

wp

D(w)dw = 3N

wp = @\/3 672

a

wp ist die sogenannte Debye-Frequenz.

Weiteres Vorgehen:

1.) Betrachte die thermische Energie eines harmonischen Oszillators
Daraus ergibt sich die Besetzungszahl:

1
exp (IQ—WT) -1

2.) Berechnung der inneren Energie aus:

(n) =

U(T) = / i D(w) (n(w, T)| dw

0

Bei diesem Ansatz wird die Nullpunktsenergie weggelassen, da diese Konstante bei der Ableitung
sowieso keine Rolle mehr spielt.

3.) Debye: Spezifische Wirme:

Tp
T\® 4
<5U> — Oy = 9Nk <> /7x o) g,
or )\ 6) ) (exple) 1)
O ist ein materialspezifischer Parameter, welcher als Debye-Temperatur bezeichnet wird.

kp® = hwp

5.7.3 Thermische Besetzung eines harmonischen Oszillators

Die Energieeigenwerte des harmonischen Ostzillators im Gleichgewicht sind:

1
E, = — ) hw
(n+2)

n+ % ist nicht fest! Die Besetzungswahrscheinlichkeit P, ergibt sich nun mittels des Boltzmann-Faktors:

E
P,, < exp <_k aT)
B
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5.7. SPEZIFISCHE WARME DES GITTERS

Wie der Vorfaktor aussieht, hangt von der Normierung ab. Wir normieren die Summe der Wahrscheinlichkeiten
auf 1:

o0

E,
HZ:O exp (_ m)

P, =exp <—ZZ;> [1 — exp (—kh;dTﬂ

Die mittlere Energie des harmonischen Oszillators ergibt sich aus:

s S ool o) o (5]

n=0 n=0

E
oo o)
S P=1=P, = ko
n=0

o0 d o0
Mit Z nz" = T Z " = ﬁ ergibt sich schlielich der Erwartungswert der Energie:

1 1
BwT)=ho | ———— 4=

exp (lc%)T) S T

1
Vergleiche dies mit F,, = hw (n + 2):

1
exp (%) -1

Es handelt sich hierbei um den Erwartungswert der Quantenzahl N oder auch anders gesagt um die mittlere
Besetzungszahl eines Phononenzustandes, den man mit ¢'und wg bezeichnen kann. Diese Bose-Einstein-Statistik
gilt iibrigens auch fiir Photonen. Die innere Energie erhélt man nun durch Multiplikation mit der Zustandsdichte
und Integration:

(n) =

U(T) = / hw D(w) (n(w, T)) dw
w=0

Hierbei wurde die Nullpunktsenergie als irrelevante Konstante weggelassen. Durch Einsetzen der Zustands-
dichte und Besetzungszahl folgt:

wp
U(T) = q;; / de

hw
Mit der Debye-Temperatur kg® = hw,, T = kB—T und xp, = kB;

Wir haben hier einen Materialparameter, ndmlich die Debye-Temperatur ©; ansonsten ist die Formel jedoch
universell. Man bezeichnet die Beziehung auch als Debye’s spezifische Wirme.

erhalt man nun:

Grenzfille:

a.) Hohe Temperaturen: T' +— oo, x +— 0:

T p x D

4 3 4. 3
/ xexp(x)dez/ zt -1 de/x2dz1<@>
) (exp(z) — 1) ) (1+x-1) ) 3\T

Daraus ergibt sich dann Cy = 3N 4kp = 3R nach der Dulong-Petitschen Regel.
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KAPITEL 5. GITTERDYNAMIK

b.) Tiefe Temperaturen: T +— 0, z, — 00

/ xt eXp 47t
s dr = —

1274 T\?
C T3
TS (@) >

Beispiele fiir Debye-Temperaturen:

Element C Si Fe Al NaCl Au Ar He (fest)
O [K] 2200 640 470 430 320 164 92 25

Bei © ~ v, ergibt sich eine Variation von etwa zwei Groflenordnungen und damit bei Cy g—i eine Variation
um ungefihr sechs Groflenordnungen. Die Debye-Néherung ist sehr gut bei T < % und bei T > % Im
mittleren Bereich ist das Spektrum der Gitterschwingungen wichtig, womit es Abweichungen von Debye’s
spezifischer Warme gibt.

Oft besser ist es, akustische Phononen durch Debye’s Néherung und optische Phononen durch Einsteinoszilla-

toren. Fiir die spezifische Warme mehrdimensionaler Systeme gilt:

#* D(w) x w?: Dreidimensional (Kugelschale)
¥ D(w) x w: Zweidimensional (Kreisringe)
#* D(w) x w’: Eindimensional

Allgemein gilt fiir die Zustandsdichte D(w) o w?~!. Und damit gilt Cy oc T
A

w

»

D(w) k

Betrachten wir beispielsweise *He-Atome auf Graphit (zweidimensional): © variiert hier in Abhéngigkeit vom
Bedeckungsgrad von etwa 18 K bis 34 K von 0, 08 % bis 0,09 %.

5.8 Schwingungsspektrum amorpher Festkorper

5.8.1 Inelastische Neutronenstreuung

Ap ist proportional zu elastischen und inelastische Anteilen.
12[(' - U, exp (—i (I?:I: q+ é) R) exp (—i(wo £ wy)t)
R

Die Wellenzahlerhaltung im amorphen Festkorper ist ,aufgeweicht“aufgrund fehlender Translationsinvari-
anz.Das heifit, sie mufl nicht mehr streng erfiillt sein. Daraus ergibt sich I oc [Ag|? o< K.

A
I

>
KA
Es gibt Anregungen bei 3A7'. Es handelt sich um lokalisierte Schwingungen (,,Bosonenpeak®). Damit folgt

dann die Dispersionskurve. Experimentell erhalten wir bis ~ 400 GHz (é —Og »gute* Phononen, das heifit

mit w x ¢q:
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5.9. SPEZIFISCHE WARME AMORPHER FESTKORPER BEI TIEFEN
TEMPERATUREN

AMAAM/\/

k

Hierbei handelt es sich um instabile atomare Konfigurationen (,,weiche“ Moden, lokalisierte Schwingungen,
Tunnelsysteme). Bei niedrigen Temperaturen gilt w o g.

5.9 Spezifische Wirme amorpher Festkorper bei tiefen Temperatu-
ren

Bei tiefen Temperaturen werden langwellige Phononen wichtig. Dies ist in Ordnung fiir < 400 GHz 2 20K. Es

solle also Debye’s Niherung gelten. Aber Quarzglas besitzt eine spezifische Warme Cy o« T (1) fiir T < 1K und

zwei Groflenordnungen zu grof8 bei 0,1 K. Ursache dafiir sind die sogenannten ,, Tunnelsysteme®. Es handelt
sich hierbei um ,, Teilchen*, Atome oder Atomgruppen, deren Natur letztlich im Detail unbekannt ist.

v
Ya

— Es ist jedoch bekannt, dafl sich diese Teilchen in einem Doppelmuldenpotential
& befinden. Sie konnen also in der Nachbarschaft ein zweites Potentialminimum finden.
— W, } 1 hQ Teilchen tunneln zwischen Potentialbarriere hin und her.
2

A{

d

Dies fiihrt zu einer niederenergetischen Anregung. Hierbei gilt:
CyxThbeiT<1K

b, und 1y sind Wellenfunktionen fiir lokalisierte Teilchen. Beim Tunneleffekt gibt es einen Uberlapp dieser
beiden Wellenfunktionen. ¢, und ¢, bilden zwei neue gemeinsame Wellenfunktionen, &hnlich wie bei H;r .

» W

o Y
»

Hierbei gilt E = /A% + A2, wobei Ag die Tunnelaufspaltung ist. Mittels der quantenmechanischen Stérungs-

theorie und der WKB-Methode (Wenzel, Kramers, Brillouin) erhélt man Ag = hQ2exp(—\) mit A\? = mz‘g;l?.
Es stellt sich jedoch die Frage, was genau hier tunnelt. Dieses ist jedoch im Detail unbekannt. Man konnte
annehmen, es handelt sich um ein einziges Atom; diese Vorstellung ist jedoch naiv. Betrachtet man die gekop-
pelte Bewegung mehrerer Atome und beriicksichtigt man auflerdem, welche Parameter wichtig sind und wie

sich diese verteilen, so erhilt man das Tunnelmodell (phénomenologisch):

P(A,\)dAdA = PdAdA

P ist hierbei eine Konstante. Dieses erlaubt die erfolgreiche Beschreibung vieler Experimente. Berechnen wir
die spezifische Wirme aus der Zustandsdichte D(F) beziiglich der Energie:

P(E,\)dEd\ = P(A, A)% dEd\ =P _ dBd) mit A = hQexp(—))

E
VEZ — A2

Amaz

D(E) = / ”P(E, A)dA =| PApas In <E>
0
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KAPITEL 5. GITTERDYNAMIK

Amaz stellt eine Obergrenze dar, welche jedoch unbeobachtbar ist, da der Uberlapp gegen Null geht. D(FE) x
In (%) ist eine ,langsame“ Funktion beziiglich E. Sie ist also ndherungsweise konstant. Daher erhalten wir

Cy o T. Die Zahl dieser Tunnelsysteme in amorphen Festkorpern liegt bei 107 ﬁ

5.10 Anharmonische Eigenschaften des Gitters

Sonst hitte man keine Wechselwirkung der Phononen untereinander. Diese wiirden unendlich lange leben.
a.) Es bestiinde kein thermisches Gleichgewicht und man hétte eine unendlich grole Wirmeleitfihigkeit.
b.) Es giibe keine thermische Expansion.

c.) Die elastischen Konstante wiren unabhiingig von 7" und p.

Im Prinzip kann man den Term 3.0Ordnung in der Potentialentwicklung beriicksichtigen. Damit erh&lt man
die sogenannte 3-Phononen-Prizession. Da die gewohnliche Rechnung schnell iibersichtlich wird, wollen wir an
dieser Stelle nur eine gemittelte, pauschale Diskussion durchfiihren. Betrachten wir die thermische Expansion:

A

Der Erwartungswert (x) befindet sich gerade in der Mitte des Potentials unabhingig
von der Besetzung, das heifit unabhéngig von der Temperatur.

(z) hingt von der Besetzung, also von der Temperatur 7' ab. Es gibt da-

/ mit eine kleine thermische Ausdehnung. Dies gilt beispielsweise fiir Invar
§ 7 (Feo,65Nip,35). (Invar wurde 1886 entdeckt, wihrend man versuchte, Muniti-
\ / onseigenschaften der Artillerie zu verbessern.)
Nl

Die Ursache dafiir sind elektronische Effekte, welche Gittereffekte kompensieren. Ein anderes Beispiel ist Ze-
rodur, welches fiir Kochfelder verwendet wird. Fiir die thermische Expansion wollen wir nun eine phédnome-
nologische Betrachtung nach GRUNEISEN durchfithren, um eine Verkniipfung zwischen Kompressibilitdt und
spezifischer Warme zu finden. Die freie Energie eines harmonischen Oszillators kann beschrieben werden durch
folgenden Zusammenhang:

hw 1
FHO = —k‘BTan = kBThl <1 — exp (_kBT‘>> + §ﬁw
Z ist hierbei die Zustandssumme (siehe Theorie F):
E;
7 = zi:exp <_k‘BT>

Im Festkorper liegen Phononen (Eigenmoden) mit dem Wellenvektor ¢ und dem Zweig ¢ vor. Dann mufl des
weiteren ein Term addiert werden, welche die elastische Energie beschreibt, also 6V =V — V.

_ Vo [V’ hwg 1
F = % <‘/0) +Z (kBT <1 — exXp (_M + éhww
—_——— q,?

1 2
3Dz

Den Druck erhdlt man nun durch Betrachtung von F' = U — T'S. Dieses kann auch als totales Differential
geschrieben werden:

AF =dU —TdS — SAT =dQ — pdV — TdS — SdT = TdS — pdV — T'dS — SdT = —pdV — SdT
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Damit folgt dann:

arN L, 9
av ), PP v

1 (dV) 6(4),]2‘ 1 1
p=——(7) " ’ +5
PANY ; O \exp (L) -1 2
aw%i

51 ist des Pudels Kern. Dieser ist gleich Null im harmonischen Fall. Als starke Vereinfachung betrachten wir
nun die Griineisenannahme. Diese besagt, dafl die relative Frequenzénderung sich ergibt aus:

dw 8V

TS
~ bezeichnet man als Griineisen-Parameter. Differentiell gilt:
_ d(In(w))
d(In(V))
Es handelt sich um einen mittleren Wert fiir alle Zweige, welcher unabhéngig von w ist. Meist liegt v in der
Groflenordnung von 1 bis 2, womit gilt %“’ ~ —57‘/.
1 /oV y 1 1
== L hwgi | —0—— + =
P="% ( v ) 2 e ) 2
q,? eXp kBT
U

Die Zustandsgleichung lautet damit:

oV
pV = e +U(T)

d dp\  Cv
(i), = (1), =7 <o

Es handelt sich um die Druckénderung mit T bei ,,eingeklemmter” Probe. Wir rechnen dies um in einen linearen
thermischen Ausdehnungskoeffizienten. Dazu definieren wir:

() < ()

L\dr/, 3V \op/)r

Mit der Kompressibilitit £ = 1 8—‘/ und mit @ a—T a—v = —1 erhalten wir:
V\op)r or)y \ov ), \op)r

o) _sa

aT Vi K

Daraus erhalten wir schlufendlich die Griineisenbeziehung;:

y&Cy
o =

3y X Ov

K ist in etwa temperaturunabhingig. Bei hohen Temperaturen gilt o ~ const. (Dulong-Petit) und bei tiefen
Temperaturen a ~ T2 (Debyesche Niherung). Wir miit man « experimentell?

a.) Druckabhingigkeit von Schallgeschwindigkeit (Brillouin-, Raman-, inelastische Neutronenstreuung)

b.) Temperaturabhéngigkeit der Phononenfrequenzen (siehe Raman an Si)

do (0 (VN _ 4
ar — \av ) \or) =~ 7%
S——

¥ 3Va
a ist konstant bei hohen Temperaturen 7. Damit gilt dw oc —dT.
Fiir amorphe Festkorper gilt:
Cv = AT + BT?
a=al + bT?

In Quarzglas gilt a = —10~° é und damit v = —65. Dies liegt wiederum an den Tunnelsystemen.
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5.11 Wairmeleitfihigkeit des Gitters

Allgemein sollte man sich folgendes Schaubild der Temperaturabhingigkeit einprégen:

A

o« (* [k )
cmK W
> 200
100+ mK
11
1

Speziell fiir NaF gilt:
Wiirmeleitfihigkeit {i]
cmK
A
200

1 — 1 >
1 2 100 T [K]
Die Ausbreitung von Phononen-Wellenpaketen und deren Streuung und Thermalisierung ist absolut nicht-
trivial. A ist in Metallen bei Raumtemperatur im allgemeinen gréfler; Rekordhalter sind aber Einkristalle aus
Diamant. Die Wiarmestromdichte ist:

j=—AgradT
W W T
1 = — A = — T = —
] = o 1Al = o faradT] =

Phononen diffundieren und stoflen, was folgende Resultate mit sich fiihrt:
% Lokales thermisches Gleichgewicht
#* Anderung des Gesamtimpulses (Widerstand)

Nach Debye werden Phononen als ,,Phononengas®“ behandelt. Daraus ergibt sich:
1

A= =Cwul
3

Cy ist hierbei die spezifische Wirme des Phononengases, v ist die mittlere Schallgeschwindigkeit und bei [
handelt es sich um die mittlere freie Weglénge, also die Weglénge, iiber die sich ein Phonon ausbreiten kann, bis
es zum Stofl kommt. Besser wére jedoch, wenn man die unterschiedlichen Phononenzweige separat behandeln
wiirde. Damit wiren diese drei GréBen von w abhéngig: C;(w), v;(w und [;(w). Nach Debye gibt es einen
effektiven Zweig mit v, wyee = wp und Cy .

In Isolatoren gibt es verschiedene Streumechanismen infolge von Phononen und Defekten:

S B O U
L lpn Ip\ I
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Der dominante Beitrag zu A kommt von Phononen mit F = Aw, = kgT. Man spricht auch von ,,dominanten
Phononen“; diese bestimmen daher die Temperaturabhéngigkeit von A.

_
Heizung d T
1
T Ty

/.

a.) Phononen-Phononen-Sté8e:
Wichtig ist hier insbesondere der 3-Phononen-Prozel. Dieser folgt aus dem Term 3.0Ordnung in der
Potentialentwicklung. Die Energie betridgt dann Aw; = hws = hws. Fiir den Quasiimpuls gilt hqy = hgs =
hgs + hG.

a.) Erzeugung:

a.) N-Normalprozesse: G =0

<

Hierbei ist der Quasiimpuls erhalten; es gibt keinen Warmewiderstand. Dieser Prozef ist wichtig
fiir Thermalisierung.

b.) U-Umklappprozesse: G # 0

4

Hier ist der Quasiimpuls nicht erhalten. Sowohl die Impulsrichtung als auch der Energieflufl kann
umgekehrt werden. Dies fithrt zu einem Warmewiderstand.

Kommen wir nun zur Temperaturabhéngigkeit.

a.) Hohe Temperatur: T > ©
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Fiir T > © gilt fiir alle Phononen ~ w,,. Alles sind damit U-Prozesse und [~! ist proportional zur
Zahl der thermischen Phononen und damit proportional zu 7. Damit ist A o %

Mittlere Temperatur: T < ©

Die U-Prozesse sterben langsam aus mit abnehmender Temperatur, wenn die dominanten Phononen
eine Energie kT < % haben. Damit erhalten wir eine exponentielle Temperaturabhéngigkeit,
nimlich T o exp (9) (A — 00?).

Kleine Temperatur: T' < ©

Geht A gegen unendlich? Hier findet eine Streuung an Defekten und der Oberfliche statt. Die
Oberfliiche des Materials wird dann wichtig, wenn [ > d. Damit ist also A & Cy - d oc T - d.

A hingt damit von der Geometrie des Material ab.
Den Bereich, in dem die Leitfahigkeit proportional
Heizung4 d Ty zu T2 ist, nennt man Casimir-Bereich. Beispielswei-
se gilt fiir die Querschnitte von LiF etwa 1 x 1 bis
T 7 x 7mm?. Des weiteren ist die Rauhigkeit der Ober-
fliche wichtig aufgrund der Beriicksichtigung spie-
gelnder und diffuser Streuung.

e

b.) Punktdefekte:

Hier sind zwei Prozesse zu beriicksichtigen:

*

*

Resonante Wechselwirkung bei Defekten mit der Anregungsenergie Ep
Damit ist A bei T ~ f—BD reduziert aufgrund der dominanten Phononen.
Rayleighstreuung =% oc w* oc T#

Diese ist effektiv bei hohen Temperaturen. Aber bei hohen T' dominiert die Phonon-Phonon- Wech-
selwirkung mit U-Prozessen, welche beobachtbar bei A, ist.

Defekte
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Kapitel 6

Elektronen in Festkorpern

Da ein Festkorper sowohl aus Ionenriimpfen als auch Elektronenkitt (é Uberlapp der Wellenfunktionen) be-
steht, wird man sich fragen, ob es aufgrund eines quantitativen oder qualitativen Unterschieds Metalle und
Isolatoren gibt. In diesem Kapitel werden wir erfahren, daf3 hierzu eine quantenmechanische Behandlung not-
wendig ist und auflerdem das Pauliprinzip beriicksichtigt werden mufl. Wir werden sehen, dafl es sich um
ausgedehnte Wellenfunktionen und Energiebédnder handelt. Hier wollen wir uns jedoch mit folgenden N&herun-
gen begniigen:

% Ein-Elektronen-Ndherung
% Pauliprinzip (fiir andere Valenzelektronen)
% Born-Oppenheim (Unbewegliche Kerne)

% Effektives Potential (Kerne + Rumpfelektronen)

A
V(r)
Durch Atomriimpfe
° ° o >
,
A
Vi(r)
Durch Atomriimpfe
o ° ° ° >
r

,Fierkarton®

6.1 Freies Elektronengas

Valenzelektronen sind frei im konstanten Potential, das heifit, wir haben einen Festkorper mit Kastenpotential
und Pauliprinzip. Dabei handelt es sich um das Sommerfeld-Modell. Dieses ist gut fiir einfache Metalle Li, Na,
K und schlechter fiir d- und f~-Metalle.

* Zustandsdichte der freien Elektronen
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6.2 Freies Elektronengas

Wir berechnen die Zustandsdichte der freien Elektronen. Betrachten wir hierzu N Elektronen im Wiirfel mit
dem Volumen L3. Im Kasten gilt fiir das Potential V' = 0 und auBen soll das Potential unendlich grof sein.
Dazu lautet die Schrodingergleichung:

1 B = ()

Als Ansatz zur Losung nehmen wir ebene Wellen an:

W(F) = % exp (i7)

k ist hierbei der Wellenvektor. Dann ergeben sich durch Einsetzen folgende Energie-Eigenwerte:

K2 k2
2m

E=

Die erlaubten k-Werte bei endlichem Kristall mit periodischen Randbedingungen (wie bei Phononen) sind:

2w 27 2
kw = f?’laj, k’ll = fny, kz = f

Nz

n ist hierbei eine ganze Zahl.

d®k = dSp - dky

e o o o o
e o o o o
e o o o o
e o o o o

dk |
Volumenelement
L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] . L] L] L] L]

dSE ist fiir eine bestimmte Energie ein Fldchenelement.
E

dSg = gradkgdlq =vgdk; =dFE

Damit erhalten wir fiir die Zustandsdichte:

7% dSE

Vgr

dE

Hier liegt dann wieder eine VAN-HOVE-Singularitét vor, falls E(k) flach ist (Vorgriff). Genau dann verschwindet
nédmlich die Gruppengeschwindigkeit vg,. Fiir freie Elektronen ist die Fldche £ = const. eine Kugelfliche, da
alle k isotrop sind:

h2k?

2m

Durch Integration iiber das Flichenelement erhalten wir die Oberfliche einer Kugel:
/ dSp = 4nk? und damit d*k = 47k* dk

Wir schreiben das Integral beziiglich der Energie E:

2mE 1 dk 1 m
2 _ _ 1/ o _ -/
e A Y n\ 2E

Und damit ergibt sich dann die Zustandsdichte:

~  (2m)3V
D=""""/E
4m2h3 vVE
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6.2. FREIES ELEKTRONENGAS

Aufgrund des Pauli-Prinzips diirfen nur zwei Elektronen im selben Zustand auftreten. Damit folgt die Zu-
standsdichte pro Volumen:

2D(E) _ (2m)3VE
Vo 2m2p3 xVE

Phononen

D(E) D(w)

E w

Kommen wir nun zur thermischen Besetzung. Fiir Teilchen mit ganzzahligem Spin wie beispielsweise Phononen,
Photonen und *He gilt die Bose-Einstein-Statistik:

1
exp (%) -1

Das chemische Potential ist hierbei definiert als:

[ OF
H=\oN ),
Bei manchen Teilchen wie Phononen und Photonen ist das chemische Potential gleich 0, da diese nicht wechsel-
wirken; ihnen ist es praktisch egal, ob noch ein anderes Teilchen hinzukommt. Bei He jedoch verschwindet das

Potential nicht. Fiir Teilchen mit halbzahligem Spin, sogenannte Fermiteilchen (beispielsweise *He, Elektronen
e), gilt das Pauli-Prinzip. Hier liegt die Fermiverteilung vor:

n(E) =

1
exp (%) +1

Fiir E — p > kT gehen n(E) und f(F) iiber in die BOLTZMANN-Verteilung. Die Fermiverteilung fiir 7' — 0
ist:

f(E) =

1 fir E<p
1
f(E,T=0)= 3 fir EF=p
0 fir E>pu
A
f(E)
1
1l
2
»
0 L E

Es sind somit alle Zustéinde besetzt bis zur ,,Fermienergie* Er = u(T = 0). Ep ist durch die Elektronendichte
n = % festgelegt, da alle Elektronen bis zur Fermienergie besetzt sein miissen.

(2m)} 2E2
2m2h3 3

Er
n= O/D(E) dE =

Daraus folgt dann:

2

k
Ep = —(3r?
o 2m(37r n)

@l
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KAPITEL 6. ELEKTRONEN IN FESTKORPERN

Mit Frp = h;:jF und den bekannten Impulszusammenhingen mv, = hkp ergibt sich der sogenannte Fermi-
Wellenvektor (Fermi-Wellenzahl) kr = (372n)3 oder die Fermi-Geschwindigkeit v, = %(?mzn)%. Des weiteren
148t sich eine Fermi-Temperatur bestimmen, ndmlich Tr = f—g Die Zustandsdichte bei F = Er lautet dann:
D(EF) = 32

S

Element n [cm™3] kg {A_I] vp [2]  EpleV] Trp[K]

Li 4,7-10% 1,1 1,3-10° 4,7 55000
Na 2,710 0,9 1,0-10° 3,2 38000
Al 1,8-10% 1,8 2,0-106 11,7 136000
Cu 8,510 1,4 1,6-10° 7,0 82000
Ag 5,9 -10%2 1,2 1,4-106 5,5 64000

Ist T viel grofler als die Schmelztemperatur (= einige 10 K bzw. einige eV), so sind die freien Elektronen im
k-Raum gleichméfig verteilt bis kr; man bezeichnet diese Verteilung auch als Fermikugel. Die Oberflache diese

Kugel ist die Fermifliche; die GroBenordnungen sind: kp = 1 A" und vp & 100 - Fiir endliche Temperaturen
ergibt sich eine Aufweichung in der Fermiverteilung mit einer Breite ~ 2kgT. Bei f = % (also E = p) héngt
1 folgendermafien von der Temperatur ab:

s 5(2))

Die Néherung ist sehr gut fiir alle iiblichen Temperaturen.

6.3 Eigenschaften im Modell ,freie Elektronen*

Die spezifische Wirme einfacher Metalle 148t sich iiber die innere Energie berechnen:
U o0
n=q = D(E)E - f(E,t)dFE
0

Bei T' = 0 findet man dann, wobei wir f(E,T) bis zur Fermienergie Er durch eins ersetzen kénnen:
Er

Uy = /D(E) -EdE = gnEp
0

Er betrigt xeV. Bei Zimmertemperatur 300 K ist dies 4—10 eV. Diese ist riesig verglichen mit Gas bei 300 K.
Fiir die spezifische Warme kommt nur ein kleiner Anteil in Frage:

SU(T) = U(T) — Uy

D(E)

on = —
n Tr n
L
E
Der Energiezuwachs fiir jedes dieser Elektronen ist E ~ kpT', womit sich ergibt:
T2
n B TF

Damit folgt auflerdem:

cel _ cy _ (oU - 2nksT
|4 5T ), Tr
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6.3. EIGENSCHAFTEN IM MODELL ,,FREIE ELEKTRONEN*

Man kann diese Berechnung jedoch auch genauer durchfithren. Dazu schreiben wir:

T 1 (2m\? [  E}
n:/D(E)-E-f(E,T)dE:— om /—dE
22 \ 12 exp (L*“) +1
0 kT

Dieses Integral ist jedoch leider analytisch nicht 16sbar. Fiir kgT < Ep konnen wir folgende Ndherung machen:

71_2
n~ng+ ED(EF)kaT2

Damit kénnen wir die spezifische Wirme schlieilich bestimmen:

1
2 2 2.\ 3 2
71' mkpT (7°n\®* 7T 3
Cft = —D(Ep)k3T = —2 = :
Der erste Faktor folgt durch ,Reduktion® wegen der Fermistatistik. Der zweite Term beschreibt einen freien
Gasanteil. Man muf} sich deshalb merken C"‘jl o T Dies gilt bei ,allen“ Temperaturen. Die Temperaturbereiche,
fiir welche dies nicht mehr gilt, sind experimentell meistens sowieso unzuginglich. Die gesamte spezifische

Waérme eines Metalls ergibt sich durch Addition des Anteil durch die Phononen und des Anteils der Elektronen:

3R fur T >0
Cv =9T+
BT3 fir T< O

B und ~ sind hierbei iibliche Abkiirzungen. Fiir hohe Temperaturen dominiert folglich der 3R-Anteil. In der
folgenden Schreibweise wird verdeutlicht, dal die Warmekapazitit von der Masse und Dichte der Elektronen
abhéngt:

o mkET (7n 5
@

C"e/l:’yT

Obwohl wir eine sehr einfache Theorie benutzen, stimmen die theoretischen Werte mit den experimentellen
gut iiberein.

Li Na Al Cu Ag

Ve || 1,63 1,38 1,35 0,70 0,65
Yezp /’Ytheo 2,18 1,26 1,48 1,38 1,00

1
C\e/l x mn3T

Bekannt sind sowohl n als auch m. Experimentell variiert der Quotient aus ez und e von etwa 1 bis 2.
Der Unterschied wird durch Einfithrung einer effektiven Massen mj, (,,th* L thermisch) beriicksichtigt.

*
Myp _ Jeap
m Ytheo

m* spiegelt also die Wechselwirkung mit dem Gitterpotential wider. Bei den Ubergangsmetallen ist mpy, oft sehr
grof3. Bei Nickel gilt beispielsweise m};, = 15m. Wegen den d-Elektronen sieht hier ndmlich die Zustandsdichte
anders aus:

Er
D(E)
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KAPITEL 6. ELEKTRONEN IN FESTKORPERN

6.3.1 Paulische Spinsuszeptibilitit

Diese ist das Paradebeispiel fiir die Beriicksichtigung der Quantentheorie und des Pauliprinzips im Festkorper.
Wir betrachten das ganze zunéichst klassisch (mit wenig Quantenmechanik). Der Elektronenspin im B-Feld ist:

S

— ]AE:m@B

s 1

\/

Im thermischen Gleichgewicht gilt:

ny+n n ft2 e AE
= —_— X S —
1 2 1n1 p kT

Die Besetzungszahldifferenz ist dann gegeben durch:

AFE B
An = ntanh (QkBT) = ntanh <Z;T)

tanh
oL
T
>
T
Es gibt fiir hohe T eine Magnetisierung (uzB < kgT).
2
nuy B 1
M = B -
kT T

Die Suszeptibilitidt betrigt daher:

Y= npy 1
kgT T

Beispielsweise gilt dann fiir Natrium mit n(Na) bei 300K, da y ~ 6,9 - 10~* ist. Experimentell erhilt man
jedoch einen Wert von x = 8,3-107¢ oc T°. Unsere Theorie ist damit falsch fiir freie Elektronen (aber korrekt
fiir paramagnetische Ionen, Curie-Gesetz). Deshalb beriicksichtigen wir nun das Pauli-Prinzip:

E E
N Nl
B=0 B#0
1 1 > 2upB >
—5 D) 5 D(E) 1o

Uberschufl von Elektronen mit Spin antiparallel zu B, p parallel zu B. Wegen pzB < Ep gilt D(E = Ep) =
const. Daraus erhalten wir fiir den Uberschuf} der Elektronen:

1
An = -D(EF) - 2uzB

2
Bnu? B
M = pu,An=D(Ep) - u2B = B
/J’B n ( F) /’LB QkBTF
3 nu?
— D(E 2 _ e B 0
X = poD(Ep) 1y, G T
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6.4. ELEKTRONEN IN EINEM PERIODISCHEN POTENTIAL/BLOCH-THEOREM

Dieses Verhalten entspricht damit dem Experiment. Man spricht auch vom Pauli-Paramagnetismus. Weitere
Korrekturen erhélt man durch Beriicksichtigung des Bahn-Diamagnetismus und der effektiven Masse m.
Das Fazit ist also, dafl das freie Elektronengas/Fermigas eine gute Sache fiir einfache Metalle ist.

% Natrium: 1 Elektron/Atom
% Beryllium: 2 Valenzelektronen/Atom

Fiihrt man aber eine Messung der Ladungstrigerkonzentration durch den Halleffekt durch, so stellt man fest,
dafl der Wert fiir Natrium stimmt. Im Beryllium verhalten sich die Elektronen jedoch so, als wéren sie positiv.
Man mifit % positive Ladungstriger pro Atom.

6.4 Elektronen in einem periodischen Potential /Bloch-Theorem

Betrachten wir das Potential V(7) = V(7 + R), wobei R irgendein Gittervektor ist. Wir notieren uns die
stationére Schrodingergleichung fiir dieses Problem:

Hip(F) = [_;nA - V(F)} Y(7) = BY(F) mit V(7) = Y Vg exp <—ié’7>
G

G ist hierbei ein reziproker Gittervektor. Man macht fiir die Wellenfunktion einen Ansatz durch Entwicklung
nach ebenen Wellen:

P(r) = Z Cj exp (iEF)
E

Man summiert iiber alle moglichen E—Vektoren, also iiber diese, welche mit den periodischen Randbedingung
kompatibel sind.

[ ] [ )
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
g1 201
[ ] [ ] [ ]

Durch Einsetzen in die Schrédingergleichung;:

Z i Cy exp (ikr) + Z Cr/ Vi exp (i (E’ + é) r) = EZ Cr exp (iEf‘)
k E

2m <
E el

Wir benennen k' + G in k um:
N )
Zexp <1kr) o E)C;+ Z VaCr_g| =0 fiir alle Orte
K é

Fiir jedes erlaubte k muB der Ausdruck in der Klammer gleich 0 sein.

h2k?
< o E> CE+ZVéOE—é =0
G

Es handelt sich um die Schrodingergleichung im k-Raum fiir die Koeffizienten C. Durch die Vereinfachung
wegen der Periodizitit von V(7) ergibt sich Z — Z fiir jedes k innerhalb der 1.Brillouin-Zone. Es liegt damit

i G
eine Kopplung Cy mit allen méglichen C, 5 vor (rote Punkte). Die Wellenfunktion ist also von folgender

Struktur:
V() = Z Cr_gexp (i (E — é) F) oder (7)) = Z Cr_gexp (—ié?) exp (iEF)
G G
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KAPITEL 6. ELEKTRONEN IN FESTKORPERN

Vg (7) = ug(7) exp (iEF)

exp (iEF) stellt eine ebene Welle dar und wuy(7) ist eine gitterperiodische Modulation.

u(7) = up (7 + R)

up,(7) ist k-spezifisch (kK modulo G). R ist ein beliebiger Gittervektor. Dies ist ein sehr wichtiges Theorem,
namlich das sogenannte Bloch-Theorem:

Wellen im periodischen Potential haben diese Form; man bezeichnet sie als Bloch-Wellen.

Wir wollen uns nun noch etwas mit diesen Bloch-Wellen beschéftigen. Diese besitzen zwei Symmetrieeigen-
schaften:

% Symmetrie im Ortsraum:

Eine Translation um R entspricht einer Multiplikation mit einem Phasenfaktor eXp(iEﬁ. Dies kann fol-
gendermaflen gezeigt werden, wobei wir auf Vektorpfeile verzichten wollen:

Yr(r + R) = ug(r + R) exp(ikr) exp(ilR) = u(r) exp(ikr) exp(ikR) = ¢y (r) exp(ikR)

Dies ist eine oft alternative Formulierung des Bloch-Theorems. In diesem Zusammenhang wollen wir
nochmal zuriickblicken auf elastische Wellen: Diese sind im Grunde genommen auch einfache Bloch-
Wellen mit dem Vorfaktor u,(r) = U, = const. Sonst gibt es keine explizite r-Abhéngigkeit ,,zwischen®
den Atomen.

¥ Symmetrie im k-Raum:

Hier liegt eine Periodizitéit mit G vor. Besitzt eine Blochwelle die Wellenzahl k' = k + G/, so stellt man
fest, daf} diese identisch mit einer Blochwelle der Wellenzahl k ist. Auch dies kénnen wir zeigen:

Urycr(r) =Y Cryar—cexp(i(k+G —G)r)
G

Wir bezeichnen nun G’ — G mit G”. Da man sowieso iiber alle G summiert, kann mann auch iiber alle
G" summieren:

Z Crig—gexp(i(k+G —G)r) = Z Cr—gr exp(—iG"r) exp(ikr) = ug (1) exp(ikr) = i (r)
G G//

An einer Blochwelle mit bestimmten & sind (schon) alle méglichen k + G beteiligt. Aber auflerhalb
der 1.Brillouin-Zone gibt es nichts neues. Diese Periodizitéit kann sich nicht nur auf die Wellenfunktion
beziehen, sondern muf sich auch in den Eigenwerten duflern. Man stellt fest, dafl Ej periodisch mit G ist.
Die E}, stellen Energieflichen im k-Raum dar. Die Gesamtheit dieser k’s bezeichnet man als ,,elektronische
Bandstruktur®.

Hyy = Epiy

Hipya = Erya¥rta

Da nun vy, gitterperiodisch ist, gilt ¥r+q = ¥, und damit erhalten wir die Eigenwertgleichung:

’ Hyy, = Eyahr ‘

Es gilt also Ey = Ej4¢ und damit ist auch E gitterperiodisch. Es ist damit eine Beschriankung auf die
erste Brillouin-Zone mdoglich (reduziertes Zonenschema).

6.5 Naherung fiir quasifreie Elektronen

Die Idee ist, dafl man nur ein duflerst schwach moduliertes Potential hat. Man erwartet nur dann merkliche
Effekte, wenn die Wellenléinge (oder Vielfache) der elektronischen Wellenfunktion mit der Gitterperiodi-
zitét iibereinstimmen. Wir betrachten zunéchst V(7) = V(¥4 G) — 0. Diesen Fall bezeichnet man auch
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6.5. NAHERUNG FUR QUASIFREIE ELEKTRONEN

als ,leeres Gitter“ mit Translationsinvarianz. Es liegen also freie Elektronen vor, aber es miissen nach
wie vor Blochwellen auftreten:

- I B2 o .
E(k)=E = 2
(k) (k+ Q) o (k+ Q)
A
E(k)
f f f f f f >
L P
a a a a a a
A
E(k)
»
. 0 m
a a

reduzierte Zonenebene

Bei einem schwachen Potential findet eine Aufhebung der Entartung statt bei k = §+4G (eindimensionaler
Fall). Daraus ergibt sich, daf§ die Hauptbeitrége von Lésungen, die zu C}; und CE—g gehoren und die

Beitrige zu anderen G vernachléssigbar sind. Dadurch, dafl wir nur noch Beitréige haben mit C}; und
Cj_& bezeichnet man diese auch als ,, Zwei-Komponenten-Losung*.

h2k?
( om — E) CEV§C§—§ =0

. 2
(- 9)
Vy ist hierbei die erste Fourierkomponente von V(7). Fiithren wir dann noch die Energiewerte des leeren

Gitters an:

E;?:hng. 0 " (E_g)Q

9 k;—g =

2m 2m

Durch Lésen dieses Gleichungssystems erhalten wir:

1 1
B = L (8L, + B = L (8L, — 5D + 172
An der Zonengrenze gilt k = § und E}) | = E}). Damit folgt:

E,.=FE} ¥V, E,—E,=AFE =2V,
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KAPITEL 6. ELEKTRONEN IN FESTKORPERN

E(k)

™ ™
— 0 - k
a a

Anschaulich gilt:
A

| ANVAIANIA
AR

o (X .
X cos” | — s-artig
a

a

In der Néhe der Zonengrenze kénnen wir Ey um k = § entwickeln:

By, x |0k|? mit 6k =k —

[\ Y]

|5l_<;|2 ist parabolisch und besitzt eine horizontale Tangente.

6.6 Niherung fiir quasigebundene Elektronen (,,tight binding*)

) (71'37 .
o sin —) p-artig
a

Es liegen atomare Wellenfunktionen mit einem schwachen Uberlapp vor. Die Diskussion dieses Problems funk-
tioniert dhnlich wie bei der kovalenten Bindung. Damals hatten wir das LCAO-Modell (linear combination of

atomic orbitals) betrachtet. Wir nehmen also an, dafl das atomare Problem geldst sei:

Hy = ¢; = Ep;

In einem Kristall wollen wir die Einelektronen-Naherung durchfithren. Wir betrachten ein Elektron m im

Gesamtpotential V =V, + v.
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6.6. NAHERUNG FUR QUASIGEBUNDENE ELEKTRONEN (,, TIGHT BINDING¥)

A

v| Stérung m

\YERTA

H = Ha+v=—g -+ Va(F = i) + v(7 = 171) mit o7 — 1) = D Val(i - i)

i

Hierbei handelt es sich um eine Summe iiber alle anderen Atome. Zu lésen ist dann das Eigenwertproblem:
Hipp(r) = Eppg(7)

¥p(r) miissen bekanntlich wieder Bloch-Wellen sein. Die Energie-Eigenwerte, wenn wir die Wellenfunktion )y,
kennen, kénnen berechnet werden durch:

E); kann als Minimum angenéhert werden durch Variation von eben dieser Versuchsfunktion ¢. Versuch: ¢ sei
eine lineare Uberlagerung der Atomwellenfunktionen (7 — i), wobei wir die Vektorpfeile wieder weglassen
wollen:

Uk~ G =Y amp(r —m)

An dieser Stelle niitzen wir nun aus, dafl es sich um eine Blochwelle handelt, da ja ein periodisches Gitter
vorliegt. Diese Bloch-Welle muf} aus einer gitterperiodischen Modulation und einen Phasenfaktor (Wellenanteil)
bestehen. Der gitterperiodische Anteil mufl hierbei in der Summe iiber die ¢ stecken und der Phasenfaktor in
den a,,. Wir schreiben also die Versuchsfunktion auf als:

or = Z exp(ikm) - p(r —m)
m
Damit konnen néherungsweise die Energiewerte Ej, berechnet werden.
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KAPITEL 6. ELEKTRONEN IN FESTKORPERN

Wir betrachten ¢ als lineare Uberlagerung der Atomwellenfunktionen (7 — 7).
O = Z amep(r —m)

Dies muf} eine Blochwelle (=gitterperiodische Modulation x Phasenfaktor), also verwenden wir die Versuchs-
funktion:

¢ =Y exp(ikm)p(r —m)
m
Jetzt berechnen wir Fj ndherungsweise. Dazu berechnen wir den Nenner des Bruches:

/qbquk d3r = Z exp(ik(m —n)) / ©*(r —m)p(r —m)d3r

klein, aufler fiir m=n

Bei starker Lokalisierung sind nur Glieder mit m = n wichtig und daher kann folgende Néaherung benutzen:
Zexp(ik(m —n)) / ©*(r —m)p(r —m)d3r ~ Z / o*(r—m)p(r—m)d®r =N
Damit erhalten wir:

Ey ~ % > exp(ik(m — n))/%(r —n) [Ha +v(r —m)] gi(r —m)d*r

i ist der Index der atomaren Wellenfunktion. Wendet man H 4 auf die linke komplex konjugierte Wellenfunktion
©*(r —m) an, so erhiilt man die atomaren Eigenwerte F; fiir m = n. Wir spalten das ganze in zwei Anteile A;
und B; auf:

A= —/(pf(r —m)v(r —m)p;(r —m) d3r

Hierbei handelt es sich um die Energieabsenkung mit Bezugselektron m aufgrund von v.
B, = —/cpf(r —n)v(r —m)pi(r —m)d3r =0

Dies ist ein Uberlappintegral vom Bezugselektron m mit Nachbarn n. Durch Summation iiber m ergibt sich
jeweils ein Faktor N:

Eii~E; —A; — Z By, exp (ik(m — n))

B,,, beschreibt die Geometrie der Umgebung (Gitterstruktur). Die Summe iiber die néichsten Nachbarn ist
hierbei meist ausreichend. Als Beispiel betrachten wir den einfachsten Fall, ndmlich dafl ¢ kugelsymmetrisch
ist. Wir betrachten nur die néchsten Nachbarn eines kubisch primitiven Gitters. Dieses besitzt genau 6 néichste
Nachbarn:

m — i = (£a,0,0), (0,£a,0) und (0,0, +a)

Ey; = E; — A; — 2B, [cos(kza) + cos(kya) + cos(k.a)]
A A

by A

> »
Abstand @ s 2w

2|
e
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6.7. BEISPIELE FUR BANDSTRUKTUREN

A; beschreibt die globale Energieabsenkung. Der Bandindex B; bestimmt die Breite des Bandes. A; und B;
héngen im allgemeinen von i ab. Betrachten wir Ej bei k = O:

Ek = Ei —A,L' —GBZ‘ +BZ‘CL2

Bei k = Z gilt:
T 2
Ej, = E; — A; + 6B, — Bia® (k— f)
a

Vergleiche dies mit F = @2—5 beim freien Elektron. Die effektive Masse m} = i% kann sehr verschieden von
mg sein. Als Beispiel kann man hier den Ionenkristall K+Cl™ anfithren. Hier ist der Uberlapp klein, weshalb
somit die Bénder schmal sind. Bei kleinem Uberlapp ist auch der Faktor B; klein und damit wird auch die
Breite der Oszillationen klein.

Bei kovalenten Bindungen, wie diese beispielsweise im Diamant auftreten, entstehen aus s- und p-Orbitalen
sogenannte sp>-Hybride (im Festkorper). Bei 4 Elektronen pro Atom im Valenzband erhiilt man Ep ke ~ 1eV
fiir Si und etwa 5eV fiir C.

6.7 Beispiele fiir Bandstrukturen

> Metalle, Halbmetalle, Isolatoren, Halbleiter

Entscheidend ist die Struktur der Béander und deren Besetzung. Jedes Band hat N k-Zusténde. Es konnen
maximal 2N Elektronen pro Band auftreten. Bei 7" = 0 sind diese besetzt bis Ep.

A

FEr Liicke

E

voll

|
m k
a

Falls alle Béinder ganz voll oder ganz leer sind, liegt ein Isolator vor. (Volle Bénder liefern némlich keinen

Beitrag zur elektrische Leitfihigkeit (siche unten).) Dies ist moglich, wenn die Zahl der Valenzelektronen
pro Elementarzelle gerade sind.

A

E

Ep leer

Liicke

voll

| >
m k
a

Falls die Bénder teilbesetzt sind, haben wir ein Metall. Hier ist die Zahl der Valenzelektronen pro Ele-
mentarzelle immer ungerade. Bei Erdalkali-Metallen (2e7) (?) ist der Grund fiir metallisches Verhalten,
daf} zwei tiberlappende Bénder vorliegen, welche teilgefiillt sind.
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KAPITEL 6. ELEKTRONEN IN FESTKORPERN

EA

leer

Er

Liicke

voll

I »
™ k
a

Falls der Uberlapp gering ist (As, Sb, Bi), spricht man von einem ,Halbmetall“. Bei T # 0 konnen
Isolatoren (7' = 0) ,,Halbleiter® sein, wenn die Energieliicke klein genug ist, um eine thermische Anregung
von Elektronen iiber die Liicke zu ermdoglichen.

Durch Anregung von Elektronen vom Valenz- ins Leitungsband entstehen sogenannte ,Locher”; diese
sind entscheidend fiir den elektronischen Transport.
% Fermiflichen von Metallen, Einflul der Brillouinzonen

Es sollen teilgefiillte Bénder bis Ep vorliegen. Die Fliche E(k) = Ep heiBt Fermifliche. Kann in ver-
schiedenen Béndern liegen

6.8 Fermiflichen von Metallen

6.8.1 Einflufl der Brillouinzone

Die Fermiflache ist definiert als die Fliche im E—Raum, auf der die Energie konstant ist: E(E) = Er. Diese
Fldache kann auch in verschiedenen Béndern liegen; man spricht dann von den verschiedenen Zweigen der
Fermifléiche. An der Brillouinzone gilt E(k) o« |6k|? (siehe oben). Damit stehen die Flichen konstanter Energie
(auch Fermifliiche) senkrecht auf der Zonenbegrenzung (Bragg-Ebenen). Dies fiihrt zu einer Deformation dieser
Energieflichen und damit zu einer Deformation der Fermifléiche.

DN | =

Betrachten wir beispielsweise den zweidimensionalen Fall:

2
,L’/‘ %4

XN
N
Nl

==

/

=z

N=

%
Ihv
>
S
—

7

=

ite Brillouinzone

Es gibt eine schwache Permutation, falls die Fermiflache vollstéindig innerhalb der 1.Brillouinzone liegt.
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6.8. FERMIFLACHEN VON METALLEN

1.Zweig wegen Brillouin-Eigenschaften

1.Brillouinzone

2.7Zweig

Bei Alkalimetallen (bcc) stellt man fest, dafl in drei Dimensionen die Fermifliche vollstindig in der 1.Bril-
louinzone liegt. Diese ist in der Tat so klein, daf} sie mit der 1.Brillouinzone nicht in Wechselwirkung tritt.
Damit ist die Fermifliche fast kugelfsrmig. Wenn man die Edelmetalle (Au, Ag, Cu (fcc)) anschaut, wird man
feststellen, dafl die d-Elektronen (+1s-Elektron) fiir die Fermifliche keine besondere Rolle spielen.

Hélse in 111-Richtunge

X r K
3-Valenzelektronen-Metall (fcc) beispielsweise Al (siehe ASHCROFT Seite 301)
Die Fermiflichen in Ionen sind wichtig fiir Transporteigenschaften (siehe unten). Wegen kT < Er bewegen
sich Elektronen im allgemeinen nur auf der Fermifliche auf komischen Bahnen. Damit wird die exponentielle
Bestimmung der Fermifliche mit Transport im Magnetfeld méglich (sieh unten).

6.8.2 Photoemissionsspektroskopie

Diese ist die wichtigste experimentelle Methode zur Bestimmung von Bandstrukturen.
1.) UPS: Ultraviolett
2.) XPS: Rontgen, Synchrotron

Bilder: Experiment (IBACH LUTH), Beispiel Cu: E—Abhéingigkeit iiber Winkelabhéngigkeit
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Kapitel 7

Bewegung von Ladungstrigern,
Transportphinomene

Blochwellen sind zur Beschreibung ungeeignet, weil es sich um Eigenzustéinde handelt. Wir fithren deshalb
Wellenpakete ein. Dazu betrachten wir die Mittelwerte &, ¥ mit den Unschérfen dk, dr ~ 1. Ein freies Elektron
kann durch eine Summe aus ebenen Wellen beschrieben werden:

h2k?

- h2k?
— _ — . 1o . _ _
P(rt) = Ek/ g(7) exp [1 <k: o t)] mit F o hw

Es gilt g(k') =~ 0 fiir |k’ — k| > dk. Ein Kristall-Elektron (Bloch-Elektron) kann als Summe von Blochwellen
geschrieben werden:

nl70) = D 9K o [—i <E£k)t>}

n bezeichnet man als Bandindex und %, ;: ist eine Blochwelle. k muB ,gut* definiert sein (0k < Z). Daraus
ergibt sich @ < dx < A (Wellenlénge externer Felder).

A\
5z K,,, .

A
\

7.1 Semiklassische Bewegungsgleichung, effektive Masse

Dies ist das Fundament fiir die Dynamik des Wellenpakets der Kristallelektronen. Die Gruppengeschwindigkeit
ergibt sich aus:

Te(k) = ﬁ,;Eny,;

1

Die duBere Kraft ergibt sich aus F = h4E (Quasiimpulséinderung). Die E,(K)-Fliichen bestimmen alles! Be-
trachten wir nun:

¥ Zeitliche Ableitung des Ortes:
I W
Tn = Un(k) - ﬁVkEn(k)

Der Wellenvektor ist gegeben durch:

= —C [B(R.0) + 5(F) x B(.1)]

T
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KAPITEL 7. BEWEGUNG VON LADUNGSTRAGERN, TRANSPORTPHANOMENE

% k unbestimmt modulo G:

Elektron (n, k, 7) = Elektron (n, k + G, 7)

% Keine Interbandiibergénge, n = const. (weglassen)

Die Felder sind schwach; beispielsweise gilt A > a, fiw < Bandliicke (Dynamik, Beschleunigung). Damit
gilt fiir die z-Komponente:

h

o _ 4 (10B\ 1 (0°Eydk, OB dk, 0By dk
“7dt \h ok, oKz dt ' Ok,0k, dt = Ok,0k. di

Vergleiche dies mit der klassischen Bewegungsgleichung % = L F. Betrachten wir die Komponente i:

1
“=2 (),

J

Der effektive-Masse-Tensor wird definiert mit der dynamischen Masse:

1Y L ( OB
m* ij o h2 8/4}18]6]

Kriimmung der Ej-Flichen ist entscheidend. Die Beschleunigung im Gitterpotential ist parallel zur Kraft.

Die ( L ) . -Tensoren sind symmetrisch, es ist damit eine Hauptachsentransformation moglich. In para-
m* /ij

bolischen Bandabschnitten (Oberkante, Unterkante) wird m;; unabhéngig von |k|. Sie kann aber noch
von der Richtung abhéngen.

Beispiel:

Die Bandkriimmung bei —7 ist grofier als bei k ~ 0. Damit muf} gelten:

e )] <o

Betrachten wir die Bewegung im Ortsraum mit F = —657 wobei das elektrische Feld E konstant sein
soll. Auflerdem gelte k& > 0 = const., wobei das Teilchen bei x ~ 0 starten soll:
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7.1. SEMIKLASSISCHE BEWEGUNGSGLEICHUNG, EFFEKTIVE MASSE

[FAWA

Die Kristallelektronen oszillieren bei konstantem elektrischen Feld! Man bezeichnet diese Schwingungen
als ,,Bloch-Oszillationen“. Wir machen folgende Abschéitzung: Bei der einmaligen Bewegung durch die
Brillouinzone gilt:

2 eE

Ak ="="At
a h

Hierbei ergeben sich folgende Resultate:

'
t

* Die Ostzillationszeit At bei E =~ 100 % betréigt etwa 200 ms. Die mittlere Geschwindigkeit T liegt in
der GroBenordnung von der Fermigeschwindigkeit 106 bt

* Es gilt dz =~ 6% ~ 10 cm!

% Bei kleinen Proben miifite die Leitfahigkeit unendlich grof sein und bei groen Proben gleich 0. Dies
ist aber NICHT so!

Bei realen Materialien betragen die Stofizeiten 10712 — 10~ !4 s! Damit ergibt sich éz ~ 1 ym bis 10 nm.
StoBle sind entscheidend fiir das Versténdnis von Transportphinomenen. Blochoszillationen werden in
speziell priaparierten HL-Heterostrukturen beobachtet. Ladungstransport in Banden, Elektronen und
Locher

Der Strombeitrag der Kristall-Elektronen zwischen k und k + dk betrégt:

- e 3

Der Vorfaktor ergibt sich durch die Dichte ﬁ im E—Raum, wobei zwei Spinrichtungen beriicksichtigt

werden miissen. Damit gilt fiir die Stromdichte:

z € T e - o
=13 0(k) &’k = —— E(F) d®k
J 473 / u(k) A3 / Vi E(k)

E besetzt k, besetzt

- - -

Mit E(k) = E(—Fk) ergibt sich #(k) = —#(—Fk) und damit j = 0 ohne Feld. Mit Feld ist fiir alle k — k+ 0k
der Zustand stationéir wegen Stoflen. Bei vollen Béandern bleibt die Kompensation perfekt. Es ergibt sich
7 = 0, womit ein Isolator vorliegt. Bei teilgefiillten Béndern ist die Kompensation unvollstdndig; dann
gilt 7 # 0 und es findet Ladungstransport statt.

- € TN 137 € T\ 13 —/ 7\ 13 _ de 7\ 13
k, beliebig BZ leer k, leer
—_———

=0

Es handelt sich um besetzte Zustdnde mit positiver Ladung. Diese Quasiteilchen bezeichnet man als
Defektelektronen oder auch Locher. Dieses Konzept ist hilfreich bei fast vollen Banden in Halbleitern.
Betrachten wir nun die Eigenschaften von Lochern (,holes“): Ein Loch ergibt sich durch ein volles Band
minus 1 Elektron bei Ee.

> F=0
besetzt
Im Elektronenband gilt dann:

> E--F.

besetzt
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KAPITEL 7. BEWEGUNG VON LADUNGSTRAGERN, TRANSPORTPHANOMENE

1.) Quasiimpuls kp = —ke.

Dies entspricht einem besetzten Loch im Lochband. Je tiefer EE(E) des entfernten Elektrons ist,
desto hoher ist die Energie des Systems.

-, -

2.) Energie Ep, (k) = —FE.(k)

Licherbinder Elektronenbinder
A A /o/
E, \"\
Dieses Loch hat kn
Eigenschaften

dieses Bandes

\O\ ke > Ehv

% Gruppengeschwindigkeit:
Aus 6kEh(k;) = ﬁkEe(k;) ergibt sich ¥y = .
% Effektive Masse: mj = —m;

% Bewegungsgleichung:
a.) Elektron:

hd(ie =—¢ (E—i-?_fe X é)
b.) Loch:
hdd]_? :+6(E+Uh XE)

7.2 Elektrische und thermische Leitfahigkeit

Historisch: DRUDE hat sich hier um 1900 Gedanken gemacht. Elektronen kann man als klassisches Gas behan-
deln, fiir welche die MAXWELL-BOLTZMANN-Statistik gilt mit vy, Wogei Ty, = 0 ist. Es finden hierbei viele
Stofe statt, wobei die mittlere Stozeit 7 ist. Fiir ein elektrische Feld E ergibt sich:

dv 7%

at m
Nach jedem Stof gelte v = 0. Damit ergibt sich:

1.) Driftgeschwindigkeit:

—ek
Vp = ¢ 7—:—uE
m

1 ist hierbei die sogenannte Beweglichkeit.

2.) Stromdichte:

. ne-t
j=—envp,=—— F
m

Diese Konzept ergibt eine verniinftige Ubereinstimmung mit dem Experiment; dies ist aber falsch!
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7.2. ELEKTRISCHE UND THERMISCHE LEITFAHIGKEIT

7.2.1 Sommerfeldmodell

Fiir freie Elektronen nach dem Pauliprinzip gilt:

B2 k>

. = hk

Damit folgt eine duflere Kraft mit hk = F
i A
Y

Es liegt damit ein Ungleichgewicht vor, womit eine Streuung in freie Zusténde nach ,hinten“ stattfindet. Es
ergibt sich ein ,Stillstand“ nach 7. Fiir stationére k gibt es eine kleine ,,Schicht* 20k (vorne ©, hinten @),
welche nicht kompensiert wird. Ein Strom entsteht durch wenige, aber schnelle (v) Elektronen. Was ist nun
aber 77

7.2.2 Boltzmann-Gleichung, Relaxationszeit

Die Verteilungsfunktion der Elektronen im Gleichgewicht fo(E(k)), fo(k) wird durch die Fermiverteilung be-
schrieben. Gesucht ist letztlich die Nichtgleichgewichtsverteilung f(k, 7, ). Das LIOUVILLE-Theorem besagt,
dafl die Dichte im Phasenraum ohne St68e erhalten bleibt:

—

f (E) +dk, 7+ A7t + dt) = f(k,7 1)

Bei kleinen Anderungen kénnen wir eine Linearisierung der Funktion (TAYLOR-Reihe) durchfiihren:

afdlﬁ——fd + = o

Pk dyr dryt 4+ de) = f(kr,t) = Z o 5

dt=0

Mit Stoflen mufl man einen Korrekturterm einfithren.

fdk+—fd +—fdt (8f) dt
streu

ok g It ot
pof o0f of (0f
ME T TR Tar o

Diese ist die BoLTZMANN-Transportgleichung. Der erste Term ist der Streuterm, der zweite der Diffusionsterm,
der dritte der StoB-Streuterm. Der Stofiterm bei der Streuung von k — k' (und riickwirts) ist eigentlich
kompliziert. Infolgedessen macht man pauschal einen sogenannten Relaxationsansatz

OF(F)\ _  f(R) = folk)
ot y (k)

wobei 7 die sogenannte Relaxationszeit und 7~ die Streurate ist. Die Anderung ist praktisch proportional zur

Abweichung von einem Gleichgewichtszustand fo(E). Damit ist die zeitliche Variation proportional zu exp (—f)

nach einer stufenférmigen Anderung. Diskutieren wir an dieser Stelle den Ladungstransport, insbesondere die
elektrische Gleichstromleitfihigkeit:

* Stationdrer Zustand:

Die explizite Zeitabhéngigkeit von f féllt hier heraus, also gilt % =

3 Diffusionsterm ist vernachléssigbar insbesondere bei Metallen
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KAPITEL 7. BEWEGUNG VON LADUNGSTRAGERN, TRANSPORTPHANOMENE

Damit folgt mit k= f%eE:

—EE_ﬁkf(k) _ f(k)T(k§o(k)

h
Hiermit ergibt sich eine kleine Abweichung von fy(k):
er(k)
h

flk) = fo(k) + EVyf(k)

Hieraus ergibt sich die linearisierte BOLTZMANNgleichung:

et (k)
h

Vi fo(k) entspricht den Grad der Gleichgewichtsverteilung statt dem Grad der tatséichlichen Verteilung. Scheu-
en wir uns die Stromdichte an:

/ (k) f (k) A3k

1.BZ

f(k) = fo(k) + EVy fo(k)

e

1=

Der Beitrag der Integration iiber fy ergibt Null. Weiterhin betrachten wir den einfachsten Fall E= (E.,0,0).
Dariiber hinaus nehmen wir an, daf8 ein isotropes Material vorliegt, daf also j, = j. = 0 gilt.

Ofo(k) _ 0fo(k) OF

Ok, OE 0Ok,
~~

=hv,

Damit ergibt sich nun:

e’ E, 9 %

_ 3
3 vy7(k) 5E d°k

.j:c:

A
Jo dfo

oF

> »
Ep E E

Es gilt also 22 ~ —§(E — Er) und d*k = dk, dSp = +4L£dSp:

v

2

. 2
_Jz e vz (kr)
7= E, 47r3h/ v(kp) 7(kr) dSp

dSr ist hierbei ein Flidchenelement auf der Fermifliche. Hier ist zunéchst zu Ende wegen T(E r). Der einfachste
Fall ist:

% Pauschal 7(Er) (ZIMAN: ,Einzige einfache Losung*)

* Beispielsweise kugelférmige Fermifliche:
02
v: = 5 und /dSF = 47k,

Hieraus folgt dann fiir diesen Fall:

1
o= §e2D(EF)v12,T(EF)

Dies bezieht sich ausschliefllich auf Elektronen an der Fermikante. Mit D(Ep) = %;—F, kp = (37%n)2

und Er = %m*vi konnen wir diesen Ausdruck weiter umformen:

TL62

m*

m(Er)

g =

Dieses Ergebnis erhielt auch DRUDE mit einer viel einfacheren Betrachtung. Beispielsweise erhélt man
fiir Kupfer Cu bei 300K mit 7 ~2-107'*s, v, ~ 1,6 - 108 = eine Weglénge von | = v, - 7 ~ 30 nm. Bei
4K folgt aus 7 ~ 2-10% s ein Wert von [ ~ 0, 3 cm. Dies ist ein Widerspruch zur Berechnung von DRUDE,
welcher I < 10 A erhielt.
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7.2. ELEKTRISCHE UND THERMISCHE LEITFAHIGKEIT

Die Ursache von 7 und 7(7') sind Streuprozesse durch Defekte, Phononen und Elektronen.

1)

[N}
N

Elektron-Elektron-Streuung:

Da viele Elektronen vorhanden sind, kénnte man vermuten, dafl diese Art der Streuung sehr wirkungsvoll
ist. Dies stellt sich jedoch als Irrtum heraus aufgrund des Pauliprinzips. Betrachten wir beispielsweise
zwei Kristallelektronen:

ky

@

l »
kg

a.) Energiesatz: Ey + Fy = E] + E},
Es sei Elektron @ oberhalb von Ep, also gelte £y > Erp und Ey < Ep. Nach Pauli mufl dann
E} > Er und E} > Ep gelten und damit FEy + Ey > 2Ep. Mit By — Ep ~ kT <« Ef folgt
FEy < Ep. Elektron @ kommt aus der diinnen Schale % des gesamten Raums.

b.) Quasiimpuls: I% + Eg = l;’l + E/Q + (_j, wobei wir wegen Vereinfachung G ~ 0 setzen

Fiir den Impuls gilt ky — /% = E’Q — Eg, wobei Elektron @ in die diinne Schale % iibergeht.

Es ergibt sich der Streuquerschnitt
kpT\?
Oe—e E7F Osir,0

wobei o, , der Streuquerschnitt fiir ein festes Ion ist. Bei 1 K gilt 0o = 10_1005”.,0; pro 10?2 Elektronen
sind also 10*® geladene Defekte vorhanden. Diese Anzahl ist im allgemeinen sehr klein und daher wird
dieser Streuprozef sehr unwichtig (in Schwerfermion-Systemen gibt es T?-Abhingigkeit).

Defektstreuung:

Diese ist im allgemeinen statisch; das heifit, es handelt sich um eine elastische Streuung. Da die Energien
gleich bleiben, gilt |k'| ~ |k| und fir den Impuls &' = k + K, wobei K beliebig ist und sich aus den
Gittereigenschaften ergibt.

/&

ok

Phononenstreuung:

Fiir die Energie der Phononen gilt £, < kT < Ep und damit folgt K| ~ |k|. Es sind somit nur

Zusténde in der Ndhe der Fermifliche beteiligt mit K =k+ q+ G , wobei ¢’ die Phonon-Erzeugung bzw.
-Vernichtung beschreibt. Der Normalprozef} ist der mit G = 0.

a.) Hohe Temperaturen: ¢ ~ z (GroBe Streuwinkel)
a

b.) Tiefe Temperaturen: g < T (Kleine Streuwinkel)
a
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KAPITEL 7. BEWEGUNG VON LADUNGSTRAGERN, TRANSPORTPHANOMENE

Dieser Prozef} ist wichtig aufgrund des grofien Impulsiibertrags. Bei kleinem ¢ ist ein minimales ¢ erfor-
derlich. Dies ist abhingig von der allgemeinen Form der Fermifliche und Brillouinzone.

7.2.3 Temperaturabhingigkeit der elektrischen Leitfihigkeit
A

Jmega
cm

1012 reines Kupfer

1010 x %

10°

10

107

6 Manganin (86% Cu + 12% Mu + 2% Ni)

10 -_

»
1000 T[K]

T(kp) ist temperaturabhéngig und unabhingig von Streumechanismen:

1 1 1
i +
T TDef TGitter

Der effektive Widerstand ist gegeben durch:

* m*

0=20p+ 0c =

ne?r,  ne?rg(7T)

Man bezeichnet dieses Verhalten auch als Mathieusche Regel. g, ist ein Maf} fiir die Reinheit des Materials.
Fiir T +— 0 gilt 75 — oo und ¢ = g, ist der Restwiderstand. Auch das Restwiderstandsverhiiltnis (Residence
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7.3. THERMISCHE LEITFAHIGKEIT VON METALLEN

Resistance Ratio) 1224020?) ist ein Maf fiir die Reinheit. Fiir Metalle ist ein Wert von 10~3 typisch und fiir

Legierungen, amorphe Metalle ein Wert von ~ 1. Hierbei ist der Phononenbeitrag unwichtig.

Die Temperaturabhéngigkeit durch Phononenstreuung bei hohen Temperaturen (T > ©) ist l;ll =n-08t, WO-
bei n fiir die Phononenzustandsdichte steht, welche proportional zu T ist. ogs- beschreibt den Streuquerschnitt
bei der Streuung an Debye-Phononen; diese Zahl ist temperaturunabhéngig. Damit gilt fiir die Leitfdhigkeit
0 o< 7¢ < T~ und g oc T. Bei tieferen Temperaturen (=~ 10K) liegt eine stirkere Temperaturabhiingigkeit von
Npp, und o, vor, weil wpp, dominant ~ T'; das heifit, der Streuwinkel wird klein. Nach viel Rechenaufwand erhélt
man:

/o) 5
Ta X (T)

Diese Beziehung nennt man BLOCH-GRUNEISEN-Gesetz.

7.3 Thermische Leitfahigkeit von Metallen

Wir fiihren als erstes ein Vergleich mit Isolatoren (das heifit nur Phononentransport) durch. Die Erfahrung
zeigt, daB8 bei hohen Temperaturen A. > Ay, gilt. Ein Metall leitet die Warme also besser als ein Isolator.
Bei tiefen Temperaturen gilt Ae; > A, wegen Cy o o T, Cy, e o< T2, Mit der kinetischen Gastheorie findet
man Ay = %C{}lvl. Betrachtet man nur die Fermifléche, so gilt:

B 171’271]@%71

- 2
3 moi

Ael ’UFl

Wir vergleichen dies mit der elektrische Leitfdhigkeit:

Ag 7Tj kg
o 3

2
> T=LT
e

Man bezeichnet dieses als WIEDEMANN-FRANzZ-Gesetz. L ist die LORENZz-Zahl, fiir die L = 2,5 - 1078 % gilt.

Handelt es sich hier um eine universelle Konstante? Dies ist bemerkenswert, aber nur sinnvoll, wenn gleiche
Streuprozesse bei 7 fiir o und bei 7 fiir A wichtig sind. Man stellt fest, daf fiir Cu gilt:

A const. ~ L fir T > 100K

const. < L fur T <10K

Dazu betrachten wir die elektrische Leitfihigkeit:

»
[
0k mit E-Feld
F(k) = folk + 6k) = fo (E(E) + eTﬁ(E)E) mit ok = % und §E = %51@
Dies ist die linearisierte BoLTZMANNgleichung.
A
f(E) f(E)
fo fo
f > f >
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f behélt die Form. Besonders effektiv bei der Streuung sind die sogenannte , horizontalen* Streuprozesse, bei
denen der Impulsiibertrag gerade wichtig ist.

warm | Probe |kalt
Elektronen von warm — kalt Elektronen von kalt — warm
A A
f(E) f(E)
Jo Jo
/ /
» »
F FE

Hier sind sogenannte ,vertikale* Streuprozesse wichtig mit Energiebeitrag (inelastisch), wobei der Impulsbei-
trag unwichtig ist. Wir betrachten die BOLTZMANNgleichung fiir den thermischen Transport mit Diffusionsterm
statt Feldterm:

F(T) = fo (T = 78R)VT) = fo(T - oT)

Die Elektronen sind ,,warme* oder , kélter* je nach Flugrichtung bezogen auf den Gradienten der Temperatur
VT.

7.3.1 Thermoelektrische Effekte

Fiir die BOLTZMANN-Gleichung gilt:

J(E) = fo(R) + 57V f — 70V f

Mit dem Relaxationsansatz kann man diese linearisieren:

F(R) = folk) + STEVfo — Lo ss

h oT
Man erhélt also:
. e > 5,0fy OT
e =0b, — — k 2. —
Je =0 = [ TR Gr - By

Dies hatten wir abgeleitet mit Er = const. (ortsunabhiingig). Dies ist in Ordnung bei Metallen; im allgemei-
nen kann jedoch Ep = Ep(F) bei g—g # 0 gelten. Dies ist insbesondere bei Halbleitern der Fall, wenn die
Elektronendichte und die Fermienergie klein sind. Allgemein kann man schreiben:

T 1=
je =0E. + L2, (g@) mit B, = E, + EVEF(F)

Es gibt damit immer eine Kopplung des Warmestroms mit dem elektrischen Transport.
J=L"E + L'*(-VT)

jQ =L*E + L22(—§T)

L¥ sind die Transportkoeffizienten; es handelt sich im allgemeinen um Tensoren.

7.3.2 Seebeck-Effekt
Metall

%;
U
Mit 7 = 0 erhalten wir:

L2or 0T
_L?or _ o

Ee=1mg; = %0
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7.4. ELEKTRONENBAHNEN IM MAGNETFELD

S nennt man absolute Thermokraft innerhalb eines Metalls.

1 2 0
U:/Ede+/EAdx+/Ede
0 1 2

1 2 Ts
oT oT
U:/Sgadx+/SA%dI:/(SA*SB)dT
2 1 T
7.3.3 Peltier-Effekt
B
Q1 ) ) Q2
> \ T / >
A 5
Batterie

Man legt hierbei ein ,,Sinus-Material“ durch. (Bei einem Leiter spricht man von einem freien Sinus-Material;
durch Verzweigung entsteht ein Kosinus-Material.) Es gelte - = 0 und wir erhalten mit j = L''E, j, = L*'E:

L21
jazﬁjzﬂ'j

7 ist der PELTIERkoeflizient.
a.) An Punkt @ Wirmesenke: (7, — 75)j = Q1 (wird kélter)

b.) An Punkt @ Wirmequelle: (7, — 75)j = Q2 (wird wirmer)

7.4 Elektronenbahnen im Magnetfeld

Auf Flidchen konstanter Energie — insbesondere auf der Fermifléiche — gilt (semiklassische Beschreibung):
Ak —e /= - -

Sp— LNl B)

a = 7 (VeE® >

Es gilt somit ¥ L B und L V,E(k). Damit ist E konstant.

BZ ViE 4?/
O OB

Elektronenartige Bahnen Lochartige Bahnen Offene Bahnen

T~ >~ _
~_ -

= Geschlossene Bahnen im k-Raum
= Geschlossene oder Spiralbahnen im Ortsraum

Aus mo = e(7 x B folgt fiir Kristallelektronen:

k. —e /= - -
=27 (VeB(R) x B)
at ~ w2 (Fe(F) =

Dak L Bund k L ﬁkE ist, gilt F = const. Elektronen bewegen sich damit auf Flichen konstanter Energie
im k-Raum (insbesondere auf Fermifléche). Bei geschlossenen Bahnen im k-Raum bewegen sich die Elektronen
auf geschlossenen oder Spiralbahnen im Ortsraum.
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KAPITEL 7. BEWEGUNG VON LADUNGSTRAGERN, TRANSPORTPHANOMENE

dS = dk, vdk

Die Umlaufzeit betragt dann:

dk

- fue i f

Der Nenner des Bruches beschreibt die wirksame v-Komponente.

_dE

(VeB®) = 3

Hieraus folgt, dafl die im k-Raum eingeschlossene Fliche energieabhéngig ist:

_ s
~ eBdE

Beispielsweise folgt fiir freie Elektronen:

h2k>
T 2m

2 * 2
7S:7r1€2:>§:h—undT:%Tm mit m* W7 dS

E _ds
dE _ 27m B ™= 9 dE

Fiir die Zyklotronfrequenz gilt w. = an:

Die Zyklotronmasse m* ist definiert fiir einen ganzen Umlauf. Damit fithren wir ein Experiment zur Bestim-
mung von Fermiflichen an, ndmlich die Mikrowellenabsorption im B-Feld:

Elektronenbahn

Die Eindringtiefe ist kleiner als der Bahndurchmesser. Es findet eine Absorption statt, wenn wy, = pw, =
pfﬁ , wobei p eine ganze Zahl, w,, fest und B variabel ist. Absorption findet statt, wenn gilt:

m*wyr 1
o<

B = -
pe p
Im Experiment g—g, um Untergrund los zu werden
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7.5. QUANTENMECHANISCHE BEHANDLUNG, LANDAUNIVEAUS

dR
dB

1.) Resonanzen
Nur £~ Ep ~ kT

2.) Extremalbahnen

Viele Elektronen sind phasengleich.
viele Elektronen phasengleich

/7
Solche Bahnen tragen
& nur zum Untergrund bei

3.) weT > 1, mehrere Umliufe

Bei tiefen Temperaturen entstehen in reinen Substanzen hohe B-Felder. Wir diskutieren kontinuierliche
Variation von k, dabei hatten wir aber bisher diskrete Werte k;, k, und k..

7.5 Quantenmechanische Behandlung, Landauniveaus

Wir betrachten die Eindeutigkeit der Wellenfunktion beim Umlauf. Das B-Feld sei gegeben durch B= (0,0, B)
und die Bewegung in z-Richtung sei an die Bewegung in y-Richtung gekoppelt. Wir wissen aus der theoretischen
Physik, daf§ k; und k, keine guten Quantenzahlen sind. Die Schrédingergleichung fiir ein freies Elektron im
Magnetfeld lautet dann:

1 I . - .
= (—ihV + eA) W = Ev mit B = rot A wobei A = (0, Bz, 0)

P S T — —Y =0

Ox? + 022 + Oy + h v

Wir machen einen Ansatz nach LANDAU: ¢ = ¢(z) exp[i(kyy + k.z)] und fiihren folgende Koordinatentrans-
formation durch:

B RE2 Rk, eB

T =T+ — Weg = —
2m ' eB’ m

0%y 0% <8 ieB:z:>21/}+27;;E

E=F

Daraus ergibt sich dann eine Gleichung fiir ¢:

2
¢ + 2m {E’ — ;mwfx’ﬂ ¢»=0

Ox'? h

Hierbei handelt es sich um die Differentialgleichung eines linearen Oszillators mit der Eigenfrequenz w.. Das
. . hk R .
Zentrum liegt bei zg = —7 und die Eigenwerte sind gegeben durch:

1 21.2
E:(l—l—)hwc—i—hkz mit [ € N
2 2m

Die Subbénder heiflen LANDAUniveaus.
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KAPITEL 7. BEWEGUNG VON LADUNGSTRAGERN, TRANSPORTPHANOMENE

oA

ohne Spin | mit Spin

Die Bahnen sind anschaulich Kreisbahnen im Ortsraum:
x = xo + rsin(wet), y = yo + r cos(wet)

Die Energie betréagt

1 1
imwcrl = <l + 2) hwe

und damit ergibt sich die eingeschlossene Fliche

2rh 1
— 2
Al—ﬂ'rl—(2l+l)e x

Im k-Raum liegen auch Kreisbahnen vor:
m\ 2 1\ 2mw
B=rak=(T) (@ +i) = (z+> 2mwe
crh = (7)) G =)

2,2
wery

Fiir die Flache gilt:

1\ 2meB
Slzwk?:(l—i—) " xB

2 h

Die Quantisierung wird gefindert von k., k, — k7.

ky

jeh= EL2B Zustande
n

Betrachten wir eine dreidimensionale Veranschaulichung mit k,:
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7.5. QUANTENMECHANISCHE BEHANDLUNG, LANDAUNIVEAUS

Die LANDAU-R6hren sind besetzt bis Er. An dieser Stelle wgll;nowir den DE HAAS-VAN ALPHEN-Effekt:

A 2 Dimensionen A
D(E) D(E)
B#0
—B =10
B=0
» »
1 2 3 E
hwe
Besetzung bis Fr
A A
E
EF ___________ Tleer tellgefuﬂt
 p—— voll _lvoll
- > >
B=0 By #0 By #0
So, daB alle LANDAUniveaus voll oder leer | Etwas grofler als By
Innere Energie Uy | Uy = Uy (selten) Us > Uy (,Normalfall“)

Der seltene Fall U; = Uy passiert immer, wenn Ep(B = 0) = (l + %) hwe =~ p - hw.

he B

p:

Mit U verkniipft ist die spezifische Wiarme und die elektrische Leitfihigkeit. (SHUBNIKOV-DE-HAAS-Oszillationen)
Die Magnetisierung ist gegeben durch:

oU
M=-35

DE-HAAS-VAN- ALPHEN-Effekt

U(B)

Uo

»
1 2 3 4 Zahl der besetzten LAUNDAUniveaus
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Kapitel 8

Halbleiter

¥ T = 0: Das ,,Valenzband“ (VB) ist vollstindig besetzt und das ,Leitungsband*“ (LB) vollstéindig leer.

Der Halbleiter ist isolierend.

% T # 0: Thermisch aktivierte Ladungstréiger

8.0.1 Bandstrukturen
1.) Direkte Halbleiter:

A
E(k)
Leitungsband
E, »
k
Valenzband
2.) Indirekte Halbleiter:
Leitungsband
E, >
k
Valenzband
Beispiele:
H He

Li | Be | B C | N|O|F|Ne
Na | Mg | Al | Si | P | S

Ca | Ga | Ge | As | Se
Sr In | Sn | Sb | Te
Pb

Fassen wir einige Eigenschaften in folgender Tabelle zusammen:
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KAPITEL 8. HALBLEITER

Element \ E, (T ==) \

Si 1,17eV indirekt
Ge 0,75eV indirekt
GaAs 1,52eV direkt
InSb 0,24eV direkt
CdS 2,58 eV direkt
Te 0,33eV direkt
GaP

8.1 Intrinsische (undotierte) Halbleiter

D(E)

Valenzband

Leitungsband

Ey Er, E

3
*) 2
Dv(E = (271_2733 vV EV — FE fur F < EV

Dy (E) =

253 \/E Ep fur E > Ey,

my und my, sind die effektiven Massen von Lochern bzw. Elektronen. Die Ladungstriigerkonzentration ergibt
sich aus

n:/DL(E)f(E,T)dE und p = /DV(E) (1-f(E,T))dE

— 00
mit der Fermi-Verteilung

1

~oxp [~ E—H)
f(B,T) = eXp(”)H~ p( kBT)

Dies gilt fiir verniinftige Temperaturen. In der N&herung handelt es sich hierbei um ein klassisches Gas;
wenige Elektronen und Lécher sind angeregt, ,nicht entartet. Wir bestimmen das chemische Potential aus
der Elektroneutralitat n = p:

3
2

—BY o (2my)? u /°° E _
7r2h3 /\/E ELexp( T > dE = 9213 exp<kBT> vV E— Epexp kBT dE =
Er

—9 m;kBT ie _EL—/L
4\ o2 A

Analog gilt:

—9 m;kBT % EV — K
P=2\T2mnz ) P\ ThpT
Aus n = p erhalten wir:

E;+FE m}
uerSkBTln( P>
4 mx

2

n
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8.2. DOTIERTE HALBLEITER

\@ktronen B
»

Ey Ep E
"

Beispielsweise gilt fiir GaAs:

* m* mk ..
my, _ 0,067, p,schwer _ 07457 p,leicht _ 07082
m m m
*
™p 10, In(10) ~ 2,3
my
Bei 300 K gilt:
3

ZkBT 2,3~ 45meV < E; =1,52eV
Somit ist die obige BOLTZMANN-N&herung in Ordnung. Betrachten wir nochmals die Konzentration der La-
dungstréger:

x x5 kgT 3 Er — By
n-p= 4 (mnmp) W exp 7@771

s (kT E
n=p=2 (mflm;) 4 <27]fh3) exp (_2k;T> o« exp(T) mit E, = Er, — Ey

Fiir Silizium Si gilt zum Beispiel bei 300 K, dafl E; = 1,12eV ist. Damit erhalten wir nntrinsisch = 1, 5-1010 ﬁ;
Si ist damit untauglich fiir Halbleiter-Bauelemente.

8.2 Dotierte Halbleiter

Donatoren Akzeptoren
beispielsweise P(V) in Si(IV) beispielsweise B(III) in Si(IV)
I s N R I s N
— Si—* Si— Si— Si—\r\ Si— Si74 Si— Si— Si—\r\ Si—
|/ Y Y
— Sit— Si— Si—Si— Si+— Si Si—|Si—
LT |/
\\ // . . \\ . . . // .
— Si—xSi— Si—8Si 7~ Si— Slﬁ\?l— Si— Sl/—/— Si—
R S T G R I A I

— Si—Si—Si—Si—Si—Si—Si—Si—Si—Si—
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KAPITEL 8. HALBLEITER

Die Energieniveaus sind wasserstoff-artig:

m*e? 1
n — EEEEEEENE) 72

2 (4mege, h)® 1
—_——

K ERyppera=13,6 eV

Es gilt m;, < m, my <... < mund &, > 1, womit das Coulombpotential abgeschirmt wird.

A

E l n-Halbleiter p-Halbleiter
E EL EL
o v
" 5,
Ey By Ey
2 /
—_—> _—>
Ort Ort
Beispiele:
E; sei in meV angegeben:
Donatoren | P As Sb
in Si 45 49 39
in Ge 12 13 10
Auch hier ist E, in meV angegeben:
Akzeptoren B Al Ga
in Si 45 57 65
in Ge 10,4 10,2 11
Es gilt E,, Eq = kT bei 300K 4 4—10 eV. Dies fiihrt zu einer thermischen Ionisierung. Diese Diskussion ist
nur giiltig bei kleinen Dotierkonzentrationen (< 10'¢ ﬁ) Bei hoheren Konzentrationen kommt es zu einem

Uberlapp der Wellenfunktionen der Dotieratome (= Donatorband, Akzeptorband). Die Abschirmung ist dann
so stark, daB kein gebundener Zustand mehr existiert. Dies fithrt zum Mott-Ubergang. Das chemische Potential
im Storstellenband (T — 0) zeigt metallisches Verhalten (o # 0 fiir T = 0). Die BOLTZMANN-N&herung (siehe
oben) ist nicht erlaubt. Es liegt ein entartetes Elektronengas vor.

8.2.1 Ladungstrigerkonzentration in (teilweise kompensiertem) n-Halbleiter

A
E

W(T =0) = Ep — Ep (777777
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8.2. DOTIERTE HALBLEITER

A
log(n)
By
xexp | —
FPN Tk, T
(~5ur)
oxexp | —
intrinsisch 2kpT
i X exp _Ea
Erschopfung : kT
|
Reserve i
|
|
]
>
1
0 A T
E
K i Ey
Ep V4
Hintrins
By
>
1
T
Die Ladungstrigerkonzentration kann experimentell mittels des HALLeffekts bestimmt werden:
pug —npn o er
Ry = ——————— mit den Beweglichkeiten j, pn = —
e (prp + i) m

Sowohl n als auch p tragen bei! Ublicherweise dominiert eine Sort im Erschopfungsbereich:
1 1

Ry ~ —— oder Ry = —
ne pe

Damit ergibt sich die elektrische Leitfahigkeit:

’I’L@QTn peQTp
g = —_—

* *
mk my

Die Temperaturabhéngigkeit wird dominiert durch n(T") und p(T'). pinp X Tnp(T) ist schwach temperatu-
rabhéngig.

% Tiefe Temperaturen:

Aufgrund der Streuung an ionischen Storstellen gilt p o< T3.

% Hohe Temperaturen:

Durch die Streuung an Phononen liegt die Abhéngigkeit p o< T =3 vor. Dies ist sichtbar im Erschopfungs-
bereich.
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KAPITEL 8. HALBLEITER

8.3 Inhomogene Halbleiter
8.3.1 p-n-Ubergang

p-Leiter n-Leiter
A A
log(p) log(n) Majoritdtsladungstriager diffundieren in das jeweils andere
p Gebiet und treten dort als Minoritiatsladungstriger auf.
n

U Storstellen.

QT
‘ m > Die Raumladungszone entsteht durch verlassene, ionisierte

VT
/ » Es entsteht eine Diffusionsspannung. Das E-Feld fithrt zu
/ Vp einem Feldstrom, der den Diffusionsstrom beeinflufit.
Y

8.3.2 Banderschema

/, /,

EL EL
1
Ep
n- und p-Typ getrennt
E4
7
EV’ EV

n- und p-Bereich sind in Kontakt. Das chemische
Potential wird durch Diffusion ausgeglichen und die
potentielle Energie der Elektronen im p-Bereich um
eVp angehoben (,Bandverbiegung®).

Im p-Bereich gibt es auch wenige (!) Elektronen. Sie werden im Grenzschichtbereich ins n-Gebiet abgesaugt,
durch thermische Anregung aber nachgeliefert. Es entsteht ein Generationsstrom I, ¢. Ein Ladungsausgleich
findet statt durch Elektronen aus dem n-Bereich, welche eVp iiberwinden kénnen. Diese rekombinieren im
p-Bereich mit den Lochern, was zu einem Rekombinationsstrom I, g fithrt. Im thermischen Gleichgewicht gilt
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8.3. INHOMOGENE HALBLEITER

mit der dufleren Spannung U = 0:
I, r(0)+1,c(0)=0

Und analog fiir Locher:

I, r(0)+ I, c(0) =0

Bei duflerer Spannung U # 0 féllt U {iber der ,, Verarmungsschicht“ ab. Es gilt U > 0, wenn sich der Pluspol
am p-Bereich befindet (Definition!).

1.) Fall U < 0:

Der Rekombinationsstrom fiir Elektronen aus dem n-Gebiet ist proportional zu exp <

e(Vb + IUI))
kgT '

U U
I,,,r(U) = const. exp(—eVp) exp <_;|BT|) =TI, r(0)exp (— Z|BT|)

Der Generationsstrom bleibt unverindert:
In,G(U) = n,G(O) = In,Gg = _In,R(O)

Der resultierende Elektronenstrom ist daher:

IL,=1,¢ {1 — exp <Z|BU;>}

Es gilt immer I,, < I, g.

2.) Fall U > 0:

Die Potentialschwelle ist kleiner und damit der Rekombinationsstrom fiir Elektronen I,, r(U) grofer.

U
1, = InyR(U) + In,G(U) = an(O) exp <e) + In,G

kT
eU
In = —in,G (exp (kBT) - 1)

Er steigt also exponentiell mit U an.

Eine analoge Betrachtung 148t sich fiir den Locherstrom durchfiihren:

I=(,¢c+1c) (1—exp<—eU|)) fir U <0
s s kBT

I=—(Ihg+1Ipc)|exp U —1) fir U >0
5 5 kBT

Die Strom-Spannungs-Kennlinie sieht folgendermaflen aus:
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KAPITEL 8. HALBLEITER

A
I

Durchlafstrom

Lo+ 1) U

Sperrstrom

8.3.3 Anwendungen des p-n-Ubergangs
% Gleichrichter

¥ Solarzellen

% Photodiode (Sperr-Richtung, Photon erzeugt Elektron-Loch-Paar)

¥ Leuchtdiode (DurchlaB-Richtung, strahlende Rekombination an geeigneten Rekombinationszentren)
% Laserdiode (=~ Leuchtdiode mit Riickkopplung)

% Transistor (pnp- oder npn-)

8.4 Halbleiterheterostrukturen

Halbleiter A “Halbleiter B

/,

Ep A

/

Ly

E

g

E

EV 4 EV Y
AN

Ein A-B-Kontakt kann hochprizise durch Epitaxie hergestellt werden. Die Gitterkonstanten sind sehr (!)
dhnlich und die entstehende Bandstruktur hingt von der jeweiligen Austrittsarbeit ab.

4 LLBLA

B A
L L Ll LSS . R

L L /S S s LSS

S22

- S

Beispiel:

Eine mogliche (niitzliche Heterostruktur) ist folgende:
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8.4. HALBLEITERHETEROSTRUKTUREN

A

n-dotiert B

I

undotiert

7
. |::> -
W J

Ahnlich bei Metall-Oxid-Halbleiter-Grenzfliiche (MOS). Dann liegt ein Elektronengas in diinner (zweidimen-
sionaler) Grenzschicht vor (Quantenfilme, Quantum Wells).

+

E, +

:LL P
z
Die Zusténde in z-Richtung sind quantisiert (x, y wie gehabt).

A
owEy In 3 Dimensionen

'

e 2.Subband

/
/
/

/
i
I
|

/" |1.Subband

»

£y,

E

Elektronen sind hochbeweglich. In undotierten Halbleitern sind geladene Donatoren raumlich getrennt. Dies

wird auch 6fter durch modulationsdotierte Ubergitter ermdglicht:

M M A

st

I

=
77

S 2

=<
%

N

77

N
77

AN A4
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KAPITEL 8. HALBLEITER

8.4.1 Halbleiter-Injektions-Laser
p—GaAs

8.5 Quantenhalleffekt

Betrachten wir folgende HALLgeometrie:

l

<Ez> _ < Oua me) <Jz>

Im Gleichgewicht gilt j, = 0. Der spezifische Widerstand in Langsrichtung lautet:

E, m*
Ogx = —— = 3
Jz nest

Fiir den Quer- und HaLLwiderstand gilt g,y = L

ne’
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8.5. QUANTENHALLEFFEKT

8.5.1 Zweidimensionales Elektronengas (2 DEG)

A B=0
E B#0
e
_deG= <E) B
hwc{ Elektronen jeder
Spineinstellung

»
L*2m D(E)
27h?
Falls ausschliefllich volle LANDAUniveaus existieren, geht 7 +— o0; es ist keine Streuung moglich. Daraus folgt

022 — 0, aber auch E, = 0 und damit o,, = 2 9_“:”92 = 0. j; wird durch F, getrieben, das heiit durch B. Es
xx xy

gibt ausschliellich volle LANDAUniveaus bei nd-b-1 = v-G, also bei B = %%nd nd ist hierbei die Fliachendichte
und v € N der sogenannte Fiillfaktor. Bei g, = 0 folgt der HALLwiderstand:

Ozy 1h 1
=== =—-— ==.25812,80
R, 7 Ry 5812, 8
Experimentell wurde dieser Effekt von K.v.KLITZING beobachtet, welcher dafiir den Nobelpreis erhielt. Bei
der Meflkurve des HALLwiderstands sind sogenannte Hallwiderstand-Plateaus beobachtbar. Hier gilt zugleich
0z = 0 in breiten Banden! Die Idee ist nun folgende:

A

E
%X lokalisierte Zusténde
<—)— bewegliche Zustéinde
Das Ferminiveau wandert langsam durch lokalisierte
Zustande, die selbst nicht zum Transport beitragen.
Err, i %\ Ferminiveau Es gibt jedoch bis jetzt keine endgiiltige Erklirung
e L et fiir den Effekt. Eine Anwendung des Quantenhallef-
. B fekts ist das Eichnormal fiir €.
NS
hwc . -
SSs
»
D(E)
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Kapitel 9

Magnetismus

Zwischen der magnetischen Induktion/KraftfluBdichte B, der magnetisehen Feldstéirke (Erregung) H und der
Magnetlslerung M besteht der Zusammenhang B = uO(H + M ). Die Magnetisierung berechnet sich nach

M = n{f) =Dichte-mittleres magnetisches Moment der Dipole. Bei einem dufleren Feld BO gilt Bo ,uoﬁ mit
po = 4m - 1077 3=

9.1 Dia- und Paramagnetismus

Oft findet man in Biichern die Formel ,qu = XBO mit der magnetischen Suszeptibilitéit x, wobei y ein Skalar
oder auch Tensor (2.Stufe) sein kann.

1.) Diamagnetismus: x < 0, |x| < 1

Der atomare Beitrag berechnet sich folgendermafien:

2 JR—
Xa = — 0% 72
6m

Der Beitrag durch die Leitungselektronen ist gegeben durch:

_ npopy (me)Q
Xd = —

2EF m*
Der LanDAU-Diamagnetismus kompensiert den 2.Teil des Pauli-Paramagnetismus. Bisher ist alles tem-
peraturunabhéngig.

2.) Paramagnetismus: x > 0, |x| < 1
Verantwortlich ist die Ausrichtung permanenter magnetischer Dipole (im allgemeinen Spin- und Bahn-

momente).

eh

= =g mit pp = o
m

Fiir den LANDEschen g-Faktor gilt:

JJ+1)+S(S+1)—L(L+1)
2J(J +1)

g=1+

Wobei sich der Gesamtdrehimpuls hJ ergibt aus J =L+ 8. Der einfachste Fall liegt dann vor, wenn nur
das Spin-Moment (2 Niveaus) auftritt.

. B
M = njitanh (g“B )

Der Zahler des Bruches beschreibt die magnetisches Energie und der Nenner die thermische Energie. Bei
hohen Temperaturen gilt das CURIE-Gesetz y = % Allgemein gilt, falls mehr Niveaus vorliegen:

M = ngupJB(x)

107



KAPITEL 9. MAGNETISMUS

B(z) ist die BRILLOUIN-Funktion:
2J+1 coth <(2J + 1)x> 1

x B
B(z) = — 5 coth (55 ) mit @ = gpupJ o
(@) == 2] 5y Colgy) mit e =gus o
Bei hohen Temperaturen gilt auch hier y = %

1.) Seltene Erden:

Die magnetischen Eigenschaften werden durch die 4f-Elektronen bestimmt. Die obige Vorstellung ist in
Ordnung, da diese gut abgeschirmt sind.

2.) Ubergangsmetalle:

Hier sind die 3d-Elektronen wichtig; deren Orbitale iiberlappen noch mit denen der Nachbaratome. Die
Bahnmomente werden damit ,,geléscht®, nur Spinbeitrige treten auf.

9.2 Ferromagnetismus

Dies ist ein kollektives Phanomen. Die magnetischen Momente werden ohne dufleres Feld ausgerichtet.

EEREEEEEERE RN R
SRR RER RN
SRR R RN R

ferromagnetisch ferrimagnetisch antiferromagnetisch

Die Beschreibung des Ferromagnetismus ist schwierig.
%# Austauschwechselwirkung delokalisierter Elektronen (insbesondere 3d)

#* Kooperatives Verhalten lokalisierter magnetischer Momente (insbesondere 4f)

9.2.1 Molekularfeld-Ndherung

Diese Naherung ist phianomenologisch. Auf jeden Dipol wirkt neben By ein Molekularfeld By;. By ist kein
reales Magnetfeld, sondern beschreibt die Wechselwirkung mit den umgebenden Atomen. Der Ansatz lautet:

éeﬁ = éo +§M = éo +)\M0M

Die Molekularfeldkonstante A ist eine zentrale Grofle. Betrachten wir die spontane Magnetisierung, wobei T
die CURIE-Temperatur ist.

A
M;s(T) 1
Ms(0)
Theorie ~ Experiment
0,5+
|
f »
T
0,5 1 —
) Te

a.) T > T¢: Paramagnetisch: Aber mit Austauschfeld

Hier muf3 das CURIE-Gesetz modifiziert werden:

C C
poM = — (Bo + By) = T (Bo + Ao M)

T
Hieraus ergibt sich das CURIE-WEISs-Gesetz:
,U,()M C C
X = =

By, T-)C T-T¢
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9.3. AUSTAUSCHWECHSELWIRKUNG ZWISCHEN LOKALISIERTEN ELEKTRONEN

1
(Te - T)*
Wir machen folgende Abschétzung:
- Te 3kpTc
C  npeg?S(S+1)u?
Beispielsweise gilt fiir Eisen mit T ~ 1000K, g =2, 5 =1 und n = 8,5- 10?2 %3 ein Wert von A ~ 1000
und auBerdem Mg =~ 1,75 - 10° %. Fiir das Austauschfeld folgt:
By = ApoM =~ 1000 T
Dieser Wert ist riesig! Vergleiche Dipolfeld benachbarter Spins: #%52 ~ 0,1 T.
c.) Nahe T¢:

In diesem Falle miissen genauere Rechnungen mit Fluktuationen bzw. Phaseniibergang 2.0rdnung durch-
gefithrt werden.

b.) T STe: x

1

(Te = 1T)
1

(Te —T)F

* T 2T x x

Wk

¥ T <Te: x x

Wl

9.3 Austauschwechselwirkung zwischen lokalisierten Elektronen

Diese liegt insbesondere bei 4f-Elektronen und ferromagnetischen Isolatoren vor. Die Frage ist nun: Warum
richten sich Spins aus?? Das einfachste System ist das Hao-Molekiil. Dessen Zwei-Elektronen-Wellenfunktion ist
antisymmetrisch wegen des PAULI-Prinzips.

a.) Ortsfunktion symmetrisch:

Vg

Hier sind die Spins antisymmetrisch.

b.) Ortsfunktion antisymmetrisch:

A
Vu

Die Spins sind in diesem Fall symmetrisch.
Die Energiedifferenz ergibt sich mit dem Austauschintegral A:
AE =F, —E;=2A>0 bei Hy

Damit wird ¢, bevorzugt und eine antisymmetrische (1) Spineinstellung.
Beim HEISENBERGmodell wird die Austauschwechselwirkung formal auf Spins iibertragen:

HSpin - — Z Z szszsj
i ji
Es wird also iiber alle Atome ¢ und iiber alle Nachbarn j # ¢ summiert, wobei J;; den Austausch beschreibt.
Die Austauschkopplung ist nicht immer direkt.
a.) MnO:
Superaustausch durch O?~-Ion, antiferromagnetisch
b.) 4f:
Indirekter Austausch iiber Leitungselektronen (RKKY-Wechselwirkung o -5 cos(2kpr) (RUDERMANN,
KiTTEL, KASUYA, YOSIDA))
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KAPITEL 9. MAGNETISMUS

9.4 Austauschwechselwirkung zwischen delokalisierten Elektronen,
Bandmagnetismus

Wichtig sind hier insbesondere die 3d-Elektronen (siehe Fe-Gruppe). Das Grundkonzept liegt in der Betrach-
tung zweier freier Elektronen ¢ (1) und j (7). Die Ortswellenfunktion mufi damit antisymmetrisch sein (ebene
Wellen, Antisymmetrisierung der Paarwellenfunktion).

Yij = (exp(ik;r;) exp(ik;r;) — exp(ik;r;) exp(ik;r;)) =

1
V2v
1
= v
Fiir die Wahrscheinlichkeit fiir ¢ in dV; und j in dVj ergibt sich:

exp [i (kiri + kjrj)] [1 — exp (=i (ki — kj) (ri —75))]

[ |* dVidV; = —5 (1 cos[(ki — kj) (ri —r5)]) dVidV;

7
% Die Wahrscheinlichkeit wird gleich 0 fiir r; — r; fiir beliebige k;, k;!

¥ Es befinden sich nie zwei Elektronen mit gleichem Spin am selben Ort!
# Die CouLoMBabschirmung der Ionenriimpfe wird reduziert.

#* Es kommt zu einer Energieabsenkung.

* Die Konfiguration 17 ist begiinstigt!

9.4.1 Basis fiir Band-Ferromagnetismus nach Stoner

Ferromagnetismus liegt vor fiir JF(Ep) > 1 mit D(Ep) = 2 D(Ep) pro Atom und Spinsorte. J ist der
sogenannte STONER-Parameter (enthilt Austauschwechselwirkung). Die Zustandsdichte ist offenbar wichtig.
Cu Ni (3d%4s?)

T>1Tc T<Te

I 2,26V l T |

481 3d10 480,54 3d9,46

9.5 Spinwellen, Magnonen

Die magnetische Anregung aus dem ferromagnetischen Grundzustand erfolgt nicht dadurch, daf§ ein Spin
umgeklappt wird, da dies zuviel kostet. Statt dessen wir ein Spin-Moment auf alle Atome verteilt (= Welle,
Magnon

PP LTFPY

Fiir die Dispersion gilt hw o 1 — cos(ga) x ¢? fiir kleine q.

9.6 Antiferromagnetismus

2 Ferro-Untergitter, exakte Kompensation der Magnetisierungen
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9.6. ANTIFERROMAGNETISMUS

X1

Xpara = m
X

i »
Tn T
Fir T > Ty wobei Ty die NEEL-Temperatur ist, liegt Paramagnetismus vor. Fiir die Magnonen gilt Aw o
|sin(qa)l.
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Kapitel 10

Dielektrische und optische
Eigenschaften

Das elektrische Feld fiihrt zu einer Ladungsverschiebung.

* Metalle:

Metallelektronen fithren zu einer Abschirmung der Felder (siehe unten).

¥ Isolatoren:

Felder fiithren zu einer Polarisation.

Im allgemeinen gibt es in diesem Falle komplexe Abhingigkeiten von Frequenz und Wellenlénge.

10.1 Lokales elektrisches Feld

Betrachten wir ein Gasmolekiil im elektrischen Feld. Dessen Dipolmoment betrigt p = anﬁ, wobei a die
atomare Polarisierbarkeit (eventuell Tensor) ist. Die elektrische Polarisation ergibt sich dann aus P = ggnaE,
wobei in Gasen E = vecE .y gilt, also dem angelegtem &dufleren Feld entspricht. Im Festkorper ist dies jedoch
anders. Da ein dichtes Material vorliegt, beeinflussen sich die Atome gegenseitig, womit ein atomar wirksames
Feld Elo;ml vorliegt. Hier gilt dann analog zu vorher p= anElokal und P = nsanlokal Man kann dies auch
ausdriicken durch den Zusammenhang P = eoxE wobei E das makroskopische Feld und x im allgemeinen
ein Tensor ist. Hier gilt also dann xE = naﬁlokal. In LORENTZ-N&herung kénnen wir Elokal = Eext +E Probe
annehmen Betrachtet man eine herausgeschnittene Kugel und deren Oberflichenladungen, so gilt Elopar =
E+ —P Je nach Probengeometrie liegt folgender Sachverhalt vor:

* Kugel: Elokal = Eezt
* Platte L EZ Elokal = E iﬁ

ext — 3e0

# Platte | E: Ejopal = Eegr + =P

380

no

Fiir die Suszeptibilitét gilt x = 1"%= (ohne lokales Feld x = na). Fiir die Dielektrizitéitskonstante ¢ = 1+ x
3
ergibt sich dan die CLAUSIUS-MOSSOTTI-Beziehung:

e—1 no

e+2 3
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KAPITEL 10. DIELEKTRISCHE UND OPTISCHE EIGENSCHAFTEN

10.2 Elektrische Polarisation

A
g
E
E
l j

T Xoon l
| T f X‘gz
I

] ‘ T T 1
10° 108 1010 10*2 10t 1019 10'®  Frequenz H
S

Realteil von e

Mikrowellen

Sichtbares Licht

Ultraviolett
Rontgenstrahlung

Xpiper Deschreiben Molekiile mit permanentem Dipol, durch x,,, wird die Verschiebung von Ionen beschrieben
und durch x,; die elektronische Polarisation. (x?, stellt jeweils den niederfrequenten Grenzfall dar.)

10.2.1 Ionenpolarisation
A Photon

w w=c-k

'
T q
a Wir betrachten die Wechselwirkung zwischen Photonen und optischen

Phononen. Zur Beschreibung benétigen wir das Oszillatormodell mit einer zweiatomigen Basis:
Myii; +2Cu; — 2Cug = qE ok

Myiip + 2Cug — 2Cuy = —qFEo)

C ist hierbei die Kraftkonstante. Wir fithren an dieser Stelle die Relativbewegung u = u; — usg, die reduzierte

Masse p und die Resonanzfrequenz w2 = % ein, womit sich ergibt:

pii + pwiu = qEor

Mit Ejox(t) = EY, exp(iwt) als Ansatz der Zeitabhéngigkeit fiir das elektrische Feld erhalten wir die stationére

Losung dieser Differentialgleichung:

q 1
t)= =————FEji(t
u(t) R 1ok (t)

Es liegt damit ein oszillierendes Dipolmoment p(t) = qu(t) und elektronische Polarisierbarkeit vor.

P(t) = nqu(t) + neoaE ok (t)
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10.3. OPTISCHE PHONONEN IN IONENKRISTALLEN

Aus der dielektrischen Funktion
P
-1 14
e(w) +Xx + oo F
erhalten wir folgende Abhéingigkeit:

2 2 2
no nq 1 9 ngq 2 .
ew)=1+ + — wp — ————————— —w* —iw
(w) 777,3(1 50,“( na) [ 0 3eop (1_%) 2l

Die neue Resonanzfrequenz aufgrund der elektrischen Felder lautet:

-1

3

5 ng 1

2 _
Wy =W no

o 350# 1-— 3
Damit ergibt sich weiter:

2

Wy (Est—EOO)
e(w)=¢ —_
(@) °O+wf—w2—i7w

(%)
€00 liegt deutlich oberhalb der Resonanz (é elektronischen Polarisation), wihrend e, unterhalb derselbigen
liegt. Wir zerlegen ¢ in einen Realteil ¢’ und einen Imaginirteil €’ nach € = &’ + ie”:

(g5t — €o0) wi (WF — wW?)

(wf = w?)” + 9202

£ (W) = €00

EH((U) — (5375 B 500) th’Yw
(@F — w?)* +42w?

€oo

wy \/wl o

10.3 Optische Phononen in Ionenkristallen

Transversal (TO) Longitudinal (LO)
T A>a
| | | | | | | |
L d L g L g L g
- o AxTe e
. @ \@\ ) @/ \\@\ | | | | | | | |
Yot hoVel Q e Ppe b b4
T IsAeN Pl R
o o pd pq pq pd
PLlq Pq
VXxP #0,V-P,=0 VxB =0V -P+#0
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KAPITEL 10. DIELEKTRISCHE UND OPTISCHE EIGENSCHAFTEN

Die dielektrische Verschiebung ergibt sich aus:
D =cepe(w)E =co(1+ x(w)) E =eoE + P

Wir betrachten ein Dielektrikum ohne freie Ladungen:
V-D=V- <€0€(W)E> =V.gE+V P20
* Longitudinaler Fall:

Hier folgt aus V- P, # 0: V - E; # 0 und damit e(w;) = 0. Wir setzen dies in Gleichung (%) ein und
erhalten mit v = 0 die LyDDANE-SACHS-TELLER-Beziehung (LST-Beziehung):

2
wp Est

€0

¥ Transversaler Fall:

Verkoppelt mit elektromagnetischer Welle! Aus den MAXWELL-Gleichungen ergibt sich:

S o A2E
2552
V*E = —
c g(w) KTE
Mit dem Ansatz einer ebenen Welle fiir E erhélt man aus dieser Differentialgleichung folgende algebraische
Beziehung:
w? = E(w)CQ(]? mit k = ¢

Mit Gleichung () und v = 0 erhalten wir die Polariton-Dispersionsrelation:

2
wi (Est — €c0)
2 t \Est o) 2 2
W oo + — 53— | =G
wp —w
w
w = cq
Polariton-Dispersion
Cqt
w =
VEoo
Cqy
w =
Est

Wt = e —
keine Losungen mit
reellem ¢ = Reflexion
wy

qt

S
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10.4. FERROELEKTRIZITAT

I -

wy wy w

10.4 Ferroelektrizitat

¥ T < Te: Spontane Polarisation
C
T-Tc
Beispielsweise liegt bei BaTiOg fiir T > T die Perovskit-Struktur (einfach kubisch) vor.

¥ T >Toiegy =

4 1 g 1
______ J‘ ' Barium (Ba)

E E @ I E 9 Titan (Ti)
'O O
i . Sauerstoff (O)

ergibt sich mit e =1+ x:

1+ %na
Est = 1 1
§710[

Falls na < 3 bei T' > T¢ gilt, kann Abkiihlung den Wert na noch Vergrofiern. Es folgt 4 — oo fiir
na +— 3. Die spontane Polarisation (wegen lokalem Feld) steigt mit der Verschiebung stiirker als die
Riickstellkraft. (= Polarisationskatastrophe). Transversal-Optische Phononen werden ,,weich*:

1
W —xT—Tg

Est

Dies ist die LST-Beziehung.
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KAPITEL 10. DIELEKTRISCHE UND OPTISCHE EIGENSCHAFTEN

10* +

10.5 Optische Eigenschaften freier Ladungstriger

Es ergeben sich keine riicktreibenden Krifte:
.

m*iz + Y = —eE(t)
T

Aus dieser Differentialgleichung ergibt sich:

2
ne 1
Eom™ w + -
Im allgemeinen gilt woptiscn > %; des weiteren ist der Ausdruck % im Nenner des obigen Bruches vernachléssig-
bar.

2

w.
a(w):soo< —p> mitwf]:L

E0€com™

wp ist die sogenannte Plasmafrequenz.

10.5.1 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
Beschreiben wir das E-Feld als ebene Welle, so ergibt sich:
27.2
w2:—1 62k2:>w2:w2+70k
e(w) e

Man bezeichnet die letzte Beziehung als Plasmon-Polariton-Dispersionsrelation:

e Verbotene Frequenzliicke
/// mit k2 < 0 = Totalreflexion
- | >
“p k
c

W>wp: w=yfw? 4 c2k?

Aus n folgt damit w,,. Es ergibt sich beispielsweise:

1 1
n=10" — = w, ~6-10" =, A, 0,3 um
cm S
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10.6. EXZITONEN

1 1
n=10"— = w,~6-10" =, A\, ~ 3mm
cm S

Fiir Natrium gilt Ap(calc) = 0,209 pm und A, (exp) = 0, 21 pm.

10.5.2 Longitudinale Plasmaschwingungen, Plasmonen
Wieder gilt ¢ = 0 fiir die longitudinale Mode.

2
5(w:wl):O:1—w—g:>wl:wp

—————————— Elektronen

++ -+ + + + + + + +|Ionen

3 Flachenladung
* Riicktreibende Kraft

Dies fiihrt zu einer Plasmawelle (Volumen-, Oberflichenplasmonen).

10.6 Exzitonen

Durch optische Anregung entstehen Elektron-Loch-Paare, sogenannte Exzitonen in Halbleitern und Isolatoren;

Elektron und Loch sind dabei lose gebunden. Man unterscheidet zwischen:

#* FRENKEL-Exzitonen:
Elektron und Loch befinden sich auf demselben Molekiil/Atom.

* MoTT-WANNIER-Exzitonen:

Diese treten insbesondere bei Halbleitern auf. Das Elektron-Loch-Paar besitzt eine GroBe von ~ 50 A.
Durch das Wasserstoffmodell mit reduzierter effektiver Masse lassen sich solche Exzitonen gut beschrei-

ben:

1
Tk * *
H Me mp
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Kapitel 11

Supraleitung

Der Effekt der Supraleitung wurde im Jahre 1911 von H.K.ONNES entdeckt.

A
R
Hg /
4—"—4—|—>
4.1 4,2 4,3 T[K}

)

11.1 Phinomenologie

Hierbei verschwindet der Widerstand ,,sprunghaft® bei T,. Im folgenden wird T, fiir verschiedene Element und

Verbindungen aufgelistet:

Elemente | T, [K] | Verbindungen T. [K]
Al 1,19 | NbSny 2.6

Sn 3,72 | NbsSn 18,0
Hg 4,15 | NbsGe 23,2
Pb 7,2 | Laj gSrg,sCnOy 36,2
Nb 9.2 | YBagCus0O; 92
HgBayCagCuszOg 133

Supraleitung tritt aufgrund der starken B-Felder nicht in Ferromagneten auf. Auch ist sie in ,,guten® Metallen
(Au, Ag, Cu, Pt) nicht moglich, da hier die Streuung am Gitter (Elektron-Phonon-Wechselwirkung) wichtig

ist.
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KAPITEL 11. SUPRALEITUNG

11.1.1 MeiBner-Ochsenfeld-Effekt

A

M = —H und damit B = uo(H + M) = 0. Legt man bei T < T, ein &uBeres Feld an,

Supraleiter sind absolute Diamagnete und ideale Leiter. Aus x = —1 folgt némlich
so wird das duflere Feld verdringt.

Dies wiirde jedoch auch bei einem idealen Leiter auftreten. Beim Meifiner-Ochsenfeld-Effekt haben wir jedoch

ein Verhalten wie folgt:
T>T, T<T,

AAAAAAAA A

Feld wird
abkiihlen verdrangt

% Supraleiter 1.Art, Typ 1: Reine Metalle

A A
-M B

> >
H, H H, H

% Supraleiter 2.Art, Typ 2: Legierungen, amorphe Metalle, CuO-Supraleiter

A A
-M B
. Fluf tritt ein
_ ,, FluB3schlauche®
/// ,, Vortizes*
: e - : o
HCl HC2 H Hcl HC2 H

Als Beispiel einer Realisierung betrachten wir das Vortex-Wirbelgitter:
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11.1. PHANOMENOLOGIE

Es besteht ein quantisierter Flufl ¢y = Q—he und damit entstehen Suprastrome.

Die erste phidnomenologische Theorie der Supraleitung stellte F.U.H LONDON im Jahre 1935 auf:

7 2

d s
%# 1.LoNDONgleichung: d—‘z = 1s€
m

E
Wegen o = oo ist £ = 0 und damit gilt j = const. Aus der MAXWELL-Gleichung rot E=-B folgt:

d - nge? -
dt(rotj—i— - B)—O

Dies entspricht einem idealen Leiter.

nges =

B (MEISSNER-OCHSENFELD-Effekt)

% 2.LoNDONgleichung: rotj: -

Dies fiihrt zu einer endlichen Eindringtiefe des B-Feldes.

A
B.
poH = By
\
l >
AL x
Vakuum SL
T T m
Jy(@) joexp< >\L>7 (@) Oexp< /\L> ko HoAL e AL ponse?

Az nennt man LONDONsche Eindringtiefe und ng bezeichnet die Dichte der supraleitenden Ladungstrager.
Es gilt ng +— 0 fiir T +— T, und damit Ap, — oco.

11.1.2 Thermodynamische Betrachtungen

Die freie Enthalpie setzt sich zusammen als G(T,p, B) =U — TS +pV —VMB. Es sei T < T.: Fiir B = 0 gilt
offenbar G4,(B =0,T) < G,(B=0,T), aber G = G(B). Mit dU =T dS —pdV + VBdM erhélt man:

dG =-SdT'+Vdp—-VMdB

Mit konstantem Druck und x = —1 ergibt sich des weiteren:

dG, = —-SdT + KBdB
Mo
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KAPITEL 11. SUPRALEITUNG

B

BQ
Go(B,T) = G+(0,T) + / VY pap = ¢,0,1)+ %
Ho 2410

0

Die Feldverdringung erhoht G. Der Ubergang zum Normalleiter findet statt bei B, = poH,.

G4(B.,T) = Gn(B.,T) ~ G,(0,T)

PaAuLI-Para- und LANDAU-Dia-Magnetismus seien vernachléssigt.

VB2
240

(7)

T. und B, sind gekoppelt.

Gn(07 T) - Gs(07 T) =

Kondensationsenergie

B. = B.(T) = B.(0)

B
B.
>
T. T
Berechnen wir weiterhin die spezifische Wérme; mit S = —% und C' =T % folgt:
B. 0B.
AS=S5,-5,= VB 9B.
po OT
AC=C C—EB@—F 0B, )"
T g |0 dT? oT

Fiir T — T, folgt B, — 0:

VT (9B,.\>
AC = = ¢
¢ Mo(aT)

Hierbei handelt es sich um einen endlichen Sprung.

Spezifische
Wirme

>
T, T

11.2 Mikroskopische Beschreibung
11.2.1 BCS-Theorie

Diese wurde 1957 von BARDEEN, COOPER und SEHRIEFER aufgestellt. Deren Basis schuf FROHLICH mit:
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11.2. MIKROSKOPISCHE BESCHREIBUNG

% 1950: Elektronen-Wechselwirkung iiber Phononen

1
% 1950: Isotopeneffekt: T, & —— o wp

v M
* 1956: COOPER-Paare

Es findet ein Austausch virtueller Phononen statt:

Bei diesem Prozef} gilt natiirlich Impulserhaltung:

ki +ko =K+ k=1L

Fir T = 0 existieren freie Zustinde in der Schale Fr < E <
Er + hwp der Dicke 6k = % Der Phasenraum ist am grofiten
fir K = 0. Genau dann liegt das CoOPERpaar (1,]) [s-Wellen-

Supraleiter] oder auch (7,T) [p-Wellen-Supraleiter] vor.

Die Wechselwirkung fiir Elektronen aus Fr < E < Ep + hw,, ergibt sich als Vi = —Vj. Damit folgt der
Energiegewinn des COOPERpaares gegeniiber zwei freien Elektronen bei Ep:

OF ~ 2hLUD exp <_‘/O_D2(_E‘F)>

Der BCS-Grundzustand (7' = 0) ist mir einer Energieliicke A behaftet:

2
A= Qth exp (_W)

normal supraleitend l

Alle Elektronen bilden CooOPERpaare. Ein ¢-COOPERpaar ist ein hochkorrelierter Zustand mit einer
makroskopischen Wellenfunktion (= 1000 A).
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KAPITEL 11. SUPRALEITUNG

Wahrscheinlichkeit fiir Paar-Besetzung:

A A

// Ep
7/ ~

//
L—/

—_

» N
0 Er 0 hwp -A +A E

Dies ist ndherungsweise eine Fermiverteilung bei T' ~ T,. Die BCS-Theorie besagt weiter, daf3

|A(0) = 1,76k5T.

gilt. Fiir T # 0 beschreibt A(T") folgenden Graphen:

A(T)

»
T. T

FEin Nachweis der Energieliicke kann durch die spezifische Warme oder auch Tunnelexperimente erfolgen.

11.3 Makroskopische Wellenfunktion

CooPERpaare haben Spin 0, sind also Bosonen und kénnen damit in einen gemeinsamen Zustand kondensieren
mit einer makroskopischen Wellenfunktion:

¥ = o exp(ip(r)) = v/ns exp(ip(r))
Y1* = ng beschreibt die Dichte der CoOPERpaare und ¢(r) ist eine Phase, die iiber makroskopische Dimen-
sionen wohldefiniert ist.

11.3.1 Fluf3quantisierung

Besitzt der Ring eine Temperatur T > T, so wird ein Magnetfeld angelegt. Danach wird der Ring auf 7' < T,
abgekiihlt und das Magnetfeld ausgeschaltet. Der Fluf3 bleibt dann gefangen!
/

Integriert man entlang des eingezeichneten Pfades, so ergibt sich bei einem vollstdndigen Umlauf Ay = p - 2,
wobei p eine ganze Zahl ist. Fiir j gilt:

. hq * =1 q2_'*
j = —igar (Ve — oVyr) - LAyt
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11.4. JOSEPHSON-EFFEKT

Im Innern des Ringes gilt j = 0. Mit ¢ = —2e und M = 2m erhélt man:

1 h—’ —_
0=— 2V 424
110N, [6 - }

Fiir das Umlaufintegral ergibt sich unter anderem mit dem STOKESschen Satz:
h [= —— h -

0=—— ¢ Vepds—2¢ Ad§=——-(p-2m)—2 [ Bdf =
e e

Damit kénnen wir den Flufl ¢ berechnen:

(p-2m) —2¢

€

h
¢ =p5 =D
h —15m, 2 .
oo = 2% = 2-107"° Tm* Fluxoid
e

11.4 Josephson-Effekt

Dieser wurde von JOSEPHSON 1962 entdeckt. Zwischen zwei Supraleitern befinde sich eine diinne Isolatorschicht:

Supraleiter @ Supraleiter @

diinner Isolator
Durch diese Schicht kénnen nicht nur Einzelelektronen, sondern auch COOPERpaare tunneln.

0Py ., O
— = K h—= = K

En s + Kipg, i B poth2 + Kibo

w1 und g sind ,,chemische Potentiale“. Bei U = 0 gilt uq = pg und bei U # 0 ist po — 1 = —2eU. K beschreibt
die Kopplung durch das Tunneln. Wir nehmen an, dafl beide supraleitende Materialien die gleiche Temperatur
haben; damit gilt also ng; = nso = ns. Mit der Wellenfunktion (siehe oben) und ngs = ns(t), ¢ = ¢(t) erhalten
wir:

ih

Ns, = 7”8 sin (g2 — ¢1) = —1, (1)
h(p2 — 1) = — (p2 — 1) (2)
1.) Fal. U =0

Aus Gleichung (2) folgt @1 — p2 = const und aus Gleichung (1) ergibt sich n, # 0. Es flieit dann ein
Strom (JOSEPHSON-Gleichstrom-Effekt)! Die Aufladung verhindert das Entstehen einer Stromquelle.

2) Fal: U #0
Es gilt po — py = —2eU; die Phasendifferenz wéchst proportional zu t. Durch Integration von Gleichung
(2) ergibt sich:

2eU
@2—901=Tt+<ﬂ0=th+<Po

I, = Iinge sin (802 - 4101) = ‘ Lpaq sin (Wlt + SOO) ‘

Es gilt also I, o< g, und Ip,4, < ns K. Dieses Verhalten bezeichnet man als JOSEPHSON-Wechselstrom-
Effekt. Eine supraleitende Schleife mit 2 JOSEPHSON-Kontakten ist ein empfindliches Instrument zum
Nachweis eines eingeschlossenen magnetischen Flusses (SQUID).
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