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Kapitel 1

Komplexe Zahlen

Wir gehen aus von der Menge R? = {(a,b) : a,b € R}. Fiir (a,b) € R? definieren wir eine Addition durch
(a,b) + (¢,d) := (a + ¢, b+ d) und eine Multiplikation (a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc). Wir setzen abkiirzend
i:= (0,1) und bezeichnen i als imaginire Einheit. Wenden wir nun die Regeln der Multiplikation an, so
stellen wir fest, dass i2 = (—1,0) gilt.

Definition und Satz 1.1:

R? ist mit obiger Addition und Multiplikation ein Korper. Dieser wird mit C bezeichnet und heifit Kérper
der komplexen Zahlen.

1.) (0,0) ist das neutrale Element beziiglich der Addition und (1, 0) das neutrale Element der Multiplikation.
2.) Fiir (a,b) € C ist (—a, —b) das inverse Element beziiglich der Addition. Fiir (a,b) € C\ {(0,0)} ist

e b
a2+b2’a2+b2

das inverse Element der Multiplikation.

Beweis:

Dies ergibt sich durch direktes Nachrechnen! O
Definiere eine Abbildung ¢: R — C durch ¢(a) := (a,0) mit ¢ € R. Dann gilt ¢(a +b) = ¢(a) +
©(b) und auch ¢(a -b) = ¢(a) - p(b), ©(0) = (0,0) und ebenso ¢(1) = (1,0). ¢ ist also ein injektiver
Korperhomomorphismus. Also ist R C € und wir schreiben a statt (a,0) fiir a € R. Insbesondere gilt
dann in dieser Notation i? = —1.

Definition und Satz 1.2:

Jedes z € C hat eine eindeutige Darstellung z = a +ib mit a, b € R. Wir definieren Re(z) := a (Realteil
von z) und Im(z) := b (Imaginéirteil von z).

Beweis:
Sei z = (a,b) € C mit a, b € R.
2 = (@,0)+ (0,5) = (a,0) + (0, 1) (b,0) = a + b

Da man das ganze auch riickwérts lesen kann, folgt daraus die Eindeutigkeit. |

Definition:
Sei z=a+1ib € C mit a, b € R.
1.)

Z := a — ib heifit die zu z konjugiert komplexe Zahl.
2) |z
|z

| := (a2 +b?)2 (= ||(a,b)|| = euklidische Norm von (a,b) € R?) heift Betrag von z. Es gilt immer
| > 0.

Y



KAPITEL 1. KOMPLEXE ZAHLEN

1.1 Geometrische Veranschaulichung von C: Komplexe Ebene

imaginére Achse

1/ —— z=a+1b

|
|
|
|| 1
1
. |
i I

i »

1 a reelle Achse
z

|z| ist der Abstand von z und 0.

Satz 1.3:

Seien z, w € C.

1.) Re(z) = 3(2+7%), Im(2) = 1-(2 — %)
z ist € R genau dann, wenn z = Z gilt. Aulerdem sind zwei komplexe Zahlen z und w genau dann
gleich, wenn Re(z) = Re(w) und Im(z) = Im(w). Auch ist |z| = 0 &quivalent z = 0.

2) z+w=z+w, zw =zw, (1/w) = 1/w, falls w # 0

3.) Re(2)] < |z], Im(2)] < |z|

4) |zl = |2, |2]? = 2z = 2=
Fiir z # 0 gilt 1/2 =%/(22) = z/|2|2.

5.) |z wl| = [z] - Jwl, [1/w] = 1/|w] fiir w # 0

6.) Dreiecksungleichung: |z + w| < |z| + |w|

7.) 2l = [wl| < [z = w]

Beweis:
Die Punkte (1)-(5) ergeben sich durch direktes Nachrechnen. (7) folgt aus (6) wortlich wie in R, also
werden wir nur (6) beweisen.

|z + w|? ® (z+w)(z+w) = (z4+w)(Z+W) =2Z+ 20 + Zw + ww (L) 2% + 2Re(210) + |w|* <

—
—

®)
< [z + 2Re(2W)| + [w]* < |2 + 20270] + [w]” = [2]* +2/2] - [w] + [w]* = (|2] + w])®

1.2 Polarkoordinaten

Sei z=x +iy € C\ {0} mit z, y € R und r := |z|.
A




1.3. WURZELN UND FORMEL VON DE MOIVRE

Bekannt ist, dass ein ¢ € R existiert, so dass x = r cos(¢) und y = rsin(yp) ist. Dann gilt:
z =+ iy =r(cosp +isinp) = |z|(cos p + isin p)

Die Zahl ¢ heifit ein Argument von z und wird mit arg(z) bezeichnet. Mit ¢ ist auch ¢ + 2k7w mit k € Z
ein Argument von z. Aber es gibt genau ein ¢ € (—m, 7] mit der Eigenschaft z = |z|(cos ¢ + isin ). Dieses
© heifit der Hauptwert des Arguments und wird als Arg(z) bezeichnet. Seien z; = |z1|(cos¢; + isin¢y),
29 = |22|(cos v +isinps) € C\ {0} (¢1, p2 € R). Die Additionstheoreme von Sinus und Kosinus liefern

21+ 22 = |21] - [22] (cos(p1 + ¢2) +isin(pr + ¢2)) (%)

Die Betriige sind also zu multiplizieren und die Argumente zu addieren.
A Z1 " 29
Im(z)

22

Z1

P2
®1

»
P1+ @2 Re(z)
Aus (x) folgt induktiv die folgende Formel.

1.3 Wurzeln und Formel von de Moivre

Es gilt [cos ¢ + isin ¢]" = cos(nep) +isin(ny) fiir alle n € Np und fiir alle ¢ € R. Beachte 2° := 1 fiir alle z € C.

Definition:

Sei a € C\ {0} und n € N. Jedes z € C mit 2" = a heifit eine n-te Wurzel aus a.

Satz 1.5:
Sei a € C\ {0}, n € Nund a = |a|(cosp +isiny) fiir p € R. Fir k=0, 1, ..., n — 1 setze

— Tl leos (24 2F 4 i (% 4 2F7
2k = V/|al [cos<n+ - >+1sm(n+

n
Dann gilt:

1.) zj #zp fur j #k

2.) Fiir z € C gilt 2™ = a genau dann, wenn z € {29, 21,...,2p-1}.

Betrachten wir gesondert den Spezialfall a = 1:

27k 27k
zk:cos<7r>+isin<7r> firk=0,...,n—1
n n

Diese z; sind die n-ten Einheitswurzeln.

Beweis:

1.) Ubung!

2) &= 2 L la| [cos(¢ + 2mk) + isin(¢ + 27k)] = |a| [cos p +isinp] = a
5= Sei 2" = a, woraus folgt |z| = {/]al. Sei fir z # 0 z = |z|(cos @ + isin ) mit o € R.

a = |al(cosp +isinp) = 2" L |2]" (cos(na) + isin(na))



KAPITEL 1. KOMPLEXE ZAHLEN

Hieraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich cos ¢ = cos(na) und sin ¢ = sin(na). Also gibt es j € Z

mit na = ¢ 4 27j und damit gilt « = ¢/n + 27j/n. Es existiert ein | € Z mit k € {0,...,n — 1},
j=In+k.

' k k 2k
j—l+—a—w+2w<l+)—w+ﬁ+2wl
n n n n non
2nk 2rk
= cos(a) = cos (<p+7r> und sin(a) = sin <<'0+7T> =z=2z O
non non
Beispiel:

Die vier vierten Einheitswurzeln fiir a = 1 sind gegeben durch

k k
Zk = COoS (;) + isin (;) firk=0,1,2,3

zo=1,21 =1, 20 = —1 und z3 = —i



Kapitel 2
Topologische Begriffe

Definition:
(ay) sei eine Folge in C.
1.) (an) heift beschrinkt genau dann, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dass |a,| < ¢V n € N.

2.) (ay) heiflt eine Cauchy-Folge genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass |a,—am| < €
fir alle n, m > ng.

3.) (a,) heifit konvergent genau dann, wenn ein a € C existiert, so dass |a,, — a| — 0 fiir n — oco. (Fiir alle
e > 0 gibt es ein ng € N, so dass |a, — a|] < ¢ fiir alle n > ng.) In diesem Fall ist a eindeutig bestimmt,
was als Ubung gezeigt werden kann. a heifit dann der Grenzwert oder Limes von (a,). Man schreibt:

lim a,, = a oder a,, — a fiir n — oo oder a,, — a
n—oo

4.) (ay) heifit divergent genau dann, wenn (a,) nicht konvergent ist.

Beispiel:
Wir betrachten die Folge a,, = 1/n +i(1 — 1/n), welche gegen i konvergiert, wie man folgendermafen zeigt:

1 .1

n n

|1 — i )
=———0firn— oo

lan —i| =
n

Wie in R bzw. 1.3 zeigt man:

Satz 2.1:
(an) und (b,,) seien Folgen in C und a, b € C.
1.) Ist (a,) konvergent, dann ist (a,) beschriankt.

2.) (ay) konvergiert genau dann, wenn (Re(a,)) und (Im(a,)) konvergent sind. In diesem Fall gilt lim a,, =
lim Re(ay,) + ilimIm(a,).

3.) Es gelte a, — a und b, — b. Dann gilt aulerdem:
a7L+bn'_)a+ba an'bn :a'b7ﬁ'_>av Ian| = |CL|

Ist a # 0, so existiert ein n € N, so dass a,, # 0 fiir alle n > m und 1/a,, — 1/a. Ist (a,,) eine Teilfolge
von (an), so gilt a,, — a fiir k +— oo.

4.) Ist (ay) beschrinkt, so enthélt (a,) eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstraf).

5.) (an) ist genau dann eine Cauchy-Folge, wenn (a,,) konvergent ist (Cauchy-Kriterium).

Definition:

(an) sei eine Folge in C und s, := a3 +az+...4+a, (n € N). (s,) heifit eine unendliche Reihe und wird mit
> >° | an bezeichnet. Y7 | a, heiBt konvergent genau dann, wenn (s,,) konvergiert und divergent genau
dann, wenn (s,,) divergiert. Ist fo;l a, konvergent, so schreibt man Z:;o:l Ay = limy,, o Sp.



KAPITEL 2. TOPOLOGISCHE BEGRIFFE

Beispiel:

Wir betrachten die geometrische Reihe:
oo

Zz"=1+z—|—z2+... mit z € C

n=0

Wir in R zeigt man:

1.) Es gilt:

7Zﬂ/+l
1+Z+--.+z”{11—z falls z#1

n+1 falls z=1

2.) Y0 2™ konvergiert genau dann, wenn |z| < 1. In diesem Falle ist Y~ 2" = 1/(1 — z) fiir |2| < 1.

Definition:

o0

-1 |an| konvergiert. Wortlich wie in R beweist bzw.

>0 | @ heiBt genau dann absolut konvergent, wenn

formuliert man:
Satz 2.2:
(ay) sei eine Folge in C.
1.) Ist Y07, a, konvergent, dann strebt a, gegen 0.

2.) Ist > | a, absolut konvergent, dann ist » -, a, konvergent und

o0 o0
[ an| < D lan
n=1 n=1

3.) Cauchykriterium, Majorantenkriterium, Wurzelkriterium, Minorantenkriterium, Quotientenkriterium, Satz
iiber das Cauchy-Produkt

Definition:

Sei ACC, zp € Cund € > 0.

1.) Uc(z0) := {2z € C: |z — 20| < €} heiit e-Umgebung von zg oder offene Kreisscheibe um z, mit
Radius e.

Udc(z) := {2z € C : |z — 2| < ¢} heiBt abgeschlossene Kreisscheibe und U.(z) := U.(z) \ {z0}
punktierte Kreisscheibe.

2.) zp € A heifit genau dann innerer Punkt von A, wenn ein € > 0 existiert, so dass U.(29) C A. Dariiber
hinaus heifit A° := {z € A : z ist innerer Punkt von A} das Innere von A. Es ist klar, dass A° C A. A
heif}t offen genau dann, wenn A = A°.

3.) A heifit abgeschlossen genau dann, wenn C \ A offen ist.

10



4.) A heifit beschrinkt genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass |a| < ¢ fiir alle a € A.

5.) A heifit genau dann kompakt, wenn A sowohl beschriinkt als auch abgeschlossen ist.

6.) zo heiBt ein Hiufungspunkt von A genau dann, wenn fiir jedes ¢ > 0 gilt, dass U.(z) N A # 0.
A:={z € C: z ist Hiufungspunkt von A} U A heifit die AbschlieBung von A.

7.) zo heift Randpunkt von A genau dann, wenn fiir jedes € > 0 Uc(29) N A # ) und Uc(29) N (C\ A) # 0.
Die Menge 0A := {z € C: z ist Randpunkt von A} heifit Rand von A.

Wie in R zeigt man:

Satz 2.3:

1.) A ist abgeschlossen genau dann, wenn A = A. Dies ist dquivalent dazu, dass der Grenzwert jeder kon-
vergenten Folge aus A zu A gehort.

2.) zp ist ein Haufungspunkt von A genau dann, wenn eine Folge (z,) in A\ {20} existiert mit z, — zo.

3.) A ist kompakt genau dann, wenn jede Folge in A eine konvergente Teilfolge enthélt, deren Limes zu A
gehort.

Dies ist dquivalent dazu, dass jede offene Uberdeckung von A eine endliche Uberdeckung von A enthélt
(Uberdeckungssatz von Heine Borel).

11



KAPITEL 2. TOPOLOGISCHE BEGRIFFE

12



Kapitel 3

Stetigkeit, Zusammenhang, Gebiete

In den Paragraphen seien D, E C C, C # () # E und f: D — C eine Funktion. Die Funktionen Re(f), Im(f),
|f]: D — R sind definiert durch (Re f)(z) := Re(f(2)), (Im f)(z) := Im(f(2)) und |f|(2) := |f(2)]-
Definition:

Sei 29 ein Hdufungspunkt von D und a € C. Es gilt lim,..., f (z) = a genau dann, wenn fiir alle € > 0 ein
§ > 0 existiert, so dass [f(z) — a| < ¢ fiir jedes z € Us(20) N D. In diesem Fall schreibt man auch f(z) +— a fiir
z — 2. lim,, ., f(2) existiert genau dann, wenn ein a € C existiert mit lim,, .., f(z) = a.

Ubung:

Es gilt lim,,,,, f(2) = a genau dann, wenn fiir jede Folge (z,) in D \ {20} mit z, +— 2z gilt, dass f(z,) — a.

Definition:

1.) Sei zg € D. f heifit stetig in zg, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass |f(z) — f(20)| < e V
z € Us(z0) N D.

2.) f heifit stetig auf D genau dann, wenn f in jedem z € D stetig ist. In diesem Falle schreiben wir
feC(D).
Beispiele:
1.) Wir betrachten Polynome p(z) = ag + a1z + ... + apz™ mit ao, ..., an, € C. Es ist klar, dass p € C(C).
Re@)  falls 20
2. = z
) 1(2) { 0 falls z=0

Es ist klar, dass f € C(C\ {0}). Fiir z € R\ {0} ist f(2) =1 # f(2) = 0 fiir z — 0. Also ist f in zg
nicht stetig.

3) f(z) = QeCE falls 2 #0 gy, £ 0 gilt:
0 falls 2=0
[Re(2)|* _ |2
= < _— =
16) = S < e

Also ist f in zp = 0 stetig und insgesamt gilt f € C(C).

4.) Sei D = C\ {0}. Fiir z = |z|(cosp +ising) € D mit ¢ € (—m, 7] sei f(z) = ¢ = Arg(z). Behauptung:
Ist zg € R und 2z < 0, so ist f in 2y nicht stetig.

13



KAPITEL 3. STETIGKEIT, ZUSAMMENHANG, GEBIETE

Y
\/

1 . 1 1 . 1
Zn = |zo| |cos |7 — = ) +isin {7 — = )| und w,, = |z0] [cos | —m+ — | +isin | -7+ —
n n n n

Es gilt 2, — —|z0| = 20 und w,, — —|zg| = 20.

Flen) = Ara(z) =7 — o 7 und f(wn) = Arg(w,) = 7+ + =7

Wie im R”™ beweist man die folgenden Sétze 3.1, 3.2 und 3.3:

Satz 3.1:
Sei zg € D.

1.) f ist stetig in zp genau dann, wenn Re(f) und Im(f) in 2o stetig sind. Dies ist dquivalent dazu, dass fiir
jede Folge (z,) in D mit z, — zo gilt: f(z,) — f(20).

2.) Ist zp ein Haufungspunkt von D, so gilt: f ist in zq stetig genau dann, wenn lim,. ., f(z) = f(zo).

3.) Sei g: D +— C eine weitere Funktion und f, g seien in zg stetig. Dann sind f + g, f - g, und | f] stetig in
2. Ist des weiteren f(z) # 0 fiir alle z € D, so ist 1/f stetig in 2.

Satz 3.2:

Sei g: E — C eine Funktion, § # E C C, f(D) C E. Ist f stetig in zo und g stetig in f(z0), so ist go f: D — C
stetig in zg.

Satz 3.3:
D sei kompakt und f € C(D).
1.) f(D) ist kompakt.

2.) Es existieren max |f(D)| und min|f(D)|.

Definition:

Sei [a,b] C R mit a < b. Eine stetige Funktion v: [a,b] — C heit ein Weg (in C). y(a) heifit Anfangs-
punkt von v und ~(b) heifit Endpunkt von v. Die Bildmenge ~([a, b]) heifit der Tréger (der zu v gehorende
Bogen/Kurve) von v. Aus 3.3 folgt, dass v([a,b]) kompakt ist.

v(b)

v(a)

(,,Rektifizierbarkeit“ und ,,Lénge“ von ~: sieche Analysis IT)

14



Beispiele:

1.) Seien zg, z1 € C, Y(t) := 2o + t(z1 — 20) mit ¢t € [0,1]. S[zo, 21] := ¥([0,1]) ist die Verbingungsstrecke
von zo und zj.

21 =7(1)

20 = (0)

2.) Sei zgp € C, r > 0: () := 2o + r(cos(t) + isin(t)) mit ¢ € [0, 27].
Y

20+ 7 =7(0) = (2m)

Es ist ([0, 27]) = OU,(20).

Definition:

M C C heifit konvex genau dann, wenn aus zg, 21 € M folgt, dass stets S[zg, z1] C M ist.

konvex

nicht konvex
Fiir den Rest des Paragraphen sei ) # M C C.

Definition:

1.) Eine Funktion ¢: M +— C heifit auf M lokal konstant genau dann, wenn fiir alle a € M § = §(a) > 0
existiert. ¢ ist auf Us(a) N M konstant. Beachte: In diesem Fall ist ¢ € C(M).

2.) M heifit zusammenhingend genau dann, wenn jede auf M lokal konstante Funktion auf M konstant
ist.

(Man kann beispielsweise eine Funktion f definieren, die auf einer Menge M; gleich 1 und auf der anderen
Menge M, gleich 0 ist.

M, M,
M = M, N M,

Dann ist f zwar jeweils auf M; und M, lokal konstant, aber nicht auf M = M; N M5y konstant, womit
M kein Gebiet ist.)

3.) M heifit wegzusammenhiingend genau dann, wenn zu je zwei Punkten 2z, w € M ein Weg ~: [a, b] — C:
~v([a,b]) € M, y(a) = z und v(b) = w existiert. (Beispielsweise sind konvexe Mengen auch wegzusam-
menhéngend.)

4.) M heifit genau dann ein Gebiet, wenn M offen und wegzusammenhingend ist.

Bemerkungen:

1.) Offene und konvexe Mengen sind Gebiete.

2.) Ohne Beweis: Aus der Wegzusammenhingigkeit folgt Zusammenhiingigkeit, aber die Umkehrung ist im
allgemeinen falsch. (Bei offenen Mengen gilt die Umkehrung.)

15



KAPITEL 3. STETIGKEIT, ZUSAMMENHANG, GEBIETE

Satz 3.4:

Die Menge M sei offen. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1.) M ist ein Gebiet.

2.) M ist wegzusammenhéngend.

3.) M ist zusammenhéngend.

4) Aus M = AUB, AN B =0 und A, B offen folgt stets A = () oder B = (.
Beweis:

Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar nach der Definition. Die Aquivalenz von (3) und (2) wollen wir ohne
Beweis annehmen. Es bleibt zu zeigen, dass aus Aussage (3) Aussage (4) folgt: Sei M = AUB, AN B = () mit
offenen Mengen A, B. Wir machen die Annahme A # () und B # (). Definiere ¢: M — C durch

(2) = 1 fir z€ A
PEI=Y 0 fir zeB
Sei zp € M.

e Fall 1: Sei zp € A und A offen. Dann existiert § > 0 mit Us(z9) C A. Hieraus folgt, dass ¢ auf Us(zo)
konstant ist.

e Fall 2: Sei zp € B und B offen. Dann existiert 6 > 0 mit Us(z9) C B. Hieraus folgt, dass ¢ auf Us(zo)
konstant ist.

 ist also auf M lokal konstant. Nach der Voraussetzung ist ¢ auf M konstant.

Aus Behauptung (4) folgt Behauptung (3). Sei ¢: M +— C lokal konstant. Wir nehmen an, dass ¢ nicht
konstant auf M ist. Es existieren zwei Punkte zg, wo € M mit ¢(z0) # @(wg). Sei 29 € A und wog € B mit
A:={ze M:p(z) =p(20)} (also A # Q) und B := M \ A (also B # ().

Es ist klar, dass M = AU B und AN B = (). Damit bleibt zu zeigen, dass A und B offen sind. Sei z1 € A. ¢ ist
lokal konstant, womit ein § > 0 existiert, so dass Us(z1) € M und ¢ auf Us(z1) konstant ist. Sei z € Us(z1),

also p(2) = ¢(z1) #EA ©(z0). Infolgedessen ist z € A, also Us(z1) C A. A ist also offen. [Sei z; € B. ¢ ist lokal
konstant, womit ein § > 0 existiert, so dass Us(z1) € M und ¢ auf Us(z1) konstant ist. Sei z € Us(z1), also

z1¢A
o(z) = ¢(z1) # @(20). Infolgedessen ist z € B, also Us(z1) C B. B ist also offen.]

Forderung 3.5:
Sei A C C, A sei offen und abgeschlossen. Dann ist A = () oder A = C.

Beweis:

B:=C\ A. Dann ist A, B offen, ANB =) und C = AU B. C ist ein Gebiet und nach Satz 3.4 ist A = () oder
B=10,also A= oder A=C.

Satz 3.6:

Sei M zusammenhingend und g € C(M). Dann ist auch g(M) zusammenhingend.

Beweis:

Sei p: g(M) — C auf g(M) lokal konstant. Zu zeigen ist, dass ¢ auf M konstant ist. Sei weiterhin ¢ := @ o g:
M — C und zp € M. Damit ist g(zp) € g(M) und es existiert ein ¢ > 0 und ¢ € C mit p(w) = ¢ ¥
w € Us(g(20)) Ng(M) (x). g ist stetig in zg, womit es ein § > 0 gibt mit |g(z) — g(20)| < eV z € Us(20) N M.
Sei z C Us(z9) N M. Dann ist g(z) € U:(g(20)) Ng(M) und mit (x) resultiert ¢(g(z)) = ¢ und hieraus ¢(z) = c.
Also ist ¢ auf M lokal konstant und M zusammenhéingend, also 1(z) = c fiir alle z € M. Sei w € g(M). Dann
existiert ein 2 € M mit w = g(2) und ¢(g(z)) = ¥(z) = c. @ ist also auf g(M) konstant. O

Beispiel:
1.) [a,b] € R ist zusammenh&ngend.

2.) Ist : [a,b] — C ein Weg, so ist y([a, b]) zusammenhéngend.
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Beweis:

1.) Sei ¢: [a,b] — C lokal konstant. Also existiert fiir alle ¢ € [a,b] ein §(¢) > 0, so dass ¢ auf Us()(t) N

[a,b] konstant ist. Wegen [a,b] C U,cq ) Usr)(t) gibt es nach Satz 2.3 ¢, ..., t, € [a,b] mit [a,b] €
U;.Lzl Us(t;)(t;). Es existieren ¢y, ..., ¢, € C mit ¢(t) = ¢; fiir alle t € Usy,)(t;) N [a,b], also gilt
¢([a,b]) = {ec1,...,¢n}. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien ¢1, ..., ¢, € R. Wir nehmen an,
dass ¢1 # cg ist, etwa ¢1 < ca. Mit ¢ € C([a,b]) und dem Zwischenwertsatz folgt [c1, c2] C ¢([a, b]). Dies
ist ein Widerspruch zur Annahme, womit ¢; = ¢z, ¢ = c3, ... gilt.

2.) Dies folgt aus (1) und Satz 3.6. O
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KAPITEL 3. STETIGKEIT, ZUSAMMENHANG, GEBIETE
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Kapitel 4

Komplexe Differenzierbarkeit,
Holomorphie

In diesem Paragraphen sei ) # D C C mit D offen und f: D — C eine Funktion.

Definition:

1.) f heiit in zp € D komplex differenzierbar (komplex db) wenn den Limes

f(z) = f(20) (lim f(zo+h) — f(20)>

h—0 h

lim
zZ—20 zZ — ZO

existiert. In diesem Fall heifit obiger Grenzwert die Ableitung von f in 2y und wird mit f’(2¢) bezeichnet.

2.) f heiBt auf D holomorph (analytisch) genau dann, wenn f in jedem Punkt z € D komplex differen-
zierbar ist.

3.) H(D) :={g: D~ C: gist auf D holomorph}

Beispiele:

1.) Sei D = C und n € N. Wir betrachten f(z) := 2". Wie in R zeigt man, dass f € H(C) und f'(z) = nz""!
V z € C gilt.

2.) Sei D =C und f(z) =Z. Sei 20 € C und h € C\ {0}.

flzo+h)—f(z) Zo+h-Z2 _h
h):= = -

Beispielsweise ist Q(h) = 1, falls h € R. Auflerdem ist Q(h) = —1, falls h € iR := {it : t € R} ist. Das

bedeutet, dass limp,o @Q(h) nicht existiert. f ist also in keinem z € C komplex differenzierbar.

Sei u := Re(f) und v := Im(f). Fasst man D als Teilmenge des R? auf und schreibt man z = (z,y) statt
2z =x +iy (mit z, y € R), so ist f = (u,v): D C R? — R? eine vektorwertige Funktion,

f(2) = u(z) +iv(z) = (u(2),v(2)) = (u(z,y), v(z,y)) = f(z,y)

Erinnerung (Analysis II):

f heiit in (zg,y0) € D reell differenzierbar genau dann, wenn eine reelle 2 x 2-Matrix A existiert mit

h
f(zo+h,yo + k) — f(xo,90) — A <k)
1im
(h,k)~(0,0) (R, B)|l

=0
Wie héngen diese beiden Differenzierbarkeitsbegriffe zusammen?

Beispiel:

Sei D = C und f(z) = z. In der reellen Auffassung ist f(z) gegeben durch f(z,y) = (z,—y). f ist in jedem
(z,y) € R? reell differenzierbar, aber in keinem z € C komplex differenzierbar.
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KAPITEL 4. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT, HOLOMORPHIE

Satz 4.1:

Sei u := Re(f) und v := Im(f). Sei auerdem zo = (xo,y0) = o + iyo € D mit xg, yo € R. f ist in zp kom-
plex differenzierbar genau dann, wenn f in (xg,yo) reell differenzierbar ist und die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen (CRD) gelten, namlich u,(z0) = vy(20) und uy(20) = —v(20). Ist f in 2o komplex
differenzierbar, so ist f'(z0) = us(20) + 1v5(20) = vy(20) — iuy(20).

Beweis:

Seia =a+if € Cund s = h+ik € C\ {0} mit «, B, h, k € R. f ist in zp komplex differenzierbar und
1'(20) = a. Dies ist genau dann der Fall, wenn

lim f(z0+8) — f(z0) —as
0 B

=0

Zerlege in Real- und Imaginérteil mit as = (« +i8)(h + ik) = ah — Bk + i(ak + Sh):

lim u(wo + h,yo + k) — u(zo, yo) — (ah — pk) " v(xo + h,yo + h) — v(wo,y0) — (Bh + ak)
(k) —(0,0) (R, B)|l [| (R, ) |

=:p1(h,k) =:p2(h,k)

=0

Damit dies gegen null strebt, muss sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil gegen null streben, also
p1(h, k) — 0 und @o(h, k) — 0 fiir (h, k) — (0,0). Dies ist wiederum dquivalent dazu, dass u und v in (z, yo)
reell differenzierbar sind und ' (zg,yo) = (a, —8) und v'(xg,yo) = (8, ), was genau dann der Fall ist, wenn
f in (zo,yo) reell differenzierbar ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten. Ist f in zg
komplex differenzierbar, dann folgt f'(z9) = a = a + i = ux(20) + ivz(20)- O
Komplexe Differenzierbarkeit ist ein stirkerer Begriff als reelle Differenzierbarkeit.

Folgerung 4.2:
Es sei f € H(D).

1.) f ist auf D genau dann lokal konstant, wenn f’ = 0 auf D ist.
2.) Ist f(D) C R, so ist f auf D lokal konstant.
3.) Ist f(D) CiR, so ist f auf D lokal konstant.
4.) Ist D ein Gebiet, so gilt:
i.) f ist auf D konstant genau dann, wenn f’ = 0 auf D ist.
ii.) Ist f(D) C R oder C iR, so ist f auf D konstant.
Beweis:

1.) ,=* ist klar. ,<=“: Aus Satz 4.1 folgt u, = uy = vy, = vy = 0 auf D. Aus der Analysis II folgt, dass u
und v auf D lokal konstant sind.

2.) Aus f(D) C R folgt v = 0 auf D und damit v, = v, = 0 auf D. Weil f holomorph ist, gelten die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, aus denen u, = u,, = 0 auf D folgt (weiter wie bei (1)).

3.) Sei f(D) C iR. Definiere g := if mit g € H(D) und g(D) C R. Mit (2) ergibt sich, dass f auf D lokal
konstant ist. Damit ist f auf D lokal konstant.

4.) (4) folgt aus (1), (2) und (3) und Satz 3.4. Sei u := Re(f) und v := Im(f). O

Wortlich wie in R zeigt man:
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Satz 4.3:

Sei zg € D und f sei in zg komplex differenzierbar.
1.) fist in zg stetig.
2.) Sei g: D — C eine weitere Funktion und g sei komplex differenzierbar in 2.
i.) Fiir o, 8 € Cist af + Bg komplex differenzierbar in 2y und (af + 89)'(20) = af’'(20) + B9 (20).

ii.) f-gistin zy komplex differenzierbar und (f - ¢)’'(20) = f'(20)9(20) + f(20)9’(20)-

iii.) Ist g(zg) # 0, so existiert ein § > 0 mit Us(z9) € D und g(z) # 0 fiir alle z € Us(zp). Dann ist f/g:
Us(z9) — C in z¢ komplex differenzierbar und

Y _ f'(20)9(20) — f(20)g' (20)
(g) (20) =

9(20)?

3.) Kettenregel: Sei ) # F C C, E offen, f(D) C E und h: E — C komplex differenzierbar in f(zy). Dann
ist ho f: D +— C komplex differenzierbar in zg und (ho f)'(20) = b’ (f(20))f'(20)-

Definition:

Essei f € H(D) und 29 € D. f heiit in 2y zweimal komplex differenzierbar genau dann, wenn f’ in 2
komplex differenzierbar ist. In diesem Falle ist f”(z) := (') (20) (2.Ableitung von f in z). Entsprechend
definiert man héhere Ableitungen von f in zy bzw. auf D. Die iibliche Bezeichungsweise ist f”, f”, f®, ...
und £ := f (nullte Ableitung).
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KAPITEL 4. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT, HOLOMORPHIE
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Kapitel 5
Potenzreihen

Im folgenden sei ) # A C C, (f,,) eine Folge von Funktionen f,: A+— Cund s, := fi+ fo+...+ f, mit n € N.

Definition:

1.) (fn) heifit auf A punktweise konvergent genau dann, wenn fiir jedes z € A die Zahlenfolge (f,(2))
konvergiert. In diesem Falle heifit f: A — C, die definiert ist durch f(z) := lim, oo frn(2), die Grenz-
funktion von (f,).

2.) (fn) heiit auf A gleichméBig konvergent genau dann, wenn eine Funktion f: A — C existiert mit der
Eigenschaft, dass es fiir alle € > 0 ein ng € N gibt, so dass |f,(z) — f(2)| <eVn>nound V z € A. In
diesem Falle sagt man: (f,,) konvergiert auf A gleichméBig gegen f.

3.) (fn) heift auf A lokal gleichméBig konvergent genau dann, wenn (f,,) auf jeder kompakten Teilmenge

von A gleichméflig konvergiert. (%::f Fiir alle a € A existiert ein 6 > 0, so dass (f,,) auf Us(a)NA gleichméBig
konvergiert.)

4.) S>> | fn konvergiert auf A punktweise genau dann, wenn (s,,) auf A punktweise konvergiert. Sie konver-
giert genau dann auf A [lokal] gleichmiflig, wenn (s, ) auf A [lokal] gleichmifiig konvergiert.

Aus gleichméfliger Konvergenz folgt lokal gleichméflige Konvergenz und daraus wiederum punktweise Konver-
genz. Die Umkehrung ist jedoch im allgemeinen falsch.
Wie in der Analysis beweist man:

Satz 5.1:

1.) (fn) konvergiere auf A gleichméBig gegen f; alle f,, seien in zy € A stetig. Dann ist die Grenzfunktion f
in 2o stetig.

2.) Cauchykriterium: (f,) konvergiert auf A gleichméfig genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein ng € N
existiert, so dass | f,(2) — fm(2)| <eVn,m>nound V z € A.

3.) Kriterium von Weierstraf3: Sei (a,) eine Folge in [0,00), Yo7,

n € Nund V z € A. Dann konvergiert Y f, auf A gleichmiBig.

ap, konvergent und |f,(2)| < a, V

Definition:
Sei (an)52, eine Folge in C und z, € C. Eine Reihe der Form Y a,(z — o)™ heiBit eine Potenzreihe (PR).
Wir setzen ¢ := limsup {/|a,| (0 = oo, falls ({/|ay|) unbeschrénkt) und

0 falls o=o0
r:=¢ oo falls o=0
% falls a < o<

r heifit der Konvergenzradius (KR) der Potenzreihe. Wie in der Analysis zeigt man (Wurzelkriterium):
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KAPITEL 5. POTENZREIHEN

Satz 5.2:
oo o an(z — 20)™ habe den Konvergenzradius 7.
1.) Ist r = 0, so konvergiert die Potenzreihe nur in z = z.

2.) Ist r = oo, so konvergiert die Potenzreihe in jedem z € C absolut. Die Potenzreihe konvergiert auf C
lokal gleichméBig.

3.) Ist 0 < r < oo, so gilt:

i.) Die Potenzreihe konvergiert in jedem z € U,.(zp) absolut.

ii.) Die Potenzreihe konvergiert in jedem z ¢ U, (zo).
iii.) Fir z € 9U,(z0) ist keine allgemeine Aussage moglich.

A
, divergent
konvergent
»
Beispiele:
1.) 372 ,z" hat den Konvergenzradius r = 1. Fiir |z| = 1 ist (2") keine Nullfolge, also divergiert

> o 2™ in jedem z € C mit |z| = 1.
2.) >0 ,n™z" hat den Konvergenzradius r = 0; die konvergiert also zur im Entwicklungspunkt z = 0.

3.) 32°° | Z; hat den Konvergenzradius » = 1. Sei |2| = 1. Dann gilt = -1 und nach dem Majo-

n=1 n2

z'ﬂ

nZ
. . . n

rantenkriterium ist Y7 | Z5 konvergent.

4.) ZZO:O 2—, Wie in der Analysis zeigt man, dass die Potenzreihe den Konvergenzradius 7 = oo hat.

Satz 5.3:

> o an(z — 20)™ habe den Konvergenzradius r. Dann hat die Potenzreihe Y- | na, (z —z0)" ! ebenfalls den
Konvergenzradius 7.

Beweis:

Sei ay, 1= na,.

vV |an| = %u\/ ‘an‘

Weil /n 1 fiir n — oo gilt limsup {/|a,| = limsup {/|a,|. Daraus folgt die Behauptung. O
Bezeichnung:

Fiir zg € C ist Uso(20) := C.

Satz 5.4:

oo o an(z — z0)™ habe den Konvergenzradius r > 0. (r = oo ist zugelassen.) Die Funktion f: U, (z) — C sei
definiert durch f(z) := > 7 an(z — 20)™.

1) Esist f € H(U,(20)) und f/(2) =Y o0 nan(z — 20)" ' V 2z € Up(20).

2.) f ist auf U,.(zo) beliebig oft komplex differenzierbar und f*)(z) = 322, n(n —1)...(n — k + L)a,(z —
20)" %V 2 € Up(20) und ¥ k € N.

() (4
3.) Esgilt a, = fT(,O) vV n € Np.
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Beweis:

(3) folgt aus (2) mit z = 2o und (2) folgt aus (1) induktiv. Bleibt also noch (1) zu zeigen. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit gelte 2o = 0. Fiir w € U,.(0) definieren wir g(w) := > "o~ na,w™ . Sei w € U,(0) beliebig
aber fest. Wihle o > 0 so, dass |w| < ¢ < 7. Sei weiterhin b, := n?|a,|o" 2 fiir n > 2. Es gilt limsup {/|b,| =
o/r < 1. Nach dem Wurzelkriterium ist y - , b, konvergent. Dariiber hinaus sei ¢ := >~ , b, und z € U,(0)
und z # w. Wir betrachten:

f(Z) _ f(U}) 1 = n n = n— > 2" —w" n—

n=2

=y

Nachrechnen:
n—1

an = (z —w) E kwh—1yn=k=1
k=1

Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich:

n—1 n—1
lw|<o,|z|<e
|| = |2 — wl‘z kwk_lz”_k_l‘ < |z —wl Z I 2

k=1 k=1
n—1

—1

< |Z — w| Z kg”fz = |z — w|g"72w < |Z _ w|gn72n2

k=1

2

Hieraus folgt:

[CECRA

n=2

o0 oo
< Z |an|an] < (Z |an|”29n2> |z — w| = c|]z — w]
k=2

Fiir z — w ergibt sich, dass f in w komplex differenzierbar ist und f’'(w) = g(w). a

Bezeichnung:
Seien r1, ro € [0,00) U {o0}.
min{ry,re} falls 7y, ro < 00

min{ry,re} == ¢ 1o falls 7 = o0
1 falls 79 = 00

Satz 5.5:

S gan(z — 2z0)™ und Y07 by (z — 20)" seien Potenzreihen mit den Konvergenzradien ry bzw. ro. Dann hat
fiir a, 3 € C die Potenzreihe Y~ (aan, + 8b,)(z — z9)" einen Konvergenzradius > min{ry,r2}.

Beweis:

Rechnen mit konvergenten Reihen!

Beispiel:
Sei a, =b,, a=1und g = —1.
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Kapitel 6

Exponentialfunktion und
trigonometrische Funktionen

Bekannt aus Paragraph 5 ist, dass Z;O:o %‘ in jedem z € C absolut konvergiert.

o0 n

P L 2 e
e” :=exp(z) := Z o fir e C
n=0
sei die komplexe Fortsetzung der reellen Exponentialfunktion. Aus diesem Grund ist klar, dass exp(0) = 1
und exp(1) = e ist.
Satz 6.1:

1.) 3% =0 konvergiert auf C lokal gleichmiBig.

n 0 nl

2.) Es gilt exp € H(C) und exp’(z) = exp(z) V z € C.
3.) Additionstheorem: exp(z + w) = exp(z) exp(w) V z, w € C
4.) exp(z) - exp(—z) = 1, insbesondere exp(z) # 0 und exp(—z) = 1/exp(z) V z € C
5.) Fiir z =« + iy (mit z, y € R) gilt exp(z) = exp(x) exp(iy) mit |exp(iy)| = 1 und | exp(z)| = exp(x).
Beweis:

1.) Dies folgt aus 5.2.
2.) Aus 5.4 ergibt sich exp € H(C) und

0 n—1 X _n
z z ;
exp’(z) = E o) = EOH = exp(z) fiir 2 € C

3.) Sei ¢ € C zunéchst fest. Dann sei f(z) := exp(z) exp(c — z) fiir z € C. Weiterhin ist f € H(C) und
1'(z) = exp(z) exp(c — 2) + exp(z) exp(c — 2) - (—1) =0V z € C

Da C ein Gebiet ist, ist nach 4.2 f auf C konstant. Aus f(0) = exp(c) folgt also exp(z) exp(c—z) = exp(c)
V z € C und ¢ € C. Setze also ¢ := z + w.

4.) Dies folgt aus (3).

5.) Es ist nur zu zeigen, dass | exp(iy)| = 1 fir y € R.

exp(iy) = S W = S W0 Sh EWT iy
n=0 : n=0 . n=>0 .

Damit ergibt sich:

@)

| exp(iy)|* = exp(iy)exp(iy) = exp(iy) exp(—iy) = 1 O
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KAPITEL 6. EXPONENTIALFUNKTION UND TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

Definition:
Fiir z € C sei der Kosinus
1
cos(z) 1= i(exp(iz) + exp(—iz))
und der Sinus
. 1 . .
sin(z) := f(exp(lz) — exp(—iz))
i

Satz 6.2:

2n+1

1.) cos(z) = Zfzo(—l)”é—;;! und sin(z) = 3°0° o (-1)" G V2 €C
2.) cos(z) und sin(z) sind € H(C) und cos’(z) = —sin(z), sin’(z) = cos(z) V z € C.

3.) exp(iz) = cos(z) +isin(z) V z € C

Insbesondere gilt exp(ip) = cos(p) + isin(¢) V ¢ € R. Damit lautet fiir z € C\ {0} die Darstellung in
Polarkoordinaten wie folgt: z = |z| exp(iarg(z)).

4.) Additionstheoreme:
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) und sin(z + w) = sin(z) cos(w) + sin(w) cos(z) ¥z, w € C
5.) Trigonometrischer Pythagoras: cos?(z) +sin?(z) =1V z € C

Beweis:

1.) Wir wollen dies nur fiir den Kosinus zeigen. Fiir alle z € C gilt:
N LN ) O RNy g falls n=2k+1) , w K 2
cos(z) = 5 Z_:O nl - T2 Z{ 2(—1)F falls n =2k }Z =2 (1) (2k)!

2.) Aus den Definitionen folgt cos(z) € H(C) und

cos'(z) = %[1 exp(iz) — iexp(—iz)] = %(exp(iz) —exp(—iz)) = —%(exp(iz) — exp(—iz)) = —sin(z)

Analog gilt dies fiir den Sinus.

(3), (4) und (5) folgen aus der Definition. O

Folgerung 6.3:

1.) Es gilt exp(2kni) = 1V k € Z, also insbesondere exp(27i) = 1.

2.) exp(im)+1=0
3.) Fiir z € C gilt genau dann exp(z) = 1, wenn ein k € Z existiert, so dass z = 2ki ist.
4.) Periodizitéit der Exponentialfunktion: exp(z + 27i) = exp(z) V z € C

Die Exponentialfunktion hat die Periode 2i.

5.) Fiir z € C gilt sin(z) = 0 genau dann, wenn es ein k € Z gibt mit z = kn. Entsprechend gilt cos(z) = 0
genau dann, wenn ein k € Z existiert, fiir welches z = (2k 4 1) 7 gilt.
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Beweis:

1.) Aus 6.2 (3) ergibt sich:

exp(2kmi) = cos(2km) + isin(2kw) =1 fir k € Z

2.) Auch hier folgt aus 6.2 (3): exp(im) = cos(w) + isin(7) = —1.

3.) ,<“: siehe (1)
»=“ Sel z =z +1iy € C fiir z, y € R und exp(z) = 1. Hieraus folgt exp(z)exp(iy) = exp(z)(cos(y) +
isin(y)) = 1.

= exp(z) cos(y) = 1 und exp(z)sin(y) =0 =sin(y) =0 = Ik € Z mit y = kr

Aus 1 = |exp(z)| = exp(z) folgt z = 0 und damit cos(y) = 1. Also gilt k = 2j fiir j € C und damit
2 = 2jmi.

4.) exp(z + 27i) = exp(z) exp(27i) = exp(z)
5.) Wir wollen nur den Sinus betrachten. Fiir den Kosinus funktioniert das ganze entsprechend.

sin(z) = 0 & exp(iz) = exp(—iz) < exp(2iz) =1 & 3k € Z mit 2iz = 2%kni

Also gibt es k € Z mit z = k. O

Definition:

Wir definieren den komplexen Tangens und Kotangens:

tan(z) := sin(2) mit z € C\ {

cos(z

2k +1
;_ W:kGZ}

)
cos(z)
sin(z)

tan(z) und cot(z) sind auf ihren Definitionsbereichen holomorph.

cot(z) :=

mit z € C\ {kn: k € Z}
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Kapitel 7

Der komplexe Logarithmus

Definition:

Sei w € C\ {0}. Jedes z € C mit exp(z) = w heifit ein Logarithmus von w. Man schreibt in diesem Fall
(ungenau) z = log(w).

Satz 7.1:

Sei w € C\ {0} mit w = |w|exp(iArg(w)) (mit Arg(w) € (—m,7]). Fiir z € C gilt exp(z) = w genau dann,
wenn es ein k € Z gibt mit z = log |w| + iArg(w) + 2kni. (log |w] ist der reelle Logarithmus.)

Beweis:

,<="“: Mittels des Additionstheorems der Exponentialfunktion folgt

exp(z) = exp(log |w|) exp(iArg(w)) exp(2kwi) = |w|exp(iArg(w)) = w

»="“: Sel z = x+1iy (mit z, y € R) und exp(z) = w. Dann gilt |w| = | exp(z)| = exp(x) und es folgt = = log |w].
Dariiber hinaus gilt:

lw|exp(iArg(w)) = w = exp(z) = exp(z) exp(iy) = |w|exp(iy) = exp(iy) = exp(iArg(w)) = exp(i(y—Arg(w))) = 1
Nach 6.3 gibt es ein k € Z mit iy —iArg(w) = 2kni und damit iy = iArg(w) + 2kni, also z = log |w| +1Arg(w) +
2kmi. ]

Definition:

Die Funktion Log: C\{0} — C definiert durch die Vorschrift Log(w) := log |w|+iArg(w) heifit der Hauptzweig
des Logarithmus.

Beispiele:
1.) Alle Logarithmen von w = 1 sind 2kwi (mit k € Z). Fiir den Hauptwert gilt Log(1) = 0.
2.) Log(-1) =inm
3.) Log(1+1i) = log(v2) +iZ wegen |w| = v/2 und Arg(w) = %

Satz 7.2:

Sei A={z€C: =7 <Im(z) <7} und f:=expla.

im

—im
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KAPITEL 7. DER KOMPLEXE LOGARITHMUS

1.) f ist auf A injektiv.

2.) f(4) =C\{0}

3.) f1(w) = Log(w) fiir w € C\ {0}

4.) Die Funktion Log ist unstetig in jedem w € R mit w < 0.
Beweis:

(1), (2) und (3) folgen aus 6.3 und 7.1. (4) ergibt sich aus dem Beispiel in Paragraph (3), dass w — Arg(w) in
w < 0 unstetig ist.

Definition:

Sei C_:=C\{tcR:t<0} (CC)\{0}).
A

Fir w € C_ ist Arg(w) € (—m, 7).

Satz 7.3:
Es gilt Log € C(C_).

Beweis:

Sei wy € C_ und zg := Log(wg), ¢ := Re(zp) und yo := Im(zp). Also gilt xo = log|we| und yo = Arg(wy)
€ (—m, 7). Wir definieren ein Rechteck R := {z =z + iy : z,y € R mit |x — 20| < log(2) und |y| < 7}.

im
|
»
zo —|log(2) To  |zo + log(2)
—im

Sei € > 0 so klein, dass K := RN (C\ Uc(20)) # 0. Es ist klar, dass K kompakt ist und zy ¢ K. Definiere
¢: K — R durch ¢(z) := |exp(z) — wo| = |exp(z) — exp(zp)|. Dann ist ¢ € C(K). Nach 3.3 gibt es ein
0 := min p(K). Wir nehmen an, dass ¢ = 0 ist. Also existiert ein z € K mit exp(z) = exp(zp). Hieraus folgt
exp(z — z9) = 1 und nach Satz 6.3 gibt es ein j € Z mit z — 29 = 2jmi.
2jm =Im(z — 29) = Im(2) — Im(2p) = 2|j|7m = |[Im(2) — Im(20)| < [Im(2)| 4+ |Im(z0)| < 27

—_———  ——

<m <m

Damit ist j = 0 und zg = z € K. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung zo ¢ K. Also ist o > 0. Zu o
definieren wir § := min{p, 1 exp(zo)}. Sei w € C_ und |w — wo| < §, 2 := Log(w). Zu zeigen ist |z — 2| < €.
Sei z = ¢ + iy mit z, y € R und y = Arg(w) € (—m,7), also |y| < 7. Mit der Annahme = > zo + log(2) gilt:
1
5 exp(@o0) 2 & > |w —wo| = [exp(z) — exp(20)| 2 || exp(2)| — [ exp(20)[| = | exp(z) — exp(zo)| 2

> exp(x) — exp(xg) > exp(zo + log(2)) — exp(zo) = exp(zo)

Dies ist ein Widerspruch, also gilt x < z¢ + log(2). Ganz analog kann man zeigen, dass x > o — log(2) gilt,
also Fazit: z € R. Dariiber hinaus nehmen wir nun an, dass |z — 29| > €. Mit dieser Eigenschaft gilt z € K und
damit

6 <0< ¢(2) = |exp(z) — exp(20)| = |w —wo| <& O
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Satz 7.4:
Es gilt Log € H(C_) und Log'(w) = + Vw € C_.

Beweis:

Sei wg € C_. Weiterhin sei (w,,) eine Folge in C_ mit w,, # wo V n € N und w,, — wp mit zg := Log(wy),
zn = Log(wy,). Aus 7.3 folgt 2, — 2o und dann:

-1
Log(wy,) — Log(wy,) _ Zn — 20 _ (exp(zn) — exp(z0)> A S
Wy, — W exp(zn) — exp(2o) Zn — 20 exp(z0) wo
Damit ist Log in wo komplex differenzierbar und Log’(wg) = wio O
Bezeichnung:

Sei D := {z € C: |2| < 1} = Uy(0).
Beachte: Fir z e Dist 1 +2 € C_.

Satz 7.5:

e n
Log(l+2) = ;(—1)”"‘1% fir alle z € D
Beweis:

Aus Satz 7.4 und 5.4 folgt, dass

oo

:= Log(1 N ey
) = Logl1 +2) = 3 (1"
auf D holomorph ist.

1 = 1 = 1 1
! _ o -1 n+l_n—1 _ o _ \n—1 _ _ =0V D

7z 14z ;( e 14z ;( ?) 14z 1-—(—2) €
D ist ein Gebiet. Nach 4.2 ist f auf D konstant. Aus f(0) = 0 folgt die Behauptung. O
Definition:

Sei w € C\ {0} und a € C. Dann definieren wir den Hauptzweig der allgemeinen Potenz durch w?® :=
exp(aLog(w)).

Beispiele:

1.) Fiir a = k € Z ist obige Definition die frithere Potenz von w, denn fiir k£ € N:

exp(kLog(w)) = exp(Log(w) + Log(w) + ... + Log(w)) = (exp(Log(w)))]~C ="
1

exp(—kLog(w)) = m = — = wF

s

2.) Sei w = a = i. Hier gilt nun log |w| = 0, Arg(w) = 7 und damit Log(w) =i7F.
S . z _ _E
1—exp(1 12> exp( Q)GR

Satz 7.6:

Sei a € C und f: C_ ~ C definiert durch f(w) := w®. Dann ist f € H(C_) und f'(w) = aw® !V w e C_.

Beweis:

Aus 7.4 und 4.4 folgt f € H(C_) und

/(1) = exp(aLog(w))(aLog(w))’ = aexp(aLog(u)) - *=" aexp(aLog(w)) exp(~Log(w)) =

= aexp|(a — 1)Log(w)] = aw®™!
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Kapitel 8

Komplexe Wegintegrale

Im folgenden sei I = [a,b] C R (a < b) und ¢, 9: I — C vorgegebene Funktionen.

Definition:
1.) Ist ¢ auf I stetig, so setze:
b b
/ olt / c(plt) dt +1 [ Tm(i())
/gpdt /<pdt und ebenso /godt =0
b a a

2.) ¢ heiBt auf I differenzierbar [stetig differenzierbar] genau dann, wenn Re(yp) und Im(yp) auf I differen-
zierbar [stetig differenzierbar] sind. In diesem Fall ist ¢’ := (Re(¢))" + i(Im(yp))’.

Satz 8.1:

Sei D C C offen, f € H(D), ¢(I) C D und ¢ auf I differenzierbar. Dann ist f o ¢: I + C differenzierbar auf I
und (fo@)'(t) = f/(pt)¢'(H) Vi el

Beweis:

Dieser kann als Ubung durchgefiihrt werden.

Satz 8.2:

1.) Sei p stetig auf I und ¢: I — C definiert durch ¢(x f ©(t) dt. Dann ist ¢ stetig differenzierbar auf
I und ¢ = p auf I.

2.) Sei ¢ auf [ stetig differenzierbar.

Definition:
Sei 7: [a,b] — C ein Weg (also ~ stetig).
1.) Tr(y) :=7([a, b]) heifit Triger von 7.
2.) 7 heifit geschlossen genau dann, wenn 7y(a) = v(b) ist.

3.) v heifit glatt genau dann, wenn ~ auf [a, b] stetig differenzierbar ist.

35



KAPITEL 8. KOMPLEXE WEGINTEGRALE

Definition:

Sein €N, ai, ..., ap_1 € Rmit a1 < az <...<apy1 und 7;: [aj,a;41] — C seien Wege (j =1, ..., n) mit
der Eigenschaft v;(a;11) = vj4+1(a;+1) (=1, ..., n—1).

3
72

ga!

Definition:

Wir definieren 7: [ayn, apt1] — C durch y(t) := v;(t), falls t € [a;,aj41]. 7 ist ein Weg und man schreibt:
Y= DY D ... By, (Summenweg). v heifdit stiickweise glatt genau dann, wenn vy, ..., v, glatt sind.

Bemerkungen:

1.) Sei v: [a,b] — C ein Weg. ~ ist stiickweise glatt genau dann, wenn ay, ..., a,_1 € [a,b] existieren mit
a=ay <ay<...<apy1=bund v, q,,, st glatt (j =1,..., n).

2.) Stiickweise glatte Wege sind rektifizierbar.

3.) Ist ein weg glatt, so ist er auch stiickweise glatt.

Beispiele:

Wir betrachten v1(¢) :=t (¢t € [0,1]) und v2(¢) :== 1+ (¢t — 1)i (¢t € [1,2]).

i__

Al 1

Es gilt v = 71 @ 2. v1 und 72 sind glatt. Es gilt 1 (1) =1 £ ~4(1) = 1.

Definition:

Sei G C C.

1.) G heifit sternformig genau dann, wenn ein z* € G existiert mit S[z,2*] C G V z € G. In diesem Falle
heifit z* ein Sternmittelpunkt von G.

2.) Ist G offen und sternférmig, so heift G ein Sterngebiet.

36



8.1. CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ FUR STERNGEBIETE

Beispiele:
1.) Konvexe Mengen sind sternférmig.

2.) C, U.(20) sind Sterngebiete. C\ {0} und U, (o) sind Gebiete, aber keine Sterngebiete.

3.) C_ ist ein Sterngebiet. Jedes z* € (0,00) ist ein Sternmittelpunkt von C_.

8.1 Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete

Satz 9.2:
Sei G C C ein Sterngebiet, f € H(G) und +: [a,b] — C ein stiickweise glatter Weg mit Tr(y) C G. Dann gilt:

) f besitzt auf G eine Stammfunktion F'.

/f () - F(3(a)
3.) Ist v geschlossen, so ist /f(z) dz = 0.

Bemerkung:

Fiir beliebige Gebiete ist Satz 9.2 im allgemeinen falsch. Dies ist beispielsweise der Fall fiir G = C \ {0} und
f(z) =1 (siche 8.7).

Beweis:

(2) und (3) folgen aus (1) in den Sétzen 8.5 und 8.6.

1.) Sei z* ein Sternmittelpunkt von G. Wir definieren F': G — C wie folgt: Fiir z € G sei . (t) := z*+t(z—2")
mit ¢ € [0,1]. Fiir den Tréger gilt Tr(y.) = S[z,2*] C G.

i= [ rw)du

Wegen f € H(G) folgt nach Satz 9.1:

/ f(w)dw = 0 fiir jedes Dreieck A C G
BN

*

z

Fast wortlich wie in HS1 zeigt man: F € H(G) und F’ = g auf G. O
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Bezeichnung:

Seien G und f wie in 9.2 und z* ein Sternmittelpunkt von G. Fiir z € G setze
F(z):= /f(w) dw := /f(w) dw
z* ¥

wobei 7 irgendein stiickweise glatter Weg mit den Eigenschaften

a.) Tr(y) C G

b.) Anfangspunkt von v: z*, Endpunkt von v: Z ist.
Wegen 9.2 (2) ist F' wohldefiniert. Der Beweis von 9.2 (1) zeigt F' € H(G) und F' = g auf G.
Beispiel 9.3:

Sei G=C_, f(z) =1L und 2* = 1.
. A

S

F(z) ::/%dw

1
Dann gilt F/(z) = 1 = Log/(z) V 2z € G und es existiert ein ¢ € C mit F(z) = Log(z) + ¢V z € G. Aus
F(1) = 0 = Log(1) folgt ¢ = 0 und damit kénnen wir den Logarithmus folgendermafen darstellen:
z 1 .
Log(z) = / " dw mit z € C_
1

In machen Biichern findet man diese Definition des Logarithmus.

Hilfssatz 2:

Sei D C C offen, zp € D, r > 0, Uy(20) € D und ~(¢) := 2o + rexp(it) mit ¢ € [0, 27]. Weiter sei z1 € U, (zp),
0> 0 so, dass Us(z1) C Uy, (20) und 7o(t) := 21 + oexp(it) mit ¢ € [0, 27].

D

o

Ist g € H(D \ {21}), so gilt:

[ otw)dw = [ gw)du

v Yo
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8.2. CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL FUR KREISSCHEIBEN

Beweis:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Re(zg) = Re(z1) und 71, 72 stiickweise glatte Wege wie im Bild:

Wiéhle R > r so, dass Ur(z9) C D.
G = UR(Zo)\{Zl +t:t< O}
G ist ein Sterngebiet und Tr(y;) C Gy. 71 ist geschlossen und g € H(G1). Aus Satz 9.2 resultiert

/g(w) dw = 0 und analog /g(w) dw=0

;lso gilt: h
0= [gtw)dw+ [gwydw= [ gw)dw+ [gtw)dw= [gw)dw- [gtw)du O

Yo

8.2 Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben

Sei D C C offen und 2z € D, r > 0 und U,(z9) C D. Weiter sei f € H(D) und v(t) := zo + r exp(it) mit
t €0, 27].

D

Dann gilt:

w—z

f(2) = Qim/ 1) 4y 2 € U, (z0)

Bemerkungen:

1.) Die Werte von f in U,(zp) sind festgelegt durch die Werte von f auf 90U, (zp).

2.) Fiir z = zg gilt die Mittelwertgleichung;:
27

f(z0) = %/f(zo + rexp(it)) dt

0

Beweis:

Sei z1 € Uy(z0) und € > 0. Dann existiert ein § > 0 mit Us(z1) C U, (20) und |f(w) — f(21)| < eV w € Us(z1).

Sei 0 < ¢ < ¢ und (t) := 2z + pexp(it) mit ¢ € [0,27]. Fir w € Tr(y) gilt lw — z1] = 0 < 4, also

|f(w) = f(z1)|] < e. Damit gilt:

flw) = f(z1)
w

-z

< %Vw € Tr(v)
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Aus 8.4 resultiert:

‘/de‘ SEL(”)/O):E'%TQ:QT“?
w — 21 0 0
Y0

Definieren g: D\ {z1} — C durch g(w) := f(w)/(w — z1). Dann ist g € H(D \ {z1}). Somit:

-
Yo
dw w) — f(z
:f<zl>/ */f( )= 4y = 2mif (1) + 4
w — z1 w—z1

Yo Yo

———

27i nach 8.7 =:A

Damit ergibt sich weiter:

\/ RICORFI 27rif(21)‘ = |A| < 2ne
w — zZ1
¥
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt:
1 f(w)
- d 0
f(z) 27Ti/w—z1 v
¥

Beispiel:
Berechne

- / exp(sin(w)) + cos(exp(w))w?

” dw mit y(t) = exp(it) und ¢ € [0, 27|
B!

Wir verwenden die Cauchysche Integralformel mit f(w) := exp(sin(w)) + cos(exp(w))w?. Nach Satz 9.4 ergibt
sich dann:

I =27if(0) = 2w

Satz 9.5:

~ sei ein stiickweise glatter Weg in C. Es sei D := C\ Tr(vy). (D ist offen, da der Triiger eines stiickweise glatten
Weges eine kompakte Menge ist). Fiir m € N sei F,,: D +— C definiert durch

F,(2) :—/(Ujpiu;)yldw

wobei ¢ € C(Tr(y)). Dann ist F,, € H(D) und F} = nF,; auf D (mit n € N).

Beweis:

Sei zg € D. Wir zeigen, dass F, in zy komplex differenzierbar ist und F),(z9) = nFj,,+1(%0). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei zp = 0. Dann ist 0 € D, also 0 ¢ Tr(). Sei w € Tr(y) und z € D\ {0}.

w
Nachrechnen:

! —L—#n_lwn_k_lw—zk *
mwn—(w#)nwn; (w=2)% ()
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Sei weiterhin eine Hilfsfunktion h(z, w) definiert durch:

n—1

h(z,w) = - D Zw"ik*l(w — )~ g

(w—2 k=0

Dann ergibt sich (nachrechnen):

Falz) — Fu(0) nF,1(0) = (p(w)h(z,w) dw

z wn

Es existiert ein r > 0 mit U,(20) € D. Sei ¢ > 0. Uz (z9) x Tr(y) ist kompakt. h ist auf Uz (2) x Tr(y)
gleichmifig stetig. Dann existiert ein § > 0 mit § < § und |h(21, w) — h(2z2,w)| < € ¥V 21, 22 € Us(0) und
YV w € Tr(y). Es ist h(0,w) = 0 V w € Tr(v). Hieraus folgt |h(z w)| <eVze U5( ) und V w 6 Tr(7). Sei
M := max,et(y) |[o(w)]. Aus w € Tr(y) folgt |w| = |w — 0] > 5. Also gilt |w|” > &% und damit o |n < f:

N |S|0(|)||h( )‘SMi—st,ZGU&(O)

Nach Satz 8.4 folgt:

M2™ M2™
‘/Mh(z,w)dw‘ < e-L(7)=g< ~L(7)> V2 € Us(0)
J

Fn<z) — Fn(o)

‘/ = . - nFn+1(0)‘

Satz 9.6:

Sei ) £ D C C, D offen und f € H(D). Dann gilt:
1.) f' € H(D)

f ist auf D beliebig oft komplex differenzierbar.

2) f
3.) Cauchysche Integralformeln fiir Ableitungen: Ist zo € D, r > 0, U,(2) € D und ~(t) := 2z +
rexp(it) mit ¢t € [0, 27], so gilt:

|
f(n)(z) = ;r'i/(w‘i(z)))n“dez € U,(20) und Vn € Ny
¥

Beweis:

Sei zg, r, v wie in (3).

1 f(w)

F, =— [ —— f T

n(2) 27ri/(w—z) dw fir € C\ Tr(y) und n € N
Rl

Aus 9.4 folgt f = Fy auf U,(z) und aus 9.5 ergibt sich Fy € H(U,(20)) und F| = F» auf U,(z). Also ist

f'' = Fy auf U,(z9). Nach 9.5 ist auerdem F» € H(U,(2)), also f' € H(U-(2p)). Da zp € D beliebig ist, folgt

(1).
f=Fyauf U.(20) = f'(2) = 1/(f<)dez€U( 0)

2mi w— z)2
g

f" = F} 2 2F; auf U, (z) = f(2) = ;ﬂ_i/(wf(_))dwv,z € Ur(20)

Weiter geht es mit vollsténdiger Induktion! O
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8.3 Satz von Morera

Satz 9.7:
Sei ) # D C C, D offen und f € C(D). Dann ist f € H(D) genau dann, wenn

8{ f(z)dz=0

fiir jedes Dreieck A C D.

Beweis:

,=": Dies folgt nach 9.1.

»<=“:8el zo € D, r > 0 und U,(29) C D. Nach Hilfssatz 1 und der Voraussetzung gibt es ein F' € H(U,(z0))
mit F’ = f auf U,(z0). Nach 9.6 gilt f € H(U,(z0)) mit z9 € D beliebig. Damit ist f € H(D). O
Hilfssatz 3:

Seien G und G5 Gebiete in C und es sei G1 N G2 # 0. Dann ist G1 U G ein Gebiet.

Beweis:
G1 UGy ist offen. Sei ¢: G1 UGg — C lokal konstant. Es gilt ; := <,0|G]. fir j = 1, 2. Da G; ein Gebiet ist, ist
p; auf G; konstant. Da G1 N Ga # @, ist ¢ auf G U G konstant. O
Definition:
Sei G C C ein Gebiet. G heifit ein Elementargebiet (EG) genau dann, wenn zu jedem f € H(G) ein F' € H(G)
existiert mit F' = f auf G.
Beispiele:

1.) Aus 9.2 ergibt sich, dass Sterngebiete Elementargebiete sind.

2.) C\ {0} ist kein Elementargebiet, denn die Funktion < hat auf C\ {0} keine Stammfunktion (Satz 8.7).

Satz 9.8:
Seien G; und G Elementargebiete und G NGz # () und es sei G1 N G5 zusammenhiingend. Dann ist G; U Go
ein Elementargebiet.

Beweis:

Nach HS3 ist G UG ein Gebiet und nach Voraussetzung ebenso G1 UGs. Sei f € H(G1UG?2) und f; := flg,
mit j = 1, 2. Es existiert F; € H(G;) mit I} = f; = f auf G; mit j = 1, 2. Fiir 2 € G1 N Ge gilt
(F1 — F3)'(2) = f(2) — f(2) = 0. Nach 4.2 gibt es ein ¢ € C mit Fi(z) = F3(z) + ¢V 2 € G1 N Ga.

| Fi(2) fir € Gy
F(2) = { Fy(z)+ec fir zeGs

Dann ist F' eine Stammfunktion von f auf Gy U Gs. [l

Bemerkungen:

1.) Sind G1, G2 Gebiete, so muss G N G5 nicht zusammenhéngend sein.
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8.3. SATZ VON MORERA

2.) Es gibt Elementargebiete, die keine Sterngebiete sind.

(1 und G, sind Sterngebiete. Nach 9.8 ist G := G; U G2 ein Elementargebiet, jedoch kein Sterngebiet.

Definition:

Sei ) # D C C und g: D — C eine Funktion. g ist auf D beschrinkt genau dann, wenn es eine Konstante
¢ >0 gibt mit |g(z)| <cV z € D.

Definition:

Eine Funktion f € H(C) heifit eine ganze Funktion (entire function).
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Kapitel 9

Folgerungen aus den Integralformeln

9.1 Cauchysche Abschitzungen

Satz 10.1:
Sei zg € C, r >0, f € H(Uy(20)) und f sei auf Uy (20) beschrinkt mit M := sup,cy, (.,) [f(2)|. Dann gilt:

Mn!
|£0) (20)] < T: fiir alle n € Ny

Beweis:
Sei 0 < o < 7 und (t) := 29 + gexp(it) mit ¢ € [0,27]. Aus Satz 9.6 folgt:

f(”)(zo) — n'/mf(w)dw

2mi — Zo)n'H
Y

Fiir w € Tr(v) gilt |w — 20| = o, also
Sl M

|’LU _ Zo|n+1 — Qn+1

und somit nach Satz 8.4:

I M Mn!
(n) < 2o —
[F7 (zo)l = o il = "0

Fiir o — r folgt die Behauptung. O

9.2 Satz von Liouville

Satz 10.2:
Ist f € H(C) auf C beschriinkt, so ist f konstant.

Beweis:

Sei zp € C und r > 0. Nach Satz 10.1 gilt |f'(20)] < M/r fiir » > 0 beliebig. Fiir r — oo folgt f'(29) = 0. Da
zg € C beliebig ist, folgt f’ = 0 auf C und nach Satz 4.2 die Behauptung. O
Bemerkung:

Satz 10.2 ist in R falsch. Beispielsweise ist « — cos(z) auf R differenzierbar und beschrénkt, aber nicht konstant.
Fiir t € R gilt:

cos(it) = %[exp(i(it)) + exp(—i(it))] = %[exp(t) + exp(—t)] = cosh(t) — oo fiir t — +o0

Also ist der Kosinus im Komplexen unbeschrinkt.
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Hilfssatz:

Sei n € N fiir ag, ..., a, € C, a, # 0 und p(z) := ap + a1z + ... + a,2z™. Dann existiert ein R > 0 mit der
Eigenschaft |p(z)| > 1V z € C mit |z| > R.

Beweis:
Fiir z # 0 sei
p(z) = —|— T+ an also p(z) = 2"p(2) fiir 2 # 0

und nach der Dreiecksungleichung gilt:

ap lai] |an—1] )
l[p(2) = lanl| < |p(2) —an| < ER + 2T +..F E = |p(2)| = |an| # 0 fiir 2] — o0

Mit |p(2)| = |2|™|¢(2)] — oo fiir |z| — oo ergibt sich die Behauptung. O

9.3 Fundamentalsatz der Algebra

Satz 10.3:

Sei p wie im obigen Hilfssatz. Dann existiert ein zo € C mit p(zg) = 0.

Beweis:

Nach dem Hilfssatz existiert ein R > 0 mit [p(z)| > 1V z € C mit |z| > R. Wir nehmen an, dass p(z) # 0V
z € C. Dann ist ¢ :== 1/p € H(C) und |¢(z)| <1 fiir z € C mit |z| > R. Da ¢ stetig ist, ist ¢ beschrénkt auf
Ug(0). Somit ist ¢ beschrinkt auf ganz C und nach Satz 10.2 konstant. Also ist p konstant, was ein Widerspruch
zur Voraussetzung darstellt. O

9.4 Potenzreihenentwicklung

Satz 10.4:
Sei D C C offen, f € H(D), zg € D und r > 0 so, dass U,.(zp) C D. Dann gilt:

— Z an(z — 20)"Vz € Uy(20) (*)

n=0
wobei
f(n) 1
p =" = %/ ) n+1 dw mit y(t) = zo + gexp(it), t € [0,27], 0 < o < 7 (%)
5
D
Beweis:

() folgt aus (*), 5.4 und 9.6. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zg = 0. Sei weiterhin z € U,.(0) und
R > 0so, dass |z| < R <1, v(t) := 20 + Rexp(it) fiir ¢ € [0, 27].
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9.4. POTENZREIHENENTWICKLUNG

Sei w € Tr(v0). Dann ist |z|/|w| = |z|/R < 1, also

flw f(w
w(f)z: (w)l an anﬂ

Die letzte Reihe konvergiert gleichmifig auf Tr(vp), denn f ist auf Re(yo) beschrinkt.

[ian ] (L) w3 ( [ A au) =

Nach 9.4 bzw. 9.6 gilt

29 [ 20, 0

w— z wntl n!
Yo

und damit:

> £(n)
f(Z) _ Z f (0) P 0

n!
n=0

Bemerkungen:

1.) 10.4 ist in R falsch. Bekannt aus der Analysis ist, dass die Funktion

L ur
o= { ) By T

auf R beliebig oft differenzierbar und £ (0) = 0 ist ¥ n € Ng. Also ist:
> f(n)

Z wx” =0aufR

= n!

2.) Die Entwicklung (*) gilt in der grofiten offenen Kreisscheibe um zg, die noch ganz in D liegt. Sei rq der
Radius dieser Kreisscheibe. (Ist D = C, so ist 19 = 00). Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe in
(%). Also ist R > rg.

Beispiel:

Sei D = C_ und f(2) = Log(2). Es gilt f(™ = (=1)"*}(n —1)!/2" fiir alle n > 1 und fiir alle z € C_.

Sei zg € C_.
a, = F(z0) _ D"t B 1
" i ol = R Tl

Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung (2) ist R = |zg|. Die Entwicklung (*) lautet hier also:
n+1

Log(z) = Log(zo) Z g — zp)" =: h(z)
= ~0

Frage: Fiir welche z € C gilt Log(z) = h(z)? Sei ro wie in Bemerkung (2). Dann gilt Log(z) = h(z) fiir
alle z € Uy, (z0). Wir unterschieden nun zwei Félle, was die Lage von zg betrifft:
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— Fall 1: Re(zg) > 0:
A

| o]

Hier gilt ro = |20 = R.
— Fall 2: Re(zp) < 0 und Im(z) > 0:
A

Hier ist 7o = Im(zg) < |20| = R. Nach 5.4 ist klar, dass h € H(Ug(2p)) und (nachrechnen) h'(z) =
1/2V z € Ur(2p)- Sei D1 :=Ug(z0)N{z € C:Im(z) > 0} und D5 := Ugr(20) N{z € C: Im(2) < 0}.
Es ist D1, Dy C C_ und Dy, Dy C Ug(29), Upy(20) € D1. Zu Dy: Es gilt B/(2) = 1/2 = Log'(2)
V z € Dy. Damit gibt es ein ¢; € C mit h(z) = Log(z) + ¢1 mit zo € D;. Es gilt h(z9) = Log(zo),
womit ¢; = 0 ist. Fazit: h(z) = Log(z) V 2z € Dy. Zu Da: Es gilt #'(2) = 1/z = Log'(2) ¥ 2z € Ds.
Es existiert also auch hier ein ¢o € C, so dass h(z) = Log(z) + ¢c2 V z € Da. Sei tg := Re(zp). Sei
zn = [tolexp(i(m — 1/n)) und w, := [to|exp(i(—7 + 1/n)). Dann gilt z, — to und w, — to. Es
existieren also m € N mit z,, € Dy und w,, € Dy ¥V n > m.

2 = h(wy) — Log(wn) = h(wn) — [log [wy| 4 iArg(wy,)]

Da h stetig ist, gilt:

h(to) — [log [to| — im] = h(to) — log [to| + im

Also gilt co = h(tg) — log |to| + im. Da h stetig ist, gilt:

h(to) = lim h(z,) = lim Log(z,) = lim (log |2,| + iArg(2,)) = log |to| + im

Hieraus resultiert wiederum cy = 27i. Fazit: h(z) = Log(z) + 271 V z € Ds.
— Fall 3: Re(zp) < 0 und Im(zp) < 0:
A

Hier folgt analog h(z) = Log(z) — 2i.
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9.5. KONVERGENZSATZ VON WEIERSTRASS

9.5 Konvergenzsatz von Weierstraf3

Sei D C C offen und (f,) eine Folge in H(D). Die Folge (f,,) konvergiere auf D lokal gleichméBig gegen eine
Funktion f: D +— C. Dann gilt:

1) f e H(D)

2.) (f}) konvergiert auf D lokal gleichméflig gegen f’.

Beweis:

1.) Aus Satz 5.1 folgt f € C(D). Sei A C D ein Dreieck. (f,) konvergiert nach Voraussetzung auf 0A
gleichméfig.

n—oo
0A
—_———
=0 nach 9.1

/f(z)szi4 lim [ fn(z)dz=0
oA

Nach 9.7 ist f € H(D).

2.) Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit f = 0 auf D. (Betrachte ansonsten f,, — f.) Sei zp € D und
r > 0 so, dass U,(z) C D. Es geniigt folgendes zu zeigen: (f/) konvergiert auf Uz (20) gleichmiBig
gegen 0. Der Rand der Kreisscheibe wird durch () := zo + rexp(it) mit ¢ € [0, 2] beschrieben. Es sei
M, := maxetr(y) | fn(w)|. Nach Voraussetzung gilt M, +— 0. Sei z € U (20):

) 2 o [ L

2w ) (w— 2)?
8!

Es gilt auerdem w € Tr(y) und |w — z| > r/2, also:

| fr(w)] 4M,, , 1 4M, 4M,
lw—2z2 = 72 2]l = 2 12 o
Also gilt [f},(2)] < 4M,,/r ¥V z € Uz (20) ¥V n € N und M,, — 0. O
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Kapitel 10

Weitere Eigenschaften holomorpher
Funktionen

In diesem Paragraphen sei G C C stets ein Gebiet. Fast wortlich wie in Analysis I zeit man:

10.1 Identitiatssatz fiir Potenzreihen

Satz:

S gan(z — 20)" sei eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Weiterhin sei f(z) := > oo an(z — zp)"
fiir 2 € U,.(20). Es sei (21) eine Folge in U,.(zg) mit z; — 2o und es gelte f(zx) =0V k € N. Dann ist a,, =0V
n e No.

10.2 Identititssatz fiir holomorphe Funktionen

Satz:

Es sei f € H(G), z0 € G und (z) eine Folge in G\ {zp} mit f(zx) =0V k € N und 2 — 2. Dann ist f =0
auf G.

Beweis:

Es existiert ein 7 > 0 mit U, (z9) € G. Nach 10.4 gilt:

< p(n)(,

f(Z) = Z f n(' 0) (Z — zo)"v,z S UT(Z())
n=0

Es gibt ein ko € N mit 2z, € U,(20) V k > ko. Nach Satz 11.1 ist f(™(z) = 0V n € Ny. Hieraus folgt

2we€A:={2€G: f"(2) =0V ne&Ny}. Sei B:=G\ A Dannist G=AUB und ANB = (. Sei a € A.

Dann gibt es ein ¢ > 0 mit U,(a) C G. Nach 10.4 gilt:

* p(n)(g
flz)= Z fT()(z —a)"VzeU,ya)
n=0 :

Aus a € A folgt £ (a) =0V n € Ny und damit f = 0 auf U,(a). Somit sind alle f) = 0 auf U,(a) V N € N,
womit U,(a) C A und A offen ist. Sei b € B. Es existiert ein k € Ny mit f*)(b) # 0. Daraus, dass f*) stetig
ist, folgt, dass es ein & > 0 gibt mit U.(b) € G und f*)(2) # 0V z € U.(b). Also ist U.(b) C B und damit B
offen. Da G ein Gebiet ist, ist B =0 und G = A, woraus die Behauptung folgt. O

Bezeichnung:

Fir f € H(G) sei Z(f) :={z € G : f(z) = 0} die Nullstellenmenge.
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KAPITEL 10. WEITERE EIGENSCHAFTEN HOLOMORPHER FUNKTIONEN

10.3 Folgerungen

L) Ist f € H(G), f # 0 auf G und 25 € Z(f). So existiert ein ¢ > 0 mit U.(20) € G und f(2) # 0V
z € Ue(20).

2.) Ist f € H(G), 2o € G und gilt f(™(25) =0V n € N, so ist f = 0 auf G.

Beweis:
1.) Dies folgt aus 11.2.

2.) Verfahre wie im Beweis von 11.2. |

Satz 11.4:

Sei G ein Elementargebiet und f € H(G) mit Z(f) = 0.
1.) Es existiert ein h € H(G) mit exp(h) = f auf G.
2.) Ist n € N, so existiert ein g € H(G) mit ¢g" = f auf G.

Beweis:

1.) Esist f'/f € H(G). G ist ein Elementargebiet und damit gibt es ein F' € H(G) mit F' = f'/f auf G.
Setze ¢ = exp(F)/f. Dann ist ¢ € H(G) und ¢’ = 0 auf G (nachrechnen!). So gibt es ein ¢ € C mit
exp(F) = cf auf G. Es ist klar, dass ¢ # 0 ist. Aus 7.1 folgt dann, dass ein a € C existiert mit ¢ = exp(a)
und damit gilt f = exp(F — a) auf G. O

2.) Sei h wie in (1) und g := exp(1/nh). Dann gilt ¢" = exp(h) = f auf G.

Satz 11.5:
Sei D C C offen.
1) Ist F € H(D),0 € D, F(0) =0 und F’(0) # 0, so gilt 0 € F(D)".
2.) Ist f € H(D) nicht lokal konstant, so ist f(D) offen.
3.) Satz von der Gebietstreue: Ist f € H(G) nicht konstant, so ist f(G) ein Gebiet.

Beweis:

1.) Wir definieren u := Re(F') und v := Im(F). Aus Satz 4.1 folgt u,(0) = uy(0) und uy(0) = —v,(0)
[Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen] und F’(0) = u,(0) + iv,(0).

uz(0) w (0)> 2 2 () |2
det Y = uz(0)° +v,(0)° = |F'(0 0
(4t ) = wal07 + a0 = [P0 #
Der Umkehrsatz (Analysis IT) besagt, dass U C D existiert mit 0 € U, U offen und F(U) offen. F(0) =0
liefert 0 € F'(u). Damit existiert ein § > 0 mit Us(0) C F(u) C F(D).

2.) Sei wy € f(D). Es existiert ein § > 0 mit Us(wg) C f(D). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist
wo = 0. Es existiert ein zg € D mit f(z9) = wp = 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei auch
zo = 0. Also gilt f(0) = 0. Es existiert ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft U.(z9) C D. 10.4 liefert nun
f(z) =ao+ a1z +azz? +...V 2z € U(0). Aus f(0) = 0 ergibt sich ag = 0. Damit existiert nach 11.3 ein
n € N mit a,, # 0. Sei m := min{n € N: a,, # 0} (> 1). Dann ist

f(2) = 2" (am + i1z + amaoz? +...) = 2Mg(2) V2 € U-(0)

=:9(2)
wobei g € H(U.(0)) und ¢(0) = a,, # 0. Da g stetig ist, gibt es ein r € (0,&) mit g(z) #0V z €
U.(0). U,(0) ist ein Elementargebiet. 11.4 liefert dann, dass ein h € H(U,(0)) existiert mit A™ = g auf
U,(0). Definiere F' € H(U,(0)) durch F(z) := zh(z). Dann ist F'(0) = 0, F'(z) = h(z) + zh/(z), also
F'(0)™ = h(0)™ = g(0) # 0, also F’(0) # 0. Weiter ist F™ = f auf U,.(0). Aus (1) existiert ein R > 0
mit Ur(0) C F(U,(0)). Sei § = R™ und w € Us(0). Wegen Satz 1.5 existiert ein v € C mit v™ = w.
Dann ist |v|™ = |w| < § = R™. Also ist |v] < R und damit v € Ug(0) C F(U,(0)). Es gibt somit ein
z € Uy(0) C D mit F(z) = v. Hieraus folgt w = v™ = F(2)™ = f(z) € f(D). Also ist Us(0) C f(D). O

3.) Nach Satz 3.6 ist f(G) zusammenhéngend und nach (2) damit ein Gebiet.
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10.4 Maximum-, Minimumprinzip (I)

Satz 11.6:
Sei f € H(G) nicht konstant.

1.) |f] hat auf G kein lokales Maximum.
2.) Ist Z(f) = 0, so hat | f| auf G kein lokales Minimum.

Beweis:

1.) Sei zp € G und € > 0 so, dass Us(z9) C G und sei wg := f(20). Aus Satz 11.5 wissen wir, dass f(U:(20))
offen ist. Aus wg € F(Ug(z0)) folgt, dass ein § > 0 existiert mit Us(wg) C f(Us(20)). Es existieren
w € Us(wp) mit |w] > |wl.

Im
w
Wo Us (wo)
»
Re
Somit gibt es z € U (20), so dass w = f(z). Dann ist | f(2)| = |w| > |we| = | f(20)]. O

2.) Wende (1) auf 1/f an.

10.5 Maximum-, Minimumprinzip (II)
Sei G beschréinkt, f € C(G) und es sei f € H(G).

1) |f(Z)‘ < maxyesa |.f(w)‘ Vzeq
2.) Ist f(2) 0V z € G, so gilt |f(z)| > mingeacq |f(w)| ¥V 2z € G

Beweis:
1.) G ist kompakt. Dann folgt aus Satz 3.3, dass ein wy € G existiert mit |f(z)| < |f(wo)| V 2z € G. Wir

unterscheiden zwei Falle:

a.) wo € 0G: fertig

b.) wo € G: Dann gilt [f(z)| < |f(wo)| V z € G. Nach 11.6 ist f somit konstant auf G. Da f stetig ist,
folgt, dass f auf G konstant ist. Hieraus folgt die Behauptung.

2.) Auch hier unterscheiden wir zwei Fiille:

a.) f(2) #0V z € G: Wende (1) auf 1/f an.

b.) Es existiert ein 29 € G mit f(zp) = 0. Laut Voraussetzung ist zg € dG. Dann ist min,ecsq | f(w)| = 0,
woraus die Behauptung folgt. O

Definition:

Sei A C G. A heifit diskret in G genau dann, wenn A in G keine Haufungspunkt hat. (< Zu jedem 2o € A
existiert ein 7 = r(a) > 0 mit der Eigenschaft ANU,.(z) = 0.)

Aufgabe:
Ist A diskret in G, so ist A hochstens aufzéhlbar.
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Satz und Definition 11.8:

Sei f € H(G) und f # 0. Dann ist Z(f) diskret in G.

Ist 29 € Z(f), so existiert ein m € N und ein g € H(G) mit der Eigenschaft f(z) = (z — 20)™g(2) V z € G und
9(z0) # 0. m und g sind eindeutig bestimmt. m heift die Ordnung (oder Vielfachheit) der Nullstelle zg von
f- (,f hat in zg eine m-fache Nullstelle.*)

Beweis:

11.3 besagt, dass Z(f) diskret in G ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei zp = 0. Ex existiert dann
ein 7 > 0 mit U,(0) C G. Nach 11.4 ldsst sich f wie folgt schreiben:

f(2) = a0+ a1z +azz® +... Vz € U.(0)

Aus f(0) = 0 folgt ap = 0. Nach dem Identititssatz 11.2 folgt, dass n € N existieren mit a, # 0. Sei
m :=min{n € N: a,, # 0}. Dann lisst sich die Potenzreihe schreiben als:

f(2) = 2™ (am + @ms12 + amaoz® +...) = 2™ p(2) V2 € U,(0)

=:p(2)

Es ist ¢ € H(U-(0)) und ¢(0) = a,, # 0. Definiere g: G — C durch:

g(z) = { f(Z)/zm fiir z ?é 0

Am fir z=0

Dann gilt f(z) = 2™g(z) V z € G. Aufierdem ist g(0) = a,, # 0. Dass g aufierhalb des Nullpunkts holomorph
ist ist klar. Da g = ¢ auf U,(0) ist, gilt g € H(G). O

Aufgabe:

Sei f wie in 11.8, zp € G und m € N. f hat in zy eine m-fache Nullstelle genau dann, wenn f(z9) = f'(z0) =
o= f0 D (20) = 0 und £ (2) # 0.

Satz 11.9:
Sei f € H(G).

1.) Sei g: G x G + C definiert durch

f(z)—f(w .
o(zw) = /( ;_w( ) f?r z#Fw
f'(z) fir z=w

Dann ist g stetig.

2.) Ist z9 € G, so existiert ein € > 0 mit Us(29) C G und
1
/() = flw)l = 51f (z0)llz = w]Vz, w e Us(zo) (%)
Ist f/(20) # 0, so ist f auf U.(z) injektiv und f=! ist auf f(U.(20)) stetig.

Beweis:

1.) Es geniigt zu zeigen: Ist zy € G, so ist g stetig in (z0,20) € G X G. Sei € > 0. Dann existiert ein
d > 0 mit der Eigenschaft Us(zp) € G und |f'(w) — f'(20)] < eV w € Us(zp). Seien z, w € Us(zp) und
v(t) := z + t(w — z) mit ¢ € [0, 1]. Dann ist Tr(vy) C Us(2o).
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Us(z0) ist ein Sterngebiet und f” hat auf Us(zg) die Stammfunktion f. Nach 9.2 gilt:

/ F(€)dE = f(w) — £(z) = flw) — f(z) = / o) (w - 2 dt
Y 0

Ist z # w, so folgt:

~ [ @
0

Ist andererseits z = w, so gilt:

A(t) = 2Vt € [0,1] = / F(4(0)) dt = / F(2)dt = f(2) = g(z2)
0

0
Also ist g(z, w) fo )) dt. Dann erhalten wir weiter:
1
lg(z, w) / "(20) dt‘ /|f f(z0) dt <e O
0 <e (s.0.)

2.) Aus (1) folgt |g(z,w)| — |f'(20)| fiir (z,w) — (20,20). Somit existiert ein ¢ > 0 mit U.(z0) C G und
lg(z,w)| > 1/2f"(20) V 2z, w € U.(29). Daraus folgt (*). Sei f'(20) # 0. Aus () ergibt sich nun, dass f
injektiv ist auf U.(zg). Seien A, u € f(Uc(20)), 2z := f~1(A\) und w := f~1(u).

Satz 11.10:
Sei f € H(G), zp € G und f’(29) # 0. Dann existiert ein » > 0 mit U,.(z9) C G.
i.) fist auf U,(z0) injektiv und f/(z) #0V z € U,(20).
ii.) f(Ur(z0)) ist ein Gebiet.
i) £ € H(F(U(20))) und (f~1Y(w) = 1/(f/(f~ (@) ¥ w € f(Uy(20)).
Beweis:
i.) Seie > 0 wie in 11.9 (2). Da f’ stetig ist, existiert ein r € (0,¢) mit f/(z) £ 0V z € Uy (zo).
ii.) Das folgt aus 11.5.

iii.) Sei wg € f(U,(20)) und (wy) eine Folge in f(U,(20)) \ {wo} mit w, +— wg. Sei Z := f~(wp) und
Zn = fHwy). 11.9 liefert, dass f~1 stetig ist in wg. Hieraus folgt z, — 2z und damit:

fﬁl(wn) 7f71(w0) — Zn -z T 00 1 _ 1
wy, — Wy f(zn) = F(2) 1) (1 (wo))
Also ist f=1 in wy komplex differenzierbar und (f=1)"(wo) = 1/(f'(f~(wo))). O
Satz 11.11:
Sei f € H(G) auf G injektiv. Dann gilt:
L) Z(f)=0

2.) f~t e H(f(G)) und (f‘l)’(w):WVwef( )
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Beweis:

1.) Annahme: Es existiert ein zp € G mit f'(z9) = 0 und wp := f(20). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
gilt wy = 0 = 2, also f(0) = f'(0) = 0. Aus 11.8 folgt, dass ein n > 2 und g € H(G) existiert mit f(z) =
2"g(z) ¥ z € G und g(0) # 0. Damit gibt es nach 11.3 ein ¢ > 0 mit f(z) # 0V z € U.(0) und U(0) C G.
Alsoist g(z) # 0 fiir jedes z € U(0). Aus 11.4 folgt, dass eine Funktion ) € H(U(0)) existiert mit ¢y™ = g
auf U.(0). Definiere ¢ € H(U.(0)) durch ¢(z) := 2¢(2) mit z € U.(0). Dann gilt ¢™ = f auf U.(0). Es
ist ersichtlich, dass ¢(0) = 0 und ¢’(2) = ¥(z) + 29’ (z). AuBlerdem gilt ’(0)™ = ¢(0)™ = ¢(0) # 0, also
©'(0) # 0. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass ¢’(0) # 0 fiir alle z € U.(0).
o auf U.(0) injektiv,, denn sind z1, 2o € U-(0) und (z1) = ¢p(22), so folgt daraus ¢(z1)™ = @(22)™,
also f(z1) = f(z2)und damit z; = zo. Des weiteren ist 0 = ¢(0) € ¢(U:(0)). Nach 11.5 existiert ein
§ > 0 mit Us(0) C ¢(U-(0)). Aus 11.10 ergibt sich wiederum ¢! € H(¢(U.(0))). Aus 11.5 folgt, dass
U = ¢ 1(Us(0)) offen ist. Klar ist, dass 0 € U, U C U-(0) und ¢(U) = Us(0) (*). Sei 21 € U \ {0},
a1 = @(z1), w1 = f(z1) # 0 (siehe oben) Auf der anderen Seite ist a* = ¢(z1)™ = f(21) = wy. Aus
1.5 folgt, dass ein as € C existiert mit der Eigenschaft a}* = w; und a1 # as. Aus a}' = wy = ¢(z1)™

()
resultiert |az| = |p(z1)] < 6 und mit (%) folgt az € ©(U). Damit gibt es ein z2 € U mit as = (22)
und damit f(z2) = @(22)™ = ai* = w1 = a* = f(z1). Da f injektiv ist, folgt 21 = 2. Dann gilt
a1 = ¢(z1) = p(22) = ag, was wegen der Wahl a; # ay ein Widerspruch darstellt. O

2.) Das folgt aus (1) und 11.10.

Definition:

Sei zg € G, a > 0, 71, 72: [0,a] = C seien glatte Wege und ~}(t) # 0 V t € [0,a] (j = 1, 2). Weiterhin sei
71(0) = 29 = ¥2(0). Der orientierte Winkel von 71 nach 7, in zq sei definiert durch:

. / 0
Winkel(v1, 72, 20) = argy3(0) — argy;(0) = arg (%Oi)
1

10.6 Winkeltreue

Satz 11.12:
Sei f € H(G), zp € G und f’(z9) # 0. Dann gilt:

| Winkel(f 041, f 092, f(20)) = Winkel(71,72, %) |

Beweis:

Sei I'j := fo~; (j =1, 2). Dann gilt I'}(t) = f'(v(¢))7;(t)) und I'}(0) = f'(20)7;(0) # 0. Es gibt ein b € (0, a)
1

mit der Eigenschaft I';(t) # 0V tz € [0,b] (j =1, 2).

I, (0 5(0
Winkel(T'y, Ty, f(20)) = arg (FZE();) = arg (’712’((0))> = Winkel(y1,y2, 20) |
Definition:

1.) G; und G; seien Gebiete in C. Ist f € H(G;) injektiv auf G; und gilt f(G1) = Ga, so heifit f eine
konforme Abbildung von G; auf Gs.

2.) Ist f: G — G eine konforme Abbildung von G auf G, so heifit f ein Automorphismus von G und man
schreibt f € Aut(G).
Satz 11.13:

(1, G4 seien Gebiete, f: G; — G2 sei eine konforme Abbildung von G auf G und G sei ein Elementar-
gebiet. Dann ist G2 ebenfalls ein Elementargebiet. (Entweder haben also beide Gebiete Locher oder beide
Gebiete keine.)

Beweis:

Sei g € H(G2) und h := (go f)f’. Dann ist h € H(G1). Aus der Tatsache, dass G ein Elementargebiet ist,
folgt, dass ein ¢ € H(G) existiert mit ¢’ = h auf G;. Sei weiterhin F := ¢ o f~1. Nach 11.11 ist F' € H(G>).
Nachzurechnen ist mittels der Kettenregel, dass F’ = g auf Gy ist. (I
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Kapitel 11

Das Schwarzsche Lemma, Aut(D)

Sei D :={z€eC: |z| < 1}.

11.1 Schwarzsches Lemma

Satz 12.1:

Es sel f € H(D), f(D) C D und f(0) = 0. Dann gilt |f(2)] < |2| V z € D und |f'(0)] <1 (x). Ist |f'(0)] =1
oder |f(z0)| = |z0| fiir ein zo € D\ {0}. Ist | f(0)] = 1 oder |f(z0)| = |20| fiir ein zp € D\ {0}, so existiert ein
A € 0D und es ist f(z) = Az.

Beweis:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei f # 0. Nach 11.8 existiert ein g € H(D) mit f(z) = zg(z). Sei z € D
beliebig. Wihle r > 0 so, dass r < 1 und |z| < r.

Dann ist nach dem Maximumprinzip (11.7):

_ |f(w)]
lg(2)] < max lg(w)| = i

<

S|

Fiir r — 1 ergibt sich hieraus |g(z)| < 1. Also ist [g(z)| < 1 fiir alle z € D. Aus f/(2) = g(z) + z¢'(2) folgt
£'(0) = g(0). Also gilt (). Es sei [f'(0)] = 1 oder |f(z0)| = |z0] fiir ein z5 € D\ {0}. Hieraus ergibt sich
|g(0) = 1 oder |g(z0)| = 1. Es resultiert, dass |g| ein Maximum in D hat. Nach 11.6 existiert ein A € C mit
g(z) = AV z€D. Dann ist f(z) = Az. Es ist |\| = |g(0)| = 1 oder |A| = |g(20)| = 1, also A € ID. O

Definition:

Seia e Dund S, € H(C\ {1/a}) definiert durch S,(z) = (z — a)/(1 — az). Beachte:

1

a

1
=—>1daaeD
|a

Also ist 1/a ¢ D. Weitere Eigenschaften sind S,(a) = 0 und S,(0) = —a.
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KAPITEL 11. DAS SCHWARZSCHE LEMMA, AUT (D)

Satz 12.2:
Sei a € D.
1.) S, ist auf C\ {1/a} injektiv.
2) S;t=5_,aufD
3) S ( D) = oD
4.) Sa(D) =D
5.) Ist A € D, so ist AS, € Aut(D).
Beweis:

1.) Sei z1, z2 € D. Dann nehmen wir an, dass f(z1) = f(z2). Hieraus folgt z; = z2. (Nachrechnen!)
2.) Wir betrachten:

- +
S Sz—a=w-awsz(ltaw)=w+asz= wra =5S_a(w)

w=S(2) = 1+aw

1—az
3.) Sei |z| =1, also z = exp(it) mit ¢t € R.

exp(it) — a
1 —aexp(it)|

exp(it) — a _ | exp(it) — al _
exp(it)(exp(—it) — @) | |exp(it)| - [exp(it) — q|

1Sa(2)] =

Also ist So(0D) C OD. Aus (2) folgt D = S,(S_4(ID)) C S,(0D) wegen S_,(0D) C ID.
4.) Sei z € D.

1S.(2)] € max |Sq(w)] = 1= S,(D)CD
11.7 Jw|=1 (3)

Sei z € D, w := S,(z). Wir nehmen an, dass |w| = 1 ist. Mit (3) wére dann |z| =
stellt ein Widerspruch zur Annahme dar. Also ist S, (D) C D. Genauso ist S_4 (D) C
(2) D= Sa(Sfa(D)) c Sa(]D))

5.) Das folgt aus (1) und (4). O

|S_q(w)| = 1. Dies

S_
D. Dann ist wegen

Satz 12.3:
Sei f € H(D). Es gilt f € Aut(C) und f(0) = 0 genau dann, wenn ein A € 9D existiert, so dass f(z) = Az.

Beweis:
o <“: klar

und f71(0) = 0. Sei z € D und w := f(z). Dann ist 2 = f~1(w),
|2

)
< |z| (nach 12.1). Also ist |f(z)| = |z| fiir alle z € D. Nach 12.1 existiert

|2 = 1 (w)] < |w| = If()

e ,=“ Dann ist f~! € Aut(C
|
ein A € 9D, so dass f(z) = Az.

Satz 12.4:
Es gilt Aut(D) = {\S, : A € ID,a € D}.

Beweis:

e D% Dies folgt aus 12.2 (3).

o ,C“ Sei f e Aut(D) und a := f~1(0) €D, g:= foS_,. Es gilt g € Aut(D) und g(0) = f(S_4(0)) =
f(S4(0)) = f(a) = 0. Nach Satz 12.3 existiert ein A € dD mit g(z) = Az. Es ist damit f = go S, = \S,.
(|
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Kapitel 12

Isolierte Singularitaten

Vereinbarung: In diesem Paragraphen sei stets D C C offen, 2z € D, D = D\ {20} und f € H(D). z heiBt
dann eine isolierte Singularitit von f.

Definition:

2o heiBt eine hebbare Singularitét von f genau dann, wenn ein h € H (D) existiert mit der Eigenschaft h = f
auf D. In diesem Falle ist h eindeutig bestimmt (Identitéitssatz) und wir sagen kurz: ,,f € H(D)“.

Beispiel:
Sei f(z) =sin(z)/z (D =C, z9 = 0).

1 23 25 22 Z4
f(Z)=Z<Z‘3;+5!¢'“):1_3!+5!:F"'::h(z)

Dann ist h € H(C) und h = f auf C\ {0}. f hat also in 0 eine hebbare Singularitit.

12.1 Riemannscher Hebbarkeitssatz

Satz 13.1:

f hat in 2y eine hebbare Singularitit genau dann, wenn ein ¢ > 0 existiert mit der Eigenschaft Us(z9) C D
und f auf Us(zg) beschrénkt ist.

Beweis:
e = Kklar

o =" Sei M :=sup, g, (., |f(2)]. Definiere g: D +— C durch

_ 2 i -
g(2) :{ éz 20)*f(2) izr jiljo

Dann ist g € H(D). Fiir 2z € Us(2) gilt:

9(z)
zZ— 20

‘9(2)_Q(ZO) = [f(2)(z = 20)| < M|z — 2

zZ— 20

Damit ist g in zp komplex differenzierbar, also g € H(D) und ¢'(z) = 0.

— Fall 1: Sei ¢ = 0 auf D. Dann ist f =0 auf D.

— Fall 2: Sei g # 0 auf D. Es ist g(20) = ¢'(20) = 0. Nach 11.8 existiert ein h € H(D) mit der
Eigenschaft g(2) = (2 — 20)2h(z) fiir alle z € D. Dann ist h = f auf D. O
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KAPITEL 12. ISOLIERTE SINGULARITATEN

Definition und Satz 13.2:

2o ist ein Pol von f genau dann, wenn ein m € N und ein g € H(D) existieren mit

f(z)= (Zf(’;)))mvz € D und g(z) #0

In diesem Fall ist m eindeutig bestimmt und heiit die Ordnung des Pols 2y von f.

Beweis:

Seien m, | € Nund g, h € H(D). Sei g(z9) # 0 # h(zp) und

06 b
(z —20)™ (2) (,z—zo)lv €D

Wir nehmen an, dass m > [, also m — [ > 1. Da h(z9) # 0, existiert ein § > 0 mit Us(20) C D und h(z) # 0V
z € Us(zo). Fiir z € Us(29) gilt:

M:(zfzo

h(z) "

— g(20) =0

Dies ist ein Widerspruch, also gilt m < [. Analog fiihrt man dies mit der Annahme | < m durch, was auch auf
einen Widerspruch fiihrt. (I
Aus 13.2 folgt:

Satz 13.3:

Hat f in zg einen Pol, so gilt: |f(2)] — oo fiir z — zp.

Beispiele:
1.) f(2) =1/z besitzt in 0 einen einfachen Pol.

2.) f(2) = exp(z)/z!7 hat in 0 einen Pol der Ordnung 17.

Definition:

zo heifit eine wesentliche Singularitédt von f genau dann, wenn zg nicht hebbar ist und kein Pol von f ist.
Beispiel:

Wir betrachten f(z) =exp(1/z) (D =C, zp =0). Sei z, := 1/n.

f(zn) = exp(n) — oo fiir n — oo, 2, >0

Nach 13.1 ist 0 nicht hebbar, weil f in der Ndhe des Nullpunktes nicht beschrinkt ist. Betrachten wir aulerdem
die Folge w,, :=i/n.

|f(w,)| = |exp(—in)| = 1¥Vn € N

Es gilt w,, — 0. Nach 13.3 ist damit zgp = 0 kein Pol von f. f hat somit in zp = 0 eine wesentliche Singularitét.

12.2 Satz von Casorati- Weierstraf}

Satz 13.4:

f habe in z; eine wesentliche Singularitit und es sei § > 0 so, dass Us(z9) C D. Dann gilt:

f(Us(z)) =C

Ist also b € C und & > 0, so existiert ein z € Us(zp) mit |f(z) — b| < e.
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12.3. KLASSIFIKATION

Beweis:

Sei b € Cund £ > 0. Wir nehmen an, dass [f(2)—b] > eV 2 € Us(20). sei g := 1/(f —b). Dann ist g € H(Us(z))
und |g| < 1/e auf Us(zp). Mit 13.1 folgt, dass g in 2z eine hebbare Singularitéit hat, kurz: g € H(Us(zp)). Wir
unterscheiden zwei Fille:

1.) g(20) # 0: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist g(2) # 0 V 2 € Us(z). Es gilt f = 1/g + b auf
Us(zp). Damit hat f in zg eine hebbare Singularitét. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

2.) g(z0) = 0: Satz 11.8 liefert, dass ein m € N und ein ¢ € H(Us(2¢)) existieren mit g(z) = (2 — 20)™p(z) V
z € Us(zp) und ¢(zg) # 0. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dass ¢(z) # 0
V z € Us(zp). Definiere ¢: D — C durch

. 1/<p(z) fir ze¢ U(S(ZO)
¥(z) = { (z—20)"[f(z) —b] fir z€D

1 ist wohldefiniert fiir z € Us(z).

1 (z—z0)™ m
Dann ist ¢ € H(D) und ¥(z0) = 1/9p(z0) # 0. Sei g(z) := (z) + b(z — z9)™ fiir z € D. Klar ist, dass
g € H(D) und g(zp) = 9¥(z0) # 0. Weiter gilt:

9(z) _ ¥(2) +b=f(z2)—b+b=f(z)Vze D

(z—2z0)™ (2—20)™

Hieraus folgt nach 13.2, dass f in zy einen Pol hat, was ein Widerspruch darstellt. ([l

12.3 Klassifikation

Satz 13.5:
Die isolierte Singularitét zo von f ist
1.) hebbar genau dann, wenn ein § > 0 existiert, so dass Us(z9) € D und f auf Us(zp) beschrénkt ist.

2.) ist ein Pol von f genau dann, wenn |f(z)| — oo fiir z — 2.

3.) wesentlich genau dann, wenn fiir alle § > 0 mit Us(z9) € D gilt: f(Us(2)) = C.

Beweis:
1.) Das ist gerade Satz 13.1.

2.) ,,=“ folgt aus 13.3. ,<“: Mit der Voraussetzung und 13.1 ist zy nicht hebbar. Aus der Voraussetzung
und 13.4 folgt, dass zg nicht wesentlich ist.

3.) ,=* folgt aus 13.4. ,<*“: Mit der Voraussetzung und 13.1 ist z¢ nicht hebbar. Auflerdem folgt aus der
Voraussetzung und 13.3, dass zp kein Pol ist. |
Beispiel:
1.) Wir betrachten f(z) = exp(1/z). Als Ubung kann man zeigen, dass f(Us(0)) = C\ {0} V¥ § > 0.
2.) Sei f(z) =sin(1/z). Als Ubung kann gezeigt werden, dass f(Us(0)) =C ¥V & > 0.
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Kapitel 13

Laurententwicklung

13.1 Bezeichnungen

Fiir 2o € C ist Uso(20) := C und Uso(20) = C\ {20}. Wir setzen auBerdem 1/0 := oo. Erinnerung (an 9.5): Sei
~v ein stiickweise glatter Weg in C, ¢ € C(Tr(7y)) und

g(z) == %m/%dw mit z € C\ Tr(y)

Dann ist g € H(C\ Tr(v)).

Satz 14.1:
Seien 0 <r < R<oo, A:={2z€C:r<|z| <R} und f € H(A).
A

Vs

AR
\ | /)

Fiir s € (r, R) sei v4(t) := sexp(it) mit ¢ € [0, 27] und J(s) := fﬁ/' f(z)dz. Dann ist J konstant auf (r, R).

Beweis:
Sei g(z) := zf(z) mit z € A. Dann gilt f(z) = g(z)/z und g € H(A). Dann gilt:

27 27

J(s) :/MdZZ/wsiexp(it) dtz/ig(sexp(it))dt
0 0

z sexp(it)
Vs

Aus Analysis II folgt, dass J auf (r, R) differenzierbar ist und J'(s) ist gegeben durch:

27 27

J'(s) = /i%g(s exp(it)) dt = /ig’(s exp(it)) exp(it) dt = é/g’(s exp(it))siexp(it) dt = é/g'(’ys(t))vg(t) dt
0 0

0 0

Dies gilt, da g’ holomorph ist und der Integrationsweg geschlossen. (|
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KAPITEL 13. LAURENTENTWICKLUNG

13.2 Laurentzerlegung

Sei A wie in Satz 14.1 und f € H(A). Dann existieren eindeutig bestimmte Funktionen g € H(Ug(0)) und
h € H(U1(0)) mit folgenden Eigenschaften:

f(z)=g(z)+h <i> Vz e A und h(0) =0 (%)

(Beachte: Ist z € A, dann folgt |z| > r und 1/z € U1(0).) (%) heifit die Laurentzerlegung von f. g heifit
Nebenteil von f und die Funktion z — h(1/z) heiit Hauptteil von f.

Beispiel:
Wir betrachten f(z) =exp(1/z) und A =C\ {0} (r =0, R = o0). Es gilt:

flz) =1+ [exp (i) - 1] =|g(z) = 1 und h(z) = exp(z) — 1|

Beweis von 14.2:

1.) Eindeutigkeit: Es seien g, g1 € H(Ur(0)), h, hy € H(U1(0)), h(0) = 0 = h1(0) und

9(z) +h C) = f(2) = g1(2) + Iy C) Vze A

Wir setzen nun G := g — g1 € H(Ur(0)) und H := hy —h € H({U
z € A. Dann ist F: C — C, definiert durch die Vorschrift

| G(») fir |z|<R
F(z) = { H (1) fir |z >r

z

(0)). Also folgt G(z) = H(1/2) ¥

1
T

auf C wohldefiniert. Klar ist, dass F' € H(C) ist. Sei (z,) eine Folge in C mit der Eigenschaft |z,| — oo.
Dann gilt 1/z, — 0 und |z,| >r ¥V n > m.

’”H(;) = hy (Zln) —h(i) — h1(0) — h(0) =0

Also gilt F(z) — 0 fiir |2| — co. Somit existiert ein ¢ > 0, so dass |F(z)] <1V z € C\ U,(0). Klar ist,
dass F auf U,(0) beschrénkt ist. F ist also auf C beschrénkt. Aus Satz 10.2 folgt, dass F auf C konstant
ist. Wegen F'(z) — 0 fiir |z| — oo folgt F =0, also G=0und H = 0.

n

10\

2.) Existenz: Wegen (1) geniigt es, die Existenz der Laurentzerlegeung auf jedem kleineren Kreisring {z €
C: o1 <|z| <02} (r < o1 < 02 < R) zu zeigen!
Definition:

Sei (an)nez eine Folge in C, zg € C und A C C. Eine Reihe der Form

oo

Z an(z — 20)"

n=—oo

heifit eine Laurentreihe. Diese Reihe heifit in z € C (absolut) konvergent genau dann, wenn die beiden Reihen

S 00
Z an(z — Zo)n und Z Cl_n(Z - ZO)in
n=0 n=1

(absolut) konvergent sind. In diesem Fall ist

oo o0 oo
Z an(z — 20)" = Z an(z — 20)" + Z a_n(z—20)""
n=-—oo n=0 n=1

Die Laurentreihe heifit auf A (lokal) gleichmé#Big konvergent genau dann, wenn

Z an(z — 29)" und Z a_n(z—20)7"
n=0 n=1
auf A (lokal) gleichméfig konvergieren.
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13.2. LAURENTZERLEGUNG

Satz 14.3:
Sei0<r<R<oo, Ai={2€C:r<|z—2]| <R} und f € H(A).

%

Dann hat f auf A die Laurententwicklung

oo

flz)= Z an(z — 20)" mit z € A

n=—oo

Die Laurentreihe konvergiert auf A absolut und lokal gleichméBig. Die Koeffizienten a,, (n € N) sind eindeutig
bestimmt. Ist r < ¢ < R und ~(t) := 29 + gexp(it) mit ¢t € [0, 2], so gilt:

[ g
"2mi ) (w— z)n L

dwVneZ

oo o an(z — z0)™ heifit Nebenteil von f,

> —n _ a_1 a_9
;a—n(z ZO) _Z—ZO+(2—ZO)2+”.

heifit der Hauptteil von f.

Beweis:

Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit zo = 0. Nach Satz 14.2 existiert eine Funktion ¢ € H(Ug(0)) und
eine Funktion h € H(U1(0)) mit f(z) = g(2) + h(1/z) V z € A und h(0) = 0. 10.4 liefert die Darstellung

9(z) =30 ganz" ¥V z € Ug(0) und h(z) = 307 bpz" V 2z € U1(0). Setze a_y, := by, fiir n > 1. Dann gilt:

f(z)= i anz"Vze A

n=—oo

Damit ist die Existenz der Laurententwicklung bewiesen. Nach Satz 5.4 konvergiert die Laurentreihe auf A
absolut und lokal gleichméfig. Aus Satz 14.2 ergibt sich, dass g und h eindeutig bestimmt sind und nach 5.4
sind die Koeffizienten «a,, eindeutig bestimmt fiir n € Z. Es bleibt die Darstellung der Koeffizienten zu zeigen.
Sein € Z, y(t) = oexp(it) (t € [0,27]), r < o < R. Sei w € Tr(v).

f(’LU) _ i a wy—n—l
wnt1 - v

V=—00

Die letzte Reihe konvergiert auf Tr(v) gleichmifig. 8.4 liefert:

flw) _ - 1 87 [ 0O fir v#n _ _ .

] dw = Z a, | w dw = omi fir yen = 2mia,, O
¥ vETe 4
Satz 14.4:

Sei D C C offen, zg € D, D := D\ {z} und f € H(D). (2 ist also eine isolierte Singularitiit von f.) Sei R > 0
so, dass Ug(z9) C D. f hat also nach 14.3 auf Ug(zo) die Laurententwicklung f(z) = >0 an(z — zo)™ fiir
z € Ug(2o).

1.) f hat in 2o eine hebbare Singularitit genau dann, wenn a_,, =0V n € N.
2.) f hat in % einen Pol der Ordnung m € N genau dann, wenn a_,, # 0 ist und a_, =0V n > m.

3.) f hat in zg eine wesentliche Singularitét genau dann, wenn a_,, # 0 ist fiir unendlich viele n € N.
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KAPITEL 13. LAURENTENTWICKLUNG

Definition:

Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in 14.4. Dann heifit Res(f, z9) := a—1 das Residuum von f in z. Ist
0 < o< Rund ~(t) = 2o + oexp(it) (¢t € [0,27]), so folgt aus 14.3:

Res(fi20) = 55 [ £(2)ds
v

Beweis:
1.) ist Kklar.

2.) Sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit zg = 0. ,=“: Nach 13.2 existiert eine Funktion g € H(D) mit
f(z) =g(2)/2" V z € D und ¢(0) # 0. Nach 10.4 lisst sich g(z) in der Form g(z) = co +c12 + 2% + ...
V z € Ur(0) schreiben, woraus folgt:

Co C1 Cm—1 — -m !
f(z):27m+zm71+...+ ; +chz” Vz e Ugr(0)

Die Eindeutigkeit der Laurententwicklung liefert co = a—_,, also a_,, = g(0) # 0. Weiter gilt a_,, =0 V

n>m. <=
= a_q a_p, .
= w2ttt — 4.+ —V2zeUg(0
f(2) nz:%az Ttttz r(0)

Daraus folgt:

2F(2) = . a2+ Zanz"'”" Yz € Ur(0)

n=0

=:9(2)

Es ist g € H(Ug(0)), g(0) = a_,, # 0 und f(2) = g(z)/2™ ¥V z € Ug(0). Hieraus folgt nach 13.2, dass f
in 0 einen Pol der Ordnung m hat.

3.) folgt aus (1) und (2). O

Beispiele:
L) f(z) =1/(z=1)

i.) Laurententwicklung in C\ {1}: f(2) =1/(# — 1) und Res(f,1) =1
ii.) Laurententwicklung in {z € C: 1 < |z| < oo}: Fiir |z| > 1 folgt mittels der geometrischen Reihe:

o0

L1111 111
z—lizl—%iznzoz”iz 22 23

Hier besitzt die Laurententwicklung keinen Nebenteil.

2.) f(z) = cos(z)/23
Wir berechnen die Laurententwicklung in C\ {0}:

1 22 2t 20 1 11 =z 28 1
f(z):’zg<]-_2'+4'—6':|:>223—2Z+4'—6':tundReS(f,O):—2

Hauptteil Nebenteil
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C, meromorphe Funktionen,
Moebiustransformationen

Definition:

Es sci oo irgendein Element ¢ C. C := CU {oo} heifit die Vollebene. 0o heift ,,der Punkt oo®. Rechenregeln:
z+o00i=00+zi=0—zi=z—00:=00Vz€eC

-z =z-00:=00VzeC\{0}
é::Ofﬁrze(Cundg::oofﬁrze(a\{O}

S = {(x1,22,73) € R3: 22 + 22 + (23 — 1/2)? = 1/4} heiBt Riemannsche Zahlenkugel.

Definition:

Definiere o: S +— C durch o(N) := 0.

a i— 2 fiir (21,22, 73)

o(xy1,xa,23) = r— —|—11 —

o heifit stereographische Projektion.

z3| N = (0,0,1) (,Nordpol*)

1 a(G) o(P)

C (x1-z2-Ebene)

Anschaulich folgt (nachrechnen!): Ist P € S\ {N}, so trifft die Gerade durch N und P die komplexe Ebene
im Punkt o(P).

Satz 15.1:
o ist injektiv auf § und o(S) = C. 0=1: C — § ist gegeben durch o—(c0)) = N und

1
oM z) = [FNEE (Re(z),Im(z), |2|?) falls z € C
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Satz und Definition 15.2:

Seien z, w € C. d(z,w) = ||o=(2) — o~} (w)| heifit der chardala Abstand von z und w (insbesondere ist | e ||
die euklidische Norm im R3.) Fiir z, w € C gilt

1.) d(z,w) > 0 und d(z,w) = 0 genau dann, wenn z = w ist,
2.) d(z,w) = d(w, z) und
3.) d(z,w) < d(z,u) + d(u,w) (Dreiecksungleichung).

(C,d) ist also ein metrischer Raum. Fiir z, w € C gilt:

d(z,00) = (1 + |2*)7%, d(z,w) = |z — w]| (1 + [2) 72 (1 + |w[*) "%

Beweis:

Dieser kann als Ubung durchgefiihrt werden. (|

Definition:

Sei (zp) eine Folge in C und z € C. (zn) konvergiert in C gegen z genau dann, wenn d(zpn,2z) — 0 fiir
n +— 0o. Aus 15.2 folgt:

Satz 15.3:
Sei (zp,) eine Folge in C und z € C.
1.) Es gilt d(zp, 20) — 0 genau dann, wenn |z, — zg| — 0 geht.

2.) d(zp,00) — 0 genau dann, wenn |z,| — oo geht.

Ersetzt man |z — w| (z, w € C) durch d(z,w) (2, w € C), so lassen sich die topologischen Begriffe der
Paragraphen 2 und 3 auch in C definieren.

Beispiele:

Sei ACC.

1.) Eine Funktion f: A — C heiit stetig in z¢9 € A genau dann, wenn fir jede Folge (z,) in A mit
d(zn7 ZO) — 0 gﬂt: d(f Zn)a f(ZO)) — 0.

2.) A heifit offen genau dann, wenn fiir alle a € A ein § = §(a) > 0 existiert, so dass {z € C: d(z,a) <0} C
A.

Konventionen:

Sei D C Coffen, zg € D, f € H(D\{z0}) und z sei ein Pol von f. Wegen 13.5 und 15.3 setzt man f(zp) := oc.
Dann ist f auf ganz D definiert, also f: D — C und in jedem z < D stetig.

Definition:

Sei D C Cund f: D ~— C und P(f):={z€ D: f(z) = co}. f heifit auf D meromorph genau dann, wenn P(f)
folgende Eigenschaften besitzt:

i.) P(f) ist in D diskret (das heifit, P(f) hat in D keinen H#ufungspunkt).

ii.) floven € HD\ P(f))
iil.) Jedes zg € P(f) ist ein Pol von f.

Die Klasse der meromorphen Funktionen wollen wir mit M (D) :={f : D — C: f ist auf D meromorph}.
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14.1. MOEBIUSTRANSFORMATIONEN

Beispiele:
i.) P(f) = 0 ist zugelassen, das heifit H(D) C M (D).
2.) Seien f, g € H(D) und g # 0 auf D. Dann ist f/g € M(D), P(f/g) C Z(g).

=z -1 2’222 f(Z): z—1 _ 1 i i — (i

=20 =412 (5 = ey = o @2 () = )
Auflerdem gilt Z(g) = {i, —i}.

3) 16 = o

P ={ s ke z\ 0}

0 ist kein Pol von f, nicht einmal eine isolierte Singularitét. 0 ist ein Haufungspunkt der Pole 1/(km).

Also ist f ¢ M(C), f € M(C\ {0}).
14.1 Moebiustransformationen
Seien a, b, ¢, d € C und es gelte ad — be # 0. Eine Abbildung der Form T'(z) := 222 (; € C) heifit eine

cz+d
Z) =: A7 heifit die zu T gehorende

Moebiustransformation (MB), also T: C +— C. Die Matrix (Z

Koeffizientenmatrix.

Bemerkungen:

1.) Die Bedingung ad — bc # 0 sichert, dass T' nicht konstant ist.

2.) Sei ¢ = 0. Daraus folgt d # 0 und damit 7'(z) = Gz + %. Die Rechenregeln am Anfang des Paragraphen
liefern T'(00) = 0o und T'|c € H(C).

3.) Fiir ¢ # 0 liefern die Rechenregeln am Anfang des Paragraphen T'(co) = ¢ und T(—%) = 00. Also ist —%
ein Pol der Ordnung 1 von 7. Insgesamt bedeutet dies T' € M (C).

Sei M die Menge der Mobiustransformationen.

Satz 15.4:
Sei T', S € M. Dann gelten die folgenden Eigenschaften:

1.) T(@) — C. Weiterhin ist T stetig und injektiv auf C. Auerdem ist die Umkehrabbildung wieder eine
Moebiustransformation, also T~ € M und

T (w) = —dw+b

cw—a
2) ToSeM, Aros = ArAs

M ist also eine Gruppe.

Beweis:

Der Beweis kann als Ubung durchgefithrt werden. ]

14.1.1 Spezielle Moebiustransformationen

z—a

1.) Automorphismen der Einheitskreisscheibe: Sq(2) 1= £==

2.) Drehstreckung: T'(z) := az
3.) Translation: T'(z) := z+a
4.)

Inversion: T'(z) := 1
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Satz 15.5:

T € M lisst sich darstellen als Hintereinanderausfithrung von Drehstreckungen, Translationen und Inversionen.

Beweis:
Sei T'(z) = £
e Fall1l: ¢ =0

Dann ist d # 0 und T'(z) = %z + 4 = (Translation) o (Drehstreckung)

o Fall 2: ¢ £0
q b_ad B
T(z)=—-—+ < n o = o+ v (Translation) o (Drehstreckung) o (Inversion) o (Translation) O
Satz 15.6:

Sei T € M. Dann hat T einen oder zwei Fixpunkte oder es ist T'(z) = z.

Definition:

Seien z1, z9, z3 € C paarweise verschieden. Fiir z € C heifit

Z—Z2Z1 . 22—21
A a4 falls 21, 29, 23 € C

2= falls z1 =0

DV(Z7 21,22, ZS) = zz:zzl3 falls ' _
7—23 alls  2Z9 = OO
221 falls 23 =
Zo—Z21

heifit das Doppelverhiltnis von z, z1, 2o und z3.

Satz 15.7:
Seien z1, 23, 23 € C wie oben.
1.) Sind Ty, T» € M und gilt T1(2;) = Ta(z;) (j =1, 2, 3), dann folgt T1 = T5.

2.) Es ist T(z) := DV(z, 21, 22, 23) (2 € C) eine Mocbiustransformation. T ist die einzige Moebiustransfor-
mation mit T(z1) =0, T'(22) =1 und T'(z3) = o0.

3.) Sind wq, we, w3 € C paarweise verschieden, so existiert genau ein f € M mit S(z;) = w; (fir j =1, 2,
3).

4.) Bs gilt DV(z, 21, 20, 23) = DV(5(2), S(21), S(22), S(23)) V z € C und V s € M (Invarianz des Doppel-

verhéltnisses).

Beweis:
1.) Sei T :=T5 ' o Ty. Nach 15.4 gilt, dass T € M ist.
T(z) =Ty ' (Ti()) = Tp ' (Ta(z) = 7 fir j =1, 2, 3
Nach Satz 15.6 ist T'(z) = z und damit T; = T5.

2.) Es ist klar, dass T' € M ist. Durch Nachrechnen ergibt sich T'(z;) = 0, T'(22) = 1, T(23) = oco. Die
Eindeutigkeit folgt aus (1).

3.) Die Eindeutigkeit resultiert aus (1). Kommen wir deshalb zur Existenz: Sei T}(z) := DV(z, 21, 22, 23),
Ta(2) := DV (2, w1, wz, w3) und S := Ty ' o Ty.

S(z1) = Ty \(Ti(21) 2 1571(0) 2wy

Analog folgt S(z;) = wj fiir j = 2, 3.
4.) Ubung! O
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14.1.2 Kireisgleichung

Sei zg € C und r > 0.

lz—z0] =r & |z—20> =1? & (2—20)(Z—Z20) =r* & |21|* ~Zoz— 202+ |20|* —m? =0 & |2 +@z+azZ+3=0
wobei

a=-%€C,B=2%*-r*cRund |a* — 8 = |20|*> — |20|* +r* > 0 also § < |a]?

14.1.3 Geradengleichung

In der reellen Form in kartesischen Koordinaten gilt mz + ny +d = 0 mit m, n, d, , y € R. Wir setzen
r =Re(z), y=Im(z), a:=F +ig € Cund g:=d e R.

mr+ny+d=0&az+az+=0

Fazit:
Sind o € C und 3 € R, so ist die Gleichung ¢|2|?> + @z + az + 38 =0
e die Gleichung eines Kreises, falls ¢ = 1 und 3 < |a/?.

e die Gleichung einer Geraden, falls € = 0 ist.

14.1.4 Kreistreue
Satz 15.8:

Sei T € M. T bildet eine Gerade auf eine Gerade oder einen Kreis ab. [T bildet einen Kreis auf eine Gerade
oder einen Kreis ab.]

Bemerkung: Man spricht von ,Kreistreue“, weil auf die Riemannsche Zahlenkugel sowohl Kreise als auch
Geraden auf Kreise abgebildet werden.

Beweis:

Die Behauptung ist klar fiir Drehstreckungen und Translationen. Wegen Satz 15.5 geniigt es, die Behauptung
fiir T(2) = 1/z zu zeigen. Sei ¢|z|> + @z + az + 3 = 0 die Gleichung einer Geraden oder eines Kreises und
w = 1/z. Dann gilt:

1

1
5—+62+a:+ﬁ:0:>5+ﬁ+aw+ﬁ|w|2:0
|w]? w w

1.) Fall 1: 8 = 0: Abbildung auf eine Gerade
2.) Fall2: g #0:

E+<a)w+aw+w|220

g\pB 5
Dies ist die Gleichung eines Kreises. O
Beispiel:

Bestimme ein 7" € M mit 7'(0D) = RU {oo}.

iA A
® /}\
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KAPITEL 14. C, MEROMORPHE FUNKTIONEN, MOEBIUSTRANSFORMATIONEN

Seiz; =1, 20 =iund 23 = —1.

z2—1
—i
z+1

T(z) :==DV(z,1,i,—1) =

Nach Satz 15.7 folgt T(1) =0, T(i) = 1, T(—1) = oo und nach Satz 15.8 folgt T(0D) = RU {o0}.
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Kapitel 15

Die Umlaufzahl

Hilfssatz:

Sei A eine Menge von zusammenhéngenden Teilmengen von C mit (4.4 A # 0. Dann ist (J,. 4 A zusam-
menhéingend.

Beweis:

Dieser funktioniert fast wortlich wie der zu Hilfssatz 3 in Kapitel 9. O

Definition:

Sei D C C offen. C' C D heifit eine (Zusammenhangs-)komponente von D genau dann, wenn C' zusam-
menhéngend ist und C = C folgt, wenn C C C; C Dy und C zusammenhéngend ist.

Beispiel:

Sei D= Ul(O) U U1(3)
A

AN N
NN

Satz 16.1:
Sei D C C offen und K C C kompakt.

1.) Ist C' C D eine Komponente von D, so ist C' ein Gebiet.
2.) Sind Cy, Cy Komponenten von D, so gilt C; U Cy # () oder C1 = Cs.
3.) Ist zg € D, so existiert genau eine Komponente C' von D: zg € C.
4.) C\ K hat genau eine unbeschrénkte Komponente.

Beweis:

1.) Sei zp € C. Dann existiert ein § mit Us(z9) C D. Sei weiterhin C; :;0C U Us(z9) C D. Klar ist, dass
C C (1 ist. Nach Hilfssatz ist C7 zusammenhéngend. C ist also eine Komponente von D und daraus
folgt C' = C; und damit Us(z) C C.

2.) Sei C;UCs # 0 und C := C; U Cs. Nach Hilfssatz ist C' zusammenhéingend. Klar ist C; € C C D
[Co C C C DJ. Da C; [C5] eine Komponente von D ist, folgt C = Cy [C = C3] und damit Cy C Cy
[Cy D C4].

3.) Sei A := {A C D: A zusammenhingend, zp € A} und {2z} € A. Aus zg € (4 folgt wegen dem
Hilfssatz, dass C := UAGA A zusammenhéngend ist. Sei C C C; C Dy und 7 zusammenhéngend. Dann
ist C1 € A und daraus folgt C; C C, also C = (.
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4.) Ubung

Definition:

Sei v ein stiickweise glatter und geschlossener Weg in C und es sei z ¢ Tr(7).

1 dw

n(7,7) Tomi ) w—z

Y

heifit die Umlaufzahl von « beziiglich z. Es gilt auerdem n(vy~, z) = —n(vy, 2).

Q e 04
v

Satz 16.2:
Sei v wie oben und D := C\ Tr(y).
1.) n(y,2) €ZV z€ D
2.) Ist C eine Komponente von D, so ist z — n(vy, z) auf C' konstant.

3.) Ist C' die unbeschriinkte Komponente von D, so gilt n(y,2) =0V z € C.

Beispiele:
1.) Sei k € Z\ {0}, r > 0, 29 € Z und ~(¢): zo + rexp(ikt) mit ¢t € [0, 27].

Y zq

Die Zusammenhangskomponenten von C \ Tr(v) sind Cy = U,(z0) und Co = C\ (U, (20))-
Sei z € Cy. Aus 16.2 (3) folgt n(vy,z) = 0. Sei z € Ch:

2m
16.2 (3) 1 ik - r exp(ikt)
n(r.2) 2 nr,z0) = o [ EISRE
0

2.) Wir betrachten folgende Kurve:

=t fir —2<t<2
= 2exp(i(t — 2)) fir 2<t< 2w

Berechne n(7;).

2i

4!
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Sei v; wie im Bild und ~o(¢) := 2exp(it) mit ¢ € [0, 27].
1 dw 1 dw 1 dw
_|_

2mi w—1 27 w—1i 2mi w —1
Y Y1 Yo

n(vi) =0

Also gilt n(v,1i) = 1.

Beweis:

1.) Sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit 7: [a, b] — C glatt. Sei auflerdem z € D und definiere h[a, b] —
C durch

t

h(t) ::/'y(zgszzds

a

Nach Satz 8.2 ist h auf [a, b] differenzierbar und h'(t) = 4(t)/(v(t)—z). Weiterhin sei H (¢) := exp(—h(¢))[y(¢)—
z]. Man rechnet nach, dass H' = 0 gilt auf [a, b]. Also existiert ein ¢ € C mit H(t) = ¢V ¢ € [a, b]. Hieraus
folgt fiir t = a:

¢ = exp(—h(a)) (v(a) — 2) = (a) — = = exp(h(t)) = ,j(((?)‘iw € [a.]
Fiir t = b gilt:
ox _ b)) ==z _

p(h(b) = =% =1

Damit existiert ein k € Z (nach 6.3) mit h(b) = 2km.

b

QkWi:/v(Zgz)Z:/wlzdz

a v

Damit ist n(y,z) = k.

ist f € H(C). Da C ein Gebiet ist, gilt nach 11.5, dass f(C) ein Gebiet ist oder f a:1f C konstant ist.
Aus (1) folgt f(c) C Z. Also ist F auf C konstant.

2.) Fiir den Beweis von (2) definieren wir f: €'+ C durch f(2) = n(y, 2) = 1/(2i) [, dw_ Nach Satz 9.,5

3.) (3) Sei F wie im Beweis von (2). Wihle R > 0 so dass Tr(y) C Ur(0). Nach (2) existiert ein ¢ € C mit
f(z)=cVzeC.Seiz e Cso,dass |z| > 2R. Fiir w € Tr(y) gilt dann |[w—2z| > |z|—|w| > |z2|-R >r > 0.
Dann gilt:

1 dw |84 1 1
A =15 = 52| [ 25| < SR
Y

Also gilt

L(vy 1
|c|<—( )
2 |z| - R

Vz € C mit |z] > 2R

Da C unbeschrankt ist, folgt ¢ = 0.
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Kapitel 16

Der Residuensatz und Folgerungen

16.1 Der Residuensatz

Satz 17.1:
Sei G ein Elementargebiet. Weiterhin seien zq, ..., zx € G (mit z; # z fiir j # 1) und es sei f € H(G \
{#1,...,2;}). Jedes z; ist also eine isolierte Singularitét. Weiter sei v ein geschlossen stiickweise glatter Weg

mit Tr(y) € G\ {z1,...,2,}. Dann gilt:

1
2mi

[ =3 nlz)Res(s. )

Beweis:

Fiir alle j € {1,...,k} existiert ein R; > 0 mit Ug,(z;) € G und Ug,(z;) N Ug,(z) = 0 fiir j # 1. Sei
j €{l,...,k}. Nach Satz 14.4 besitzt F' auf Ug, (2;) eine Laurententwicklung, némlich

f(z) = Z aP(z — 2)" + Z a(,jzl(z —z0) "
n=0 n=1
=:1p;(2)
Definiere g € H(G \ {#1,...,2x}) durch
k
9(z) = f(2) = D ¢i(2)
j=1

Dann hat ¢ in z; eine hebbare Singularitét (fir j =1, ..., k). Also ist g € H(G). Da G ein Elementargebiet
ist, besitzt g eine Stammfunktion auf G. Nach 8.6 gilt f7 g(z)dz = 0, weil v ein geschlossener Weg ist.

k
/f(z) dz = Z/gpj(z) dz
¥ =1y
Da die Summe endlich ist, konnen wir Summation und Integration vertauschen. Es ist noch zu zeigen:

/goj(z) dz = 27in(y, z;)a—1(j) fir j =1, ..., k
Bl

7



KAPITEL 16. DER RESIDUENSATZ UND FOLGERUNGEN

Die Reihe fiir ¢; konvergiert lokal gleichmé&8ig (nach 14.3). Wegen 8.4 gilt dann:
[eia =30 [ ) mas

v n=t 2t

Sei also n € {2,3,4,...}. Die Funktion 1/(z — 2;)" hat auf G \ {z;} die Stammfunktion

(Z - Z')_n+1 Satz 8.6 —n
—nj—i—l (z—2;)""dz=0

~

Also verschwinden fast alle Terme in der Summe bis auf den ersten:

, 1 ,
/goj(z) dz = a(ji / ——dz= a(j%n(% zj) - 2mi O
Z—Zj
2l 8!

16.2 Folgerungen

Satz 17.2:

Sei G C C ein Elementargebiet und sei f € H(G) und v ein geschlossener, stiickweise glatter Weg mit
Tr(v) € G. Dann gilt:

1.) Es gilt der Cauchysche Integralsatz fiir Elementargebiete, nimlich

/f(z)dz =0

2.) Es gilt die Cauchysche Integralformel:

n(v,2) - f(z) = %/%dw‘dz € G\ Tr()

Beweis:

1.) Alle z; in 17.2 sind hebbare Singularitdten. Nach 14.4 ist dann Re(f,z;) = 0 und nach 17.1 folgt die
Behauptung.

2.) Sei z9 € G\ Tr(y). Sei g € H(G \ {20}) definiert durch g(w) := f(w)/(w — z). Sei r > 0, so dass
U,.(z0) € G. Nach 10.4 kénnen wir um 2o entwickeln:
f(w) = ag +a1(w— 20) + as(w — 20)* + ... Vw € Up(20)
Also gilt

g(w): o +a1—|—a2(w—zo)—|—...VwéUr(zo)
w — 2o

und somit Re(g, z0) = ap = f(z0), also schlussendlich

o / jj(ﬁ” ) dw=5 / g(w) dw "= n(y, 20) f(z0) A

2mi
ol

16.3 Berechnung von Residuen an Polstellen

Lemma 17.3:

Sei D CC,zy€ D, f e HD\{z}). f habe in zy einen Pol der Ordnung m > 1. Es existiert also ein g € H(D)
mit

£(2) = —9%) v D\ {20} und g(z0) # 0

(z — 20)
Dann gilt:
1) Re(f,20) = g Dizo)
' T (= 1)

2.) Ist m =1, so ist Re(f, z0) = lim,r., (2 — 20) f(2).
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Beweis:

1.) Seir > 0 so, dass U,(z9) € D. Nach Satz 10.4 gilt:
g(2) =bg +b1(z—20) + ...+ bm1(2—20)" " + bz — 20)" +... V2 € Up(2)

b b b —
f(z) = 0 4 L4yt

(z—2z0)™ (22— zp)m ! z— 2o

Damit kénnen wir das Residuum aus der Laurententwicklung ablesen:

4 b A+ bng1 (2 — 20) + ... V2 € Up(20)

(m—1)
Res(f,20) = bm—1 weg %) (0)

(m—1)!
2.) Aus (1) folgt:
Res(f, 20) = g(z0) = lim g(z) = lim (= — 20)(2) o

Beispiele:
1.) Die Funktion f(z) = m hat in z =1 und z = —1 jeweils einen einfachen Pol. Also gilt:
: : . 1 1 1 1,
Res(f,) = lim(z —1)f(2) = lim == = =3 = 5 — 3
1 1 1 1
_1 — 1. = = —— —1
Res(f,=1) = lm —— =75 ="3F3

2) f(z) = ﬁ besitzt in z = i einen Pol der Ordnung 3. Hier gilt g(2) = 1/z, ¢'(2) = —1/2% und
g"(z) = 2/2® und somit:

Res(f,1) = g"() — 123 .

16.4 Das Argumentenprinzip

Satz 17.4:
G C C sei ein Elementargebiet. Weiterhin sei f € M(G) und habe in G genau die Pole by, ..., by,. (Jeder
Pol sei so oft aufgefiihrt, wie seine Ordnung es angibt.) f habe in G genau die Nullstellen aq, ..., a,. (Jede

Nullstelle sei so oft augefl'ihrt wie ihre Ordnung es angibt.) =y sei ein stiickweise glatter und geschlossener Weg
mit Tr(y) C G\ {b1,...,bm,a1,...,a,}. Dann gilt:

L [FGE) Ly .

Y

Beweis:

Seien (i, ...; B, die paarweise verschiedenen Pole von f (p < m) und a1, ..., a4 selen die paarweise ver-
schiedenen Nullstellen (¢ < n). Wir definieren h := f’/f. Dann ist h € H(G \ {eu,...,aq;51,...,5p}). Dann
gilt:

f'(z) 1 17
ori ] f(2) == 27i N

P
Zn v, ;) Res(n, a;) +Zn v, Bj)Res(n, §;)
j=1

Jj=1

Sei o € {au,...,aq}, B € {B1,...,0p} und v die Ordnung der Nullstelle & von f und p die Ordnung der
Polstelle 8 von f. Zu zeigen ist Res(h,«) = v und Res(h, ) = —u. Nach Satz 11.9 gibt es ein § > 0, so dass
Us(a) C G und es existiert ein ¢ € H(Us(a)) und es gilt f(z) = (z — a)” - ¢(2) V z € Us(a) und ¢(z) # 0 fiir
jedes z € Us(«). Dann gilt:

Fle)=v (=) o(2) + (2 — )" - ¢/(2) V2 € Us(a)
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KAPITEL 16. DER RESIDUENSATZ UND FOLGERUNGEN

Daraus folgt:

OO
)~ zoa g F el

Der Quotient ¢’ (2)/¢(z) ist holomorph auf Us(«). Also folgt Res(h, &) = v. Kommen wir nun zu den Polstellen.
Nach Satz 13.2 existiert ein § > 0 mit Us(3) € G und ein ¢ € H(Us(3)), so dass f(z) = (z — B) Hp(z) V
z € Us(f) und ¢(z) # 0 fiir jedes z € Us(3). Dann gilt:

F(z) ==z = B) " o(2) + (2 — B) "¢/ (2) V2 € Us(B)
h(z)_f’() -1 ¢'(2)

h(z) =

= Y2z e Us
1)~ 28 e TFEBW
Da auch hier ¢'(z)/¢(2z) holomorph auf Us(f3) ist, folgt Res(h, 5) = —pu. O
Bemerkungen:

1.) In 174 ist {b1,..., by} = 0 oder {a1,...,a,} = 0 zugelassen. In diesem Fall gilt:

n

n(y,b;) = 0 oder Zn(%aj) =0

1 j=1

NE

<.
Il

2.)

wn

ei n(y
1
2m

5

(jeweils gezdhlt mit Vielfachheiten!)

aj)—l—n('y,bk)v =1,...,nund n=1, ..., m. Dann gilt:

dz = Anzahl der Nullstellen von f — Anzahl der Polstellen von f

Beispiel:
z
f(z) = m
Wir haben eine einfache Nullstelle und eine doppelte Polstelle. Also gilt n =1, a,, =0 und m = 2, by = by =i.
A
2i
i —
»
0 2

Sei y(t) = 2 exp(it) mit ¢ € [0, 27].

1 [ P
2ri f(z)d_l 2

~

Folgerungen 17.5:

Sei G C C ein Gebiet, zo € G, r > 0, Uy(20) € G und (t) := zp + rexp(it) mit ¢ € [0,27] und f, g € H(G).
Sei Ny die Anzahl der Nullstellen von f in U, (z) (gezéhlt mit Vielfachheiten!).

1.) Ist f(z) # 0V z € Tr(y), so folgt

f'(z)
2 ) f(2) dz

v

F =

2.) Satz von Rouche:
Gilt [g(z) — f(2)| < |f(2)] (*) ¥ z € Tr(7), so ist Ny = n,,.

80



16.4. DAS ARGUMENTENPRINZIP

Beweis:

1.) Es existiert ein R > r mit U,(z0) € Ugr(20) € G. Also ist U,(20) C Ugr(zp) und Ug(zp) ist ein

Elementargebiet. Seien ai, ..., a, die Nullstellen von f in Ugr(zo) (gezéhlt mit Vielfachheiten).
Wegen 17.4 gilt:
L (2. % . 163 [ 1 falls a; € Up(z)
Tﬁ f(Z) dz = =~ n(f)/aaj) mit n(’Ya aj) 0 falls aj ¢ Ur(zo)
; —

2.) Fiir s € [0, 1] definieren wir hy := f 4+ s(g — f) € H(G) und N(s) = N,,. Aus (x) folgt hs(z) #0V
z € Tr(y) und V s € [0,1]. Aus (1) folgt:

RNy PR Wy p OERVICEN (O

T ) )T 2w ) G ko)~ )

z

Also ist die Funktion s — N(s) stetig. Wegen N(s) C Ny V s € [0, 1] folgt, dass N(s) konstant ist.
Also gilt Ny = N(0) = N(1) = Ny. O

16.4.1 Satz von Hurwitz
Satz 17.6:

Sei G C C ein Gebiet und (f,) eine Folge in H(G) und (f,) konvergiere auf G lokal gleichméBig gegen f:
G +— C. Nach Satz 10.5 ist auch f € H(G).

1.) Ist Z(f,) =0V n €N, so folgt Z(f) =0 oder f =0.

2.) Sind alle f,, auf G injektiv, so ist f auf G injektiv oder f ist auf G konstant.

Beweis:

1.) Sei f #£ 0 auf G, 29 € G und r > 0 so, dass U.(G) C G und f(z) # 0V z € Ur(20) \ {z0}. Sei
~(t) := zo + rexp(it) mit ¢ € [0, 27]. (f,) konvergiert auf Tr(y) gleichméBig gegen f, weil Tr(y) kompakt
ist. Nach Satz 10.5 konvergiert auch (f}) auf Tr(y) gleichmiflig gegen f’. Dann konvergiert auch (1/f,)
auf Tr(v) gleichméBig gegen 1/f (Ubung!). Das Fazit ist also, dass (f/,/f,) auf Tr(y) gleichmiBig gegen
(f'/f) konvergiert. Nach 8.4 konnen wir bei gleichméBiger Konvergenz Grenzwertbildung und Integration
vertauschen:

O [hE L [P,

2mi ) fu(2) 7 om f(2)

Nach Satz 17.5 gilt:

1R
27 ) fu2)

1
2

dz =Ny, =0und i/]}((;) dz = Ny
i

Also gilt Ny = 0 und somit f(zo) # 0.

2.) Sei zp € G, gn = fn — fn(20), 9 := f — f(z) und g := G\ {#}. Dann konvergiert (g,) auf G lokal
gleichmifig gegen g. Auflerdem ist g,(z) #0V z € G. Aus (1) folgt g =0 oder g(z) #0V z € G. Also
ist f auf G konstant oder f(z) # f(z0) fiir jedes z € G \ {z0}-

Lemma 19.5:

Sei G C C ein Gebiet mit der Eigenschaft (w), essei 0 € G C D und .7 := {¢ € H(G) : (0) = 0, ¢ ist injektiv
auf G und ¢(G) C D}. Weiter sei ) € F und es gelte (x) |¢'(0)] < [¢'(0)] V ¢ € F. Dann ist ¥(G) = D.
Insbesondere ist G ~ D.
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KAPITEL 16. DER RESIDUENSATZ UND FOLGERUNGEN

Beweis:

Wir setzen G := 1(@). Nach 19.2 hat G die Eigenschaft (w). Weiter ist 0 = ¥(0) € G C D. Wir nehmen
an, dass G # D ist. Wende 19.4 auf G an: Es existiert ein injektives ¢ € H(G) mit $(0) = 0, ¢(G) C D
und |@'(0)] > 1. Sei ¢ := @ o¢. Dann ist ¢ € H(G), ¢(0) = ¢(¥(0)9 = $(0) = 0. ¢ ist auf G injektiv,

»(Q) = g(¢¥(G)) = ¢(G) CD. Also ist ¢ € .Z. Aber es gilt:

" (0)] = &' (1(0)¢' (9)] = I&'(0)[14' (0)] > [¢'(0)] weil |&'(0)[ > Lund|y'(0)] # 0 nach 11.11

Dies ist ein Widersprijch zur Voraussetzung. O

Beweis von 19.1:

1.) ,,<“: Sei G ein Elementargebiet und G # C. Nach 11.4 hat G die Eigenschaft (w). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit ist 0 € G C D (wegen 19.3). Sei .% wie in 19.5. Sei $¢o(z) := z. Dann ist ¢y € Z.
Wegen 19.5 geniigt es, folgendes zu zeigen: Es existiert ein ¢ € .# mit |¢'(0)] < [¢'(0)] ¥V ¢ € F. Sei
S := sup ez |¢'(0)]. Es existiert eine Folge (¢,) in & mit |¢], (0)| — S. Es ist ¢,(G) €DV n € N.
Hieraus folgt |pn(2)] <1Vn € NundV z € G. Der Satz von Montel (Kapitel 18) besagt, dass (¢, ) eine auf
G lokal gleichmméfig konvergente Teilfolge enthélt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konvergiert
(pn) auf G lokal gleichmifig. Sei ¥(z) := lim,oo pn(z) mit z € G. Nach 10.5 ist ¢p € H(G)und
@) (0) — ¢'(0). Also gilt [¢'(0)] = S. Es gilt ¥(0) = lim f,(0) = 0. Es ist |po(0)] = 1 < [¢/(0)].
Insbesondere ist 1 auf G nicht konstant. Wir wissen, dass ¢,, injektiv ist V n € N. Nach 17.6 ist ¢ also
auch injektiv. Es gilt ¢,(G) C D ¥V n € N. Hieraus folgt |¢(z)] <1V z € G. Annahme: Es existiert ein
zo € G mit |[¢(29)] = 1. Nach 11.6 ist ¢ konstant, was ein Widerspruch darstellt. Also ist ¢(G) C D.
Fazit: Es ist ¢ € % und es gilt |¢'(0)| < |¢'(0)| V p € Z. O

16.5 Charakterisierung von Elementargebieten

Sei G C C ein Gebiet. G ist ein Elementargebiet genau dann, wenn G die Eigenschaft (w) aufweist.

BEweis:
1.) ,,=“: Dies folgt nach 11.4.
2.) &
—Falll: G=C
— Fall 2: G #C

Im Beweisteil ,,<=“ von 19.1 wurde nur die Eigenschaft (w) benutzt. Also ist G ~ D. D ist ein
Elementargebiet. Nach 11.13 ist G ein Elementargebiet.

O
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Kapitel 17

Homotopie und einfacher
Zusammenhang

Lemma 20.1:

Sei ) # K C D C C, D offen und k kompakt. Dann existiert ein r > 0 mit U,(a) C DV a € K.

Beweis:

Fiir alle a € K existiert ein r, > 0 mit U, (a) € D. Dann ist K C {J,x Ur, (a). Nach 2.3 existierten ay, ...,
a, € K mit K € Jj_, Ur,, (a;). Weiterhin sei r := min{ry,,...,7q,}. Sei a € K und z € Ur(a). Zu zeigen ist,
dass z € D ist. Es existiert ein j € {1,...,n} mit a € Up,, (aj). Dann gilt:

|z —ajl=|z—a+a—a;]| <|z—a|+]a—aj] <r+ry <21,
Hieraus folgt z € Uy, (a;) € D. O
Lemma 20.2:

Sei D C C offen. und ~: [a, b]C ein Weg mit Re(y) C D. (v ist also ,nur® stetig.) Dann existiert ein r > 0 und
eine Zerlegung z = {ao, ..., a,} von [a, b][ mit

1.) Fiir zj :==~(a;) gilt Ur(2;) €D (j =0, ..., n)

2.) Y(laj,a;41]) € Ur(2;) NU(2j41) (j =0, ...,n—1)

Beweis:
1.) Nach 20.1 existiert ein r > 0 mit U,(2) C D V z € K := Tr(y). Hieraus folgt (1).

2.) Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit [a,bd] = [0, 1]. v ist auf [0, 1] gleichmé#Big stetig. Hieraus folgt,
dass ein § > 0 existiert mit |y(¢t) — y(s)| < r ¥V ¢, s € [0,1] mit |t —s| < 0. Sei n € N so, dass 1/n < §

und ¢; == j/n (j =0, ..., n) und 2z := {ao,...,an}. Sei t € [aj,a;41]. Dann ist |t — a;] < § und
£ — aye1] < 8. Also folgt [7(8) — 2(ay)] = [y(t) — 21 < 7 und 1) = 1(a; )| = (E) — 21| < 7, also
’y(t) € Ul(Zj) n UT(ZJ'+1). O

In Kapitel 8 haben wir fv f(2)dz definiert fiir stiickweise glattes v und f € C(Tr(v)). Jetzt definieren wir
f,y f(z)dz fiir v ,nur® stetig und f holomorph.
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KAPITEL 17. HOMOTOPIE UND EINFACHER ZUSAMMENHANG

Definition:

Sei D C C offen, f € H(D) und v: [a,b] — C ein Weg mit Tr(y) C D. Seien r, z; und Z wie in 20.2.

Polygonzug v(b) = y(an) = 2zn
(Ersatzweg)
23
v (t) == z; +t(zj41 —z;) mit t € [0,1]] und j =0, ..., n—1

=% @y ... 0 v,-1 ist stiickweise glatt. Nach 20.2 folgt Tr(I") C D. Setze

JECEy FIOLE (+)

Lemma 20.3:

Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie in obiger Definition.

1.) Ist v stiickweise glatt, so stimmt obige Definition (4() mit der Definition aus Kapitel 8 iiberein.

2.) Die Definition (+) ist unabhéingig von der Zerlegung Z, solange Z die Eigenschaft aus 20.2 hat.

) | [ s@1as] < (e 1721) 20

z€Tr(T")

Beweis:

/\%\
Zj > Zj+1
Vi
Y

1.) Sei s := V|{a;.a;4,)- Dann gilt v = Fo®71 @®. . .©Fn—1. Sei j € {0,...,n—1}. ;@ ist ein geschlossener,
stiickweise glatter Weg im Sterngebiet U, (z;) (siehe 20.2). Nach 9.2 gilt:

/@v;f(z) dz=0

/f(z)dz/f(z)dzm—atm>/f(z)dz/f(z) dz

2.) Ubung:

Ist Z eine weitere Zerlegung von [a,b] mit den Eigenschaften aus 20.2, so betrachte die gemeinsame
Verfeinerung zu Z. Verfahre dhnlich wie in (1).

3.) Das folgt aus 8.4. O
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Kapitel 18

Cauchyscher Integralsatz
(Homologieversion)

In diesem Paragraphen sei G C C stets ein Gebiet.
Definition:
Sei v ein geschlossener Weg in C.

L) Int(y) := {z € C\ Tr(y): n(y,2) # 0} (,Inneres” von v) und Ext(y) := {z € C\ Tr(v): n(v,2) = 0}
(,,AuBeres“ von )

Y
2.) Sei Tr(y) C G. v heifit in G nullhomolog genau dann, wenn n(y,z) =0V 2 € C\ G (& Int(y) C G)

Beispiele:
1.) Jeder geschlossene Weg in C ist in C nullhomolog.
2.) G :=C\ {0}, y(t) = exp(it) mit ¢t € [0, 27] und n(y,0) =1#0
v ist in G nicht nullhomolog.

Satz 22.1:

Sei v ein geschlossener Weg mit Tr(y) C G.

1.) Ist v nullhomotop in G, so ist v nullhomoloh in G.

2.) Ist G einfach zusammenhingend, so ist v in G nullhomolog.

85



KAPITEL 18. CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ (HOMOLOGIEVERSION)

A
G=C\{-1,1}

\/

Beweis:

1.) Sei zp € C\ G. Dann ist f(z) := 1/(z — 2zo) holomorph auf G. Nach 21.2 ist

/f(z) dz = 2rmin(y,20) = 0= n(v,2) =0 O

2.) Dies folgt aus (1).

Lemma 22.2:
Sei f € H(G) und 7 sei ein geschlossener Weg mit Tr(v) C G. ¢: G x G +— C sei definiert durch

p(w,z) = w=z
f(2) fir w==z

1.) ¢ ist stetig.

2.) Fiir z € G (fest) hat w — @(w, z) in z eine hebbare Singularitit. w +— @(w, z) ist also holomorph auf G.
Fiir w € G (fest) hat z — ¢(w, z) in w eine hebbare Singularitit; z — ¢(w, z) ist also holomorph auf G.

3.) h(z) := /cp(w,z) dw fir z € G
Y
Ist 4 nullhomolog in G, so ist h = 0 auf G.
Beweis:
1.) Dies folgt nach 11.9.
2.) folgt nach 13.1 (Riemannscher Hebbarkeitssatz).

3.) Wir unterscheiden drei Fille:

1.) Esist h € C(G). Sei zp € G und (z,) eine Folge in G mit z, — zy. Sei g,(w) = @(w, zp) und
g(w) == p(w,20) mit w € G. Sei I' die stiickweise glatte ,Ersetzung® fiir 7 (wie in Kapitel 20).
Ubung: (g,) konvergiert auf I' gleichméBig gegen g. Nach 8.4 gilt:

[ ontwyaw [ gw)dw = [ ptw,z0)dw = [ ptw,z0)dw = hiz0)

r el

=h(zn)

Also gilt h(zy) — h(zo).
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18.1. ALLGEMEINE CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL

2.) Esist h € H(G). Sei A C G ein Dreieck. Wegen 9.7 geniigt es, zu zeigen:

/h(z) dz=0

[oAN
Nach 9.1 und 9.2 gilt

/(p(w,z)dz =0Vwed
[o7AN

und hieraus folgt:

/ dz—/ /(pwzdw szb / / w,z)dz| dw=0
2 le

[o7AN vy
—/_/
=0
Es gilt C = Int(v) U Ext(y) UInt(y) = G U Ext(y) wegen Int(y) C G. Sei 2y € Ext(y) und C die
Komponente von C\ Tr(y): zg € C. Aus 16.2 folgt n(y,2) = n(y,20) = 0V z € C. Hieraus folgt
C C Ext(y). Nach 16.2 sind Zusammenhangskomponenten von offenen Mengen offen. Also ist C
offen und es existiert ein § > 0 mit Us(zg) C C C Ext(7y). Also ist Ext(v) offen.

) z/%dwfﬁrzgéTr(y)

w
N

Nach 9.5 ist g € H((C \ Tr(v)), insbesondere g € H(Ext(v)). Sei z € G N Ext(y).
/f o dw_/f_z _ (Z)/ dw =g(2) — f(2) - 2min(y, 2) = g(2)

w—z N——
Y =0

Also ist h = g auf G N Ext(y). Dann ist

[ h(z) fur z€eG@G
Fz) = { g(z) fir =z e Ext(y)

eine ganze Funktion. Es gilt F(z) + 0 fiir |2| — oo (Ubung!). Satz 10.2 liefert F = 0 und hieraus
folgt h = 0. ]

18.1 Allgemeine Cauchysche Integralformel

Satz 22.3:

Sei v ein geschlossener Weg mit Tr(y) C G und -y sei nullhomolog in G. Dann gilt:

S(w)

“(%Z)f(Z)ZQW p— dwV fe HG)und Vz € G\ Tr(y)
B!
Beweis:
Sei f € H(G) und z € G\Tr( ) Nach 22.2/3 gilt:
flw / flw 1 / dw
— = O
27r1 / -z 27r1 — z = 1) 2w ) w—z
%,_/
=n(v,2)

18.2 Cauchysche Integralformel, Homologieversion I

Satz 22.4:

Sei v ein geschlossener Weg mit Tr(y) C G. Dann gilt:

/f(z) dw =0V f € H(G) < ~ ist in G nullhomolog
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KAPITEL 18. CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ (HOMOLOGIEVERSION)

Beweis:
1.) ,=“: Sel zp € C\ G.

o p——

2wz — 29

Hieraus folgt f € H(G) und nach der Voraussetzung gilt:

0= /f(z) dz = n(vy, 20)

Damit ist v in G nullhomolog.
2.) ,<“ Sei f € H(G) und zp € G \ Tr(y). Wir definieren g(z) := (z — 2z0) f(2) mit g € H(G). Wende 22.3

auf g an:
w
n(%zo)g(z())=/ 9(w) =>/f(w)dw:0 O
N—~— w — 2o
=0 7S~ v
=f(w)

G ist einfach zusammenhiingend genau dann, wenn jeder geschlossene Weg v mit Tr(v) C G in G nullhomolog
ist.

Beweis:
1.) ,,=“: Dies folgt nach 22.1/2.

2.) ,<“: Sei 7 ein geschlossener Weg mit Tr(v) C G und f € H(G). Voraussetzung: v ist in G nullhomolog.
Nach 22.4 ist fw f(2)dz = 0. Damit ist nach 21.5 G einfach zusammenhéngend.

Definition:

Seien v, und 7o geschlossene Wege mit Tr(y1), Tr(72) € G. 41 und 72 heiflen in G homolog genau dann,
wenn n(y1,2) =n(yg,2) Vz € C\ G.

18.3 Cauchysche Integralformel: Homologieversion 11

Satz 22.6:

71, 2 seien wie in obiger Definition und in G homolog. Dann gilt:

/f(z)dz:/f(z)dzweH(G)

Q
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18.3. CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL: HOMOLOGIEVERSION II

Beweis:

Sei f € H(G) und z; Anfangspunkt von v; (j = 1, 2). Nach 3.4 existiert ein Weg ~: [0,1] — C: Tr(v) mit

caG
v(0) =z und y(1) = 20. T :=y1 &y Dy D~ ist ein geschlossener Weg mit Tr(I') C G. Sei zp € C\ G:

n(T, z0) = n(v1,20) + n(v, 20) — n(v2,20) — (7, 20) =0

Somit ist I' in G nullhomolog. Nach 22.4 gilt:

0:/f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz—/f(z)dz—/f(z)dz:/f(z)dz—/f(z)dz 0
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