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Kapitel 1

Singuläre und reguläre Punkte von
Potenzreihen

Definition:

Sei z0 ∈ C, r > 0 und f ∈ H(Ur(z0)).

1.) β ∈ ∂U1(z0) heißt ein regulärer Punkt von f genau dann, wenn ein r1 > 0 und g ∈ H(Ur1(β))
existiert, so dass g = f auf Ur(z0)∩Ur1(β). (Das bedeutet, dass sich f in β hinein holomorph fortsetzen
lässt.)

In diesem Fall ist jeder Punkt in ∂Ur(z0) ∩ Ur1(β) wieder ein regulärer Punkt von f .

2.) α ∈ ∂Ur(z0) heißt ein singulärer Punkt von f genau dann, wenn α kein regulärer Punkt von f ist.
(Dann lässt sich f in α hinein nicht holomorph fortsetzen.)

3.) Ist jeder Punkt von ∂Ur(z0) singulärer Punkt von f , so heißt ∂Ur(z0) die natürliche Grenze von f .

Beispiele:

1.) Wir betrachten die geometrische Reihe:

f(z) =
∞∑

n=0

zn (z0 = 0, r = 1)

Für |z| < 1 gilt f(z) = 1/(1− z).

α = 1 ist ein singulärer Punkt von f . Jedes β ∈ ∂D \ {1} ist ein regulärer Punkt von f .

2.)
∞∑

n=0

zn!

Diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1 (z0 = 0, r = 1). Behauptung: ∂D ist die natürliche Grenze
von f . Zum Beweis betrachten wir β ∈ ∂D und nehmen an, dass β ein regulärer Punkt von f ist.
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KAPITEL 1. SINGULÄRE UND REGULÄRE PUNKTE VON POTENZREIHEN

Es existiert ein Bogen Γ ⊆ ∂D mit der Eigenschaft, dass jedes z ∈ Γ regulärer Punkt ist von f . Q liegt
dicht in R und damit existiert ein Punkt z∗ ∈ Γ mit der Eigenschaft z∗ = exp(2πip/q) mit p, q ∈ N. Sei
0 < % < 1 und z1 := %z∗.

f(z) =
q−1∑
n=0

zn! +
∞∑

n=q

zn! =
q−1∑
n=0

zn! +
∞∑

n=q

%n! · exp
(

2πi
p

q
n!

)

︸ ︷︷ ︸
=1

=
q−1∑
n=0

zn! +
∞∑

n=q

%n!

Mit der Dreiecksungleichung gilt:

|f(z)| ≥
∞∑

n=q

%n! −
q−1∑
n=0

|z|n! =
∞∑

n=q

%n! −
q−1∑
n=0

%n!

Sei m ∈ N und m > 2q. Dann ist:

|f(z)| ≥
m∑

n=q

%n! −
q−1∑
n=0

%n!

Mit

m∑
n=q

%n!
%<1

≥
m∑

n=q

%m! = %m!(m− q + 1) und
q−1∑
n=0

%n! ≤ q

ergibt sich weiter:

|f(z)| ≥ %m!(m− q + 1)− q also |f(%z∗)| ≥ %m!(m− q + 1)− q ∀ % ∈ (0, 1)

Da z∗ ein regulärer Punkt von f ist, existiert ein L := lim%7→1 |f(%z∗)| und ist ∈ R. Somit ist L ≥
m− q + 1− q = −2q + 1. m > 2q war beliebig. Also muss L = ∞ sein, was ein Widerspruch darstellt. ¤
In obigem Beispiel war ∂D die natürliche Grenze von f . Das ist kein Zufall!

∑∞
n=0 zn! hat ”Lücken“:

∞∑
n=0

zn! = z + z + z2 + 0 · z3 + 0 · z4 + 0 · z5 + z6 + 0 · z7 + . . . + 0 · z23 + z24 + . . .

1.1 Lückensatz von Fabri

Sei (nk) eine Teilfolge von (n)n∈N. (ak) sei eine Folge in C \ {0} und f(z) =
∑∞

k=0 akznk habe den Konver-
genzradius 1. Weiter gelte nk/k 7→ ∞ für k 7→ ∞. Dann ist ∂D die natürliche Grenze von f .

Beispiel:

1.) Wir betrachten wir unsere Reihe aus dem vorherigen Beispiel:
∑

∞k=0z
k!, nk = k!,

nk

k
= (k − 1)! 7→ ∞ für k 7→ ∞

2.)
∞∑

k=0

z2k

, nk = 2k, nk/k = zk/k 7→ ∞ für k 7→ ∞

Satz 3.2:

Sei z0 ∈ C, r > 0, f ∈ H(Ur(z0)) und f(z) =
∑∞

n=0 an(z− z0)n habe den Konvergenzradius r. Dann hat f auf
∂Ur(z0) mindestens einen singulären Punkt.

Beweis:

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit z0 = 0 und r = 1. Wir nehmen an, dass jeder Punkt auf ∂D ein
regulärer Punkt von f ist. ∂D ist kompakt. Damit existieren offene Kreisscheiben D1, . . ., Dn mit Mittelpunkten
auf ∂D und gj ∈ H(Dj) mit gj = f auf D ∩Dj (k = 1, . . ., n) und ∂D ⊆ D1 ∪ . . . ∪Dn.
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1.2. SATZ VON PRINGSHEIM

G := D ∪D1 ∪ . . . ∪Dn ist ein Gebiet mit D ⊆ G. Also
existiert ein ε > 0 mit U1+ε(0) ⊆ G. Definiere h: G 7→ C durch:

h(z) :=
{

f(z) für z ∈ D
gj(z) für z ∈ Dj für ein j

h ist wohldefiniert: Sei z ∈ Dj ∩ Dk (j 6= k) und Vjk := Dj ∩ Dk ∩ D. Es ist gj = f = gk auf Vjk. Der
Identitätssatz liefert gj = gk auf Dj ∩Dk, also gj(z) = gk(z). Es ist klar, dass g ∈ H(G) ist. Damit machen
wir eine Potenzreihenentwicklung von h um 0:

h(z) =
∞∑

n=0

bnzn

Diese Entwicklung hat einen Konvergenzradius ≥ 1 + ε > 1. Es ist h = f auf D. Nach dem Identitätssatz
folgt an = bn für alle n ∈ N0. Damit hat

∑∞
n=0 anzn einen Konvergenzradius > 1 = r, was ein Widerspruch

darstellt. ¤

1.2 Satz von Pringsheim

Es sei f(z) =
∑∞

n=0 anzn (z ∈ D); die Potenzreihe habe den Konvergenzradius 1 und an ≥ 0 für alle n ∈ N.
Dann ist 1 ein singulärer Punkt von f .

Beweis:

Nach 3.2 existiert ein z0 ∈ ∂D. z0 ist ein singulärer Punkt von f .

Sei 0 < % < 1 beliebig, aber zunächst fest und z1 := %z0. Für ν ∈ N0 gilt:

|f (n)(z1)| =
∣∣∣
∞∑

n=ν

n(n−1) . . . (n−ν +1)anzn−ν
1

∣∣∣
an≥0

≤
∞∑

n=ν

n(n−1) . . . (n−ν +1)an |z1|n−ν

︸ ︷︷ ︸
=%n−ν

= f (n)(%) = |f (n)(%)|

Hieraus folgt:

lim sup
ν 7→∞

( |f (n)(z1)|
ν!

) 1
ν

︸ ︷︷ ︸
=:α

≤ lim sup
ν 7→∞

( |f (n)(%)|
ν!

) 1
ν

︸ ︷︷ ︸
=:β
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KAPITEL 1. SINGULÄRE UND REGULÄRE PUNKTE VON POTENZREIHEN

Also ist α ≤ β. Schauen wir uns nun die Potenzreihenentwicklung von f um z1 an:

f(z) =
∞∑

ν=0

f (ν)(z1)
ν!

(z − z1)ν

Diese Entwicklung hat den Konvergenzradius 1/α. z0 ist singulärer Punkt von f und damit ist 1/α = 1 − %.
Kommen wir nun zur Potenzreihenentwicklung von f um %

f(z) =
∞∑

ν=0

f (ν)(%)
ν!

(z − %)ν (∗)

welche den Konvergenzradius 1/β hat. Aus α ≤ β folgt 1/β ≤ 1/α und somit 1/β ≤ 1− %. Nach Funktionen-
theorie I hat die Entwicklung in (∗) den Konvergenzradius ≥ 1− %. Somit ist 1/β ≥ 1− %, also 1/β = 1− %.
Fazit: Für jedes % ∈ (0, 1) hat die Entwicklung um (∗) den Kovergenzradius 1− %.

Wir nehmen an, dass 1 ein regulärer Punkt von f ist. Damit existiert ein r > 0 und ein g ∈ H(Ur(1)) mit
g = f auf D ∩ Ur(1). Sei z0 ∈ C, so dass |z0| = 1 und |z0 − 1| = r. Wähle % ∈ (0, 1) so, dass |z0 − %| > 1 − %.
Nach Funktionentheorie I hat die Entwicklung in (∗) mindestens den Konvergenzradius ≥ |z0− % > 1− %. Das
ist ein Widerspruch. ¤

1.3 Schwarzsches Spiegelungsprinzip

Sei G = G∗, G+, G− und G0 wie oben. Es sei weiter f ∈ C(G+ ∪ G0), f ∈ H(G+) und f(x) ∈ R für alle
x ∈ G0. Definiert man g: G 7→ C durch

g(z) :=
{

f(z) für z ∈ G+ ∪G0

f(z) für z ∈ G−

so ist g ∈ H(G).

Beweis:

Es ist klar, dass g ∈ H(G+). Aus Satz 5.1 folgt g ∈ H(G−) (G+∗ = G−). Als Übung kann gezeigt werden, dass
g ∈ C(G) ist. Sei x0 ∈ G0. Nach Satz 5.2 existiert ein abgeschlossenes Rechteck R mit x0 ∈ R0 und R ⊆ G.

R1 := {z ∈ R : Im(z) ≥ 0} und R2 := {z ∈ R : Im(z) ≤ 0}
γ, γ1 und γ2 seien stückweise glatte Wege mit Tr(γ) = ∂R und Tr(γj) = ∂Rj für j = 1, 2. Definiert man h:
C \ Tr(γ) 7→ C durch

h(z) :=
1

2πi

∫

γ

g(ω)
w − z

dw
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1.3. SCHWARZSCHES SPIEGELUNGSPRINZIP

Nach Satz 9.5 oder Satz 2.6 aus Funktionentheorie I folgt h ∈ H(C\Tr(γ)). Insbesondere ist h ∈ H(G\Tr(γ)).
Es gilt:

h(z) =
1

2πi

∫

γ1

g(w)
w − z

dw +
1

2πi

∫

γ2

g(w)
w − z

dw für z /∈ Tr(γ1) ∪ Tr(γ2) (∗)

Sei z0 ∈ R0 und Im(z0) > 0. Sei außerdem ε > 0 so klein, dass z0 ∈ R0
ε, wobei Rε := {z ∈ R1 : Im(z) ≥ ε} und

R∗ε := {z : z ∈ Rε}. γε und γ∗ε seien stückweise glatte Wege mit Tr(γε) = ∂Rε und Tr(γ∗ε ) = ∂R∗ε .

{

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt:

g(z0) =
1

2πi

∫

γε

g(w)
w − z0

dw

und nach dem Cauchyschen Integralsatz:

1
2πi

∫

γ∗ε

g(w)
w − z0

dw = 0

Übung: Für ε 7→ 0 folgt:

g(z0) =
1

2πi

∫

γ1

g(w)
w − z0

dw und
1

2πi

∫

γ2

g(w)
w − z0

dw = 0

Aus (∗) folgt g(z0) = h(z0). Also ist g = h auf R0 ∩ {z ∈ C : Im(z) > 0} und g, h stetig. Daraus folgt g = h
auf R0 ∩ {z ∈ C : Im(z) ≥ 0}. Ist z0 ∈ R0 und Im(z0) < 0, so folgt analog g = h auf R0 ∩ {z ∈ C : Im(z) ≤ 0}.
Fazit: Es gilt g = h auf R0, h ∈ H(R0). Daraus folgt g ∈ H(R0) und damit ist g in x0 komplex differenzierbar.
¤
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Kapitel 2

Der Satz von Bloch

Lemma 6.1:

Sei f ∈ H(D) beschränkt, M := supz∈D |f(z)|, f(0) = 0 und f ′(0) = 1. Dann ist M ≥ 1 und U1/(6M)(0) ⊆ f(D).

Beweis:

Es sei

f(z) =
∞∑

n=0

anzn

mit z ∈ D. Aus f(0) = 0 und f ′(0) = 1 folgt a0 = 0 und a1 = 1. Sei r ∈ (0, 1). Die Cauchyschen Abschätzungen
liefern |an| ≤ M/rn für alle n ∈ N. Für r 7→ 1 gilt |an| ≤ M für alle n ∈ N. Für n = 1 ist M ≥ 1. Sei z ∈ C
und |z| = 1/(4M) (≤ 1/4), also z ∈ D.

|f(z)| =
∣∣∣
∞∑

n=1

anzn
∣∣∣ ≥ |z|−

∣∣∣
∞∑

n=2

anzn
∣∣∣ ≥ |z|−

∞∑
n=2

|an||z|n =
1

4M
−

∞∑
n=2

|an|
(

1
4M

)n

≥ 1
4M

−
∞∑

n=2

M

(
1

4M

)n

=
1

4M
− 1

16M − 4

M≥1

≥ 1
6M

Also ist |f(z)| ≥ 1/(6M) für z ∈ D mit |z| = 1/(4M). Sei w ∈ U1/(6M)(0). Wir definieren eine Hilfsfunktion
g(z) := f(z)− w. Für z ∈ D mit |z| = 1/(4M) gilt:

|f(z)− g(z)| = |w| < 1
6M

≤ |f(z)|

Aus f(0) = 0 folgt mit dem Satz von Rouche, dass g in U1/(4M)(0) mindestens eine Nullstelle z0 hat. Dann ist
z0 ∈ D und w = f(z0) ∈ f(D). ¤

Folgerung 6.2:

Sei R > 0, f ∈ H(UR(0)), f sei auf UR(0) beschränkt, M := sup|z|<R |f(z)| und es sei f(0) = 0 und
µ := |f ′(0)| > 0. Mit r := R2µ2/(6M) gilt Ur(0) ⊆ f(UR(0)).

Beweis:

g(t) :=
1

Rf ′(0)
f(Rz) mit z ∈ D

Wende 6.1 auf g an. ¤

Lemma 6.3:

Sei G ⊆ C ein komplexes Gebiet, a ∈ G, f ∈ H(G) und es gelte |f ′(z) − f ′(a)| < |f ′(a)| ∀ z ∈ G. Dann ist f
auf G injektiv.
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KAPITEL 2. DER SATZ VON BLOCH

Beweis:

Seien z1, z2 ∈ G mit z1 6= z2 und γ(t) := z1 + t(z2 − z1) (t ∈ [0, 1]) die Verbindungsstrecke dieser zwei Punkte.
Daraus, dass G konvex ist, folgt Tr(γ) ⊆ G. Dann betrachten wir:

f(z2)− f(z1) =
∫

γ

f ′(z) dz =
∫

γ

(f ′(z)− f ′(a)) dz +
∫

γ

f ′(a) dz =: I1 + I2

|I2| =
∣∣∣

1∫

0

f ′(a)(z2 − z1) dt
∣∣∣ = |f ′(a)(z2 − z1)|

|I1| ≤
(

max
z∈Tr(γ)

|f ′(z)− f ′(a)|
)

L(γ) < |f ′(a)||z2 − z1| = |I2| nach Voraussetzung

Also gilt |I1| < |I2|. Somit gilt

|f(z2)− f(z1)| = |I1 + I2| ≥ |I2| − |I1| > 0

und damit f(z1) 6= f(z2), was die Injektivität von f liefert. ¤
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Kapitel 3

Der
”
kleine“ Satz von Picard

Hilfssatz:

1.) Für x ≥ 1 sei ϕ(x) := log(
√

x + 1+
√

x)− log(
√

x+
√

x− 1). Dann ist ϕ auf [1,∞) fallend. Insbesondere
gilt ϕ(1) = log(1 +

√
2) ≥ ϕ(x) ∀ x ≥ 1.

2.) Es sei R ein achsenparalleles Rechteck in C mit Breite < 1 und der Höhe <
√

3. Ist z0 ∈ R, so existiert
ein Eckpunkt a von R mit a ∈ Ur(z0).

Beweis:

1.) Übung! (ϕ′ ≤ 0 auf (1,∞))

2.) Es existiert ein Eckpunkt a von R mit |Re(a− z0)| < 1/2 und |Im(a− z0)| <
√

3/2. Dann gilt:

|a− z0| =
[
Re2(a− z0) + Im2(a− z0)

] 1
2 <

(
1
4

+
3
4

) 1
2

= 1

Damit ist a ∈ U1(z0). ¤

Lemma 7.1:

Sei G ⊆ C ein Gebiet, f , g ∈ H(G), 1 /∈ f(G) und es gelte f = − exp(iπ cosh(2g)) auf G.

1.) g(G) enthält keine offene Kreisscheibe mit Radius 1.

2.) Ist G = C, so sind f und g konstant.

Beweis:

1.) Sei A := {± log(
√

n+
√

n− 1)+ iπ/2m: n ∈ N und m ∈ Z}. Wir nehmen an, dass A∩ g(G) 6= ∅ist. Also
existiert ein z0 ∈ G, n ∈ N und m ∈ Z mit:

g(z0) = ± log
(√

n +
√

n− 1
)

+
iπ
2

m

13



KAPITEL 3. DER
”
KLEINE“ SATZ VON PICARD

Nachrechnen:

f(z0) = − exp [iπ cosh(2g(z0))] = 1

Dies ist ein Widerspruch zu 1 /∈ f(G). Also ist A ∩ g(G) = ∅. Die Punkte in A bilden die Eckpunkte
eines Rechteckgitters in C.

– n = 1:
iπ
2

m mit m ∈ Z

– n = 2: ± log(1 +
√

2) +
iπ
2

m mit m ∈ Z

Wir Betrachten ein solches Rechteck mit der Höhe h = π/2 <
√

3 und der Breite b = log(
√

n + 1+
√

n)−
log(

√
n+

√
n− 1) = ϕ(n). ϕ sei wie im obigen HS. Also ist b = ϕ(n)

HS≤ ϕ(1) = log(1+
√

2) < log(e) = 1.
Sei z0 ∈ C. Aus HS (2) folgt, dass ein a ∈ A existiert mit a ∈ U1(z0). Hieraus folgt A ∩ U1(z0) 6= ∅. Aus
A ∩ g(G) = ∅ ergibt sich U1(z0) 6⊆ g(G). ¤

2.) Das folgt aus (1) und Satz 6.5 (2).

Erinnerung:

Sei G ⊆ C ein Gebiet. G ist einfach zusammenhängend genau dann, wenn für alle f ∈ H(G) mit Z(f) = ∅ ein
g ∈ H(G) existiert mit exp(g) = f auf G. Dies ist äquivalent dazu, dass für alle f ∈ H(G) und Z(f) = ∅ ein
g ∈ H(G) existiert mit g2 = f auf G.

Lemma 7.2:

Sei G ⊆ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet, f ∈ H(G) und es sei 0, 1 /∈ f(G). Dann existiert ein
g ∈ H(G) mit der Eigenschaft f = − exp(iπ cosh(2g)) auf G.

Beweis:

Nach Voraussetzung ist 0 /∈ f(G) und damit Z(f) = ∅. G ist einfach zusammenhängend, womit es eine
Funktion h ∈ H(G) gibt mit der Eigenschaft f = exp(h) auf G. Sei F := 1/(2πi)h. Ist 1 /∈ f(G), so ist
Z(h) = ∅ und damit Z(F ) = ∅. Also existiert ein W1 ∈ H(G) mit W 2

1 = F auf G. Es ist Z(F − 1) = ∅.
(Andernfalls existiert ein z0 ∈ G mit F (z0) = 1. Damit wäre h(z0) = 2πi und f(z0) = 1, was ein Widerspruch
darstellt.) Also existiert ein W2 ∈ H(G) mit W 2

2 = F −1 auf G. Sei weiterhin H := W1−W2. Es ist Z(H) = ∅.
(Andernfalls existiert ein z0 ∈ G mit W 2

1 (z0) = W 2
2 (z0). Also wäre F (z0) = F (z0)− 1 (0 = −1), was auch ein

Widerspruch ist.) Somit gibt es ein g ∈ H(G) mit exp(g) = H auf G. Wir betrachten auf G die Funktion

cosh(2g) + 1 =
1
2
(exp(2g) + exp(−2g)) + 1 =

1
2
(exp(g) + exp(−g))2 =

1
2

(
H +

1
H

)2

=

=
1
2

(
W1 −W2 +

1
W1 −W2

)2

=
1
2

(
W1 −W2 +

W1 + W2

W 2
1 −W 2

2

)2

=

=
1
2
(W1 −W2 + W1 + W2)2 =

1
2
(2W1)2 = 2F

Also gilt h = iπ · 2F = iπ(cosh(2g) + 1) = iπ cosh(2g) + iπ. Hieraus folgt f = exp(iπ cosh(2g)) exp(iπ) =
− exp(iπ cosh(2g)). ¤
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3.1. DER ”KLEINE“ SATZ VON PICARD

3.1 Der
”
kleine“ Satz von Picard

Es sei f ∈ H(C). Es seien a, b ∈ C, a 6= b und a, b /∈ f(C). Dann ist f konstant.

Beweis:

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei a = 0, b = 1. (Andernfalls betrachte (b− a)−1(f − a).) Sei g wie in
7.2. Nach Satz 7.1 ist f konstant. ¤
Ist also f ∈ H(C), so gibt es drei Möglichkeiten:

1.) f(C) = C

2.) f(C) = C \ {c} (c ∈ C geeignet)

3.) f ist konstant.

Beispiele:

1.) f(z) = exp(z) mit f(C = C \ {0}.
2.) Ist p ein nichtkonstantes Polynom, f ∈ H(C) und g := p exp(f). In Kapitel 8 werden wir sehen, dass

g(C) = C ist.

Erinnerung:

Sei D ⊆ C offen, z0 ∈ D, f ∈ H(D \ {z0}) und f habe in z0 einen Pol der Ordnung m. Dann hat 1/f in
z0 eine hebbare Singularität. Kurz: Es existiert ein δ > 0 mit 1/f ∈ H(Uδ(z0)). (1/f hat in z0 eine m-fache
Nullstelle.) Es sei f ∈ M(). (Das heißt, es existiert eine diskrete Teilmenge A ⊆ C mit f ∈ H(C \A) und jedes
a ∈ A ist ein Pol von f .)

3.2
”
Kleiner“ Satz von Picard für meromorphe Funktionen

Satz 7.4:

Sei f ∈ M(C) und seien a, b, c ∈ C paarweise verschieden. Außerdem nehme f die Werte a, b, c nicht an. Dann
ist f konstant.

Beispiel:

Wir betrachten f(z) = 1/(1 + exp(z)). Hier gilt A = {(2k + 1)πi : k ∈ Z}. Jedes a ∈ A ist ein einfacher Pol
von f . Klar ist, dass 0, 1 /∈ f(C \A). Sei w ∈ C mit 0 6= w 6= 1.
(

f(z) = w ⇔ 1
1 + exp(z)

= w ⇔ 1
w
− 1 = exp(z)

)

Dann ist f(C \A) = C \ {0, 1}.

Beweis:

Aus f ∈ M(C) folgt f − a ∈ M(C). Aus Z(f − a) = ∅ folgt, dass g := 1/(f − a) ∈ H(C) ist. Damit sind
1/(b− a) sowie 1/(c− a) /∈ g(C). Nach Satz 7.3 folgt, dass g konstant ist. Also ist auch f konstant. ¤

Satz von Casarotti-Weierstraß (FTH I):

Sei D ⊆ C offen, z0 ∈ D, f ∈ H(D \ {z0}) und f habe in z0 eine wesentliche Singularität. Weiter sei δ > 0
so, dass Uδ(z0) ⊆ D ist. Dann gilt f(U̇δ(z0)) = C. (Das bedeutet, dass sich jede komplexe Zahl aus Punkten
dieser Menge ansteuern lässt.)

3.3
”
Großer“ Satz von Picard

Es gilt f(U̇δ(z0)) = C oder f(U̇δ(z0)) = C \ {0} (mit geeignetem c ∈ C).
Im folgenden sei ∅ 6= A ⊆ G und A sei diskret in G. (Dies bedeutet, dass A in G keine Häufungspunkte hat.)
Dann ist G \A ein Gebiet.
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Definition:

Sei AutA(G) := {f ∈ Aut(G) : f(A) = A}.

Beispiele:

1.) Sei G = C, A := {0}. Ist f ∈ AutA(C), so folgt hieraus f ∈ Aut(C) und f(0) = 0. Nach Satz 10.4
existiert ein a ∈ C×, nämlich f(z) = az. Also ist AutA(C) = {z 7→ az : a ∈ C×}.

2.) Sei G = D, A := {0}.

f ∈ AutA(D) ⇔ f ∈ Aut(D) und f(0) = 0
10.1 (2)⇔ ∃λ ∈ ∂D mit f(z) = λz

3.) Sei G = D, A := {0, 1/2}. Aus f ∈ AutA(D) folgt, dass f ∈ Aut(D) und f(A) = A. Wegen 10.1 (1)
existiert ein λ ∈ ∂D und a ∈ D mit

f(z) = λ
z − 1
1− az

a.) Fall 1: f(0) = 0, f(1/2) = 1/2
Dann ist f = idD:

b.) Fall 2: f(0) = 1/2, f(1/2) = 0

1
2

= λ(−a), 0 = λ
1
2 − a

1− a 1
2

⇒ f(z) =
2z − 1
z − 2

Also gilt:

AutA(D) =
{

idD,
2z − 1
z − 2

}

4.) Ist f ∈ AutA(G) und f(A) = A. Dann folgt f(G \A) = G \A und f|G\A ∈ Aut(G \A).

Definition:

Sei iso∂G := {a ∈ ∂G : ∃ε > 0 : U̇ε(a) ∩ ∂G = ∅} (isolierte Randpunkte von G).

Beispiele:

1.) Für die offene Kreisscheibe gilt iso∂D = ∅ (∂D 6= ∅)

2.) iso∂D× = {0}
Der Nullpunkt ist nicht in D× enthalten, ist in diesem Falle ein isolierter Randpunkt.

3.) iso∂C× = ∂C× = {0}

Satz 10.6:

Sei g ∈ H(G), g(G\A) ⊆ G. Es sei weiterhin g injektiv auf G\A, a ∈ A und g(A) ∈ ∂G. Dann ist g(a) ∈ iso∂G.
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3.3. ”GROSSER“ SATZ VON PICARD

Beweis:

Es existiert ein δ > 0 mit Uδ(a) ⊆ G und U̇δ(a) ⊆ G \ A. g ist injektiv auf U̇δ(a) und nach 10.3 ist g injektiv
auf Uδ(a). g(Uδ(a)) ist offen, g(a) ∈ g(Uδ(a)). Damit gibt es ein ε > 0 mit Uε(g(a)) ⊆ g(Uε(a)). Dann lässt
sich folgendes aussagen:

U̇ε(g(a)) ⊆ g(Uδ(a)) \ {g(a)} = g(U̇δ(a)) ⊆ g(G \A) ⊆ G ⇒ U̇ε(g(a)) ∩ ∂G = ∅

Damit ist g(a) ∈ iso∂G. ¤

Satz 10.7:

Sei G beschränkt und iso∂G = ∅. Dann ist Aut(G \A) = {g|G\A : g ∈ AutA(G)}.

Beweis:

1.) ”⊇“: siehe obiges Beispiel (4)

2.) ”⊆“: Sei f ∈ Aut(G\A). Dann ist die Umkehrabbildung f−1 ebenfalls ∈ Aut(G\A). Somit gilt f(G\A) =
G \A = f−1(G \A) ⊆ G. Also sind f und f−1 auf G \A beschränkt. Sei a ∈ A: Dann ist a eine isolierte
Singularität von f und f−1. Der Riemannsche Hebbarkeitssatz liefert, dass a eine hebbare Singularität
von f und f−1 ist. Wir können also sowohl f als auch f−1 holomorph in den Punkt a fortsetzen. Damit
existieren g, h ∈ H(G), so dass f = g|G\A und f−1 = h|G\A. Es ist g(G\A) = f(G\A) = G\A ⊆ G. Sei
a ∈ A. Dann existiert eine Folge (zn) in G\A mit zn 7→ a. Dann ist g(a) = lim g(zn) ∈ G \A = G. Fazit:
Es gilt auf jeden Fall g(G) ⊆ G. Annahme: Es existiert ein a ∈ A mit der Eigenschaft, dass g(A) /∈ G ist.
Damit folgt g(a) ∈ ∂G. Nach 10.6 ist g(a) ∈ iso∂G, was ein Widerspruch zur Voraussetzung darstellt.
Also ist g(G) ⊆ G. Analog ist ersichtlich, dass h(G) ⊆ G ist. Dann sind g ◦ h und h ◦ g wohldefiniert. Sei
z0 ∈ G. Dann existiert eine Folge (zn) in G \A mit der Eigenschaft zn 7→ z0. Unter dieser Bedingung ist

(g ◦ h)(zn) = g(h(zn)) = g(f−1(zn)) = f(f−1(zn)) = zn = . . . = (h ◦ g)(zn)

n7→∞−−−−→ (g ◦ h)(z0) = idG(z0) = (h ◦ g)(z0) ⇒ g ◦ h = idG = h ◦ g

So ist g ∈ Aut(G) und g−1 = h. Aus g(G \ A) = G \ A folgt g(A) = A, da g bijektiv ist. Also ist
g ∈ AutA(G). ¤

Satz 10.8:

f ∈ Aut(D×) ⇔ ∃λ ∈ ∂D mit f(z) = λz

Beweis:

1.) ”⇐“: erledigt

2.) ”⇒“: Sei f ∈ Aut(D×) = Aut(D \ A) mit A = {0}. Nach 10.7 existiert ein g ∈ AutA(D) mit g|D× = f .
Aus obigem Beispiel (2) folgt, dass ein λ ∈ ∂D existiert mit g(z) = λz. ¤

Bemerkungen:

1.) Satz 10.7 ist für unbeschränkte Gebiete falsch!

Betrachten wir dazu folgendes Beispiel. Sei G = C, A = {0}, f(z) := 1/z. Nach Satz 10.5 ist f ∈
Aut(C×) = Aut(C \A). Nach obigem Beispiel (1) gilt AutA(C) = {z 7→ az : a 6= 0}.

2.) Satz 10.7 ist für beschränkte Gebiete mit isolierten Randpunkten falsch.

Als Beispiel betrachten wir G = D×, A = {1/2} und B := {0, 1/2}. Dann ist D× \ A = D \ B. Sei
f(z) := (2z − 1)/(z − 2). Obiges Beispiel (3) liefert g ∈ AutB(D). Nach 10.7 wäre ϕ := f |D\B ∈
Aut(D \B) = Aut(D× \A). Sei g ∈ AutA(D×). Hieraus folgt g ∈ Aut(D×) und g(1/2) = 1/2. Nach 10.8
existiert ein λ ∈ ∂D mit g(z) = λz, g(1/2) = 1/2 und damit resultiert λ = 1 und g = idD× .

Definition:

G heißt starr genau dann, wenn Aut(G) = {idG}.
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Aufgabe:

Seien a, b ∈ D× und a 6= b. Wir setzen G := D \ {0, a, b}. Dann ist das Gebiet G nicht starr genau dann, wenn
a = −b oder 2b = a + ab oder 2a = b + ba oder (|a| = |b| und a2 + b2 = ab(1 + |a|2)).

Beispiele:

a.) D \ {0, 1/2,−1/2} ist nicht starr.

b.) D \ {0, 1/2, 3/4} ist starr.

Satz 10.9:

Sei G beschränkt, z0 ∈ G, f ∈ Aut(G) und f(z0) = z0. Dann ist |f ′(z0)| = 1.

Beweis:

Wir definieren δ := inf{|z− z0| : z ∈ ∂G} > 0. (Anschaulich handelt es sich dabei um den Abstand von z0 zum
Rand des Gebietes.)

Aufgrund der Beschränktheit des Gebiets gibt es ein γ > 0 mit |z| < γ ∀ z ∈ G. Aus f ∈ Aut(G) folgt
f(G) = G und damit |f(z)| ≤ γ ∀ z ∈ G. Sei r ∈ (0, δ). Die Cauchyschen Abschätzungen liefern |f ′(z0)| ≤ γ/r.
Für r 7→ δ gilt |f ′(z0)| ≤ γ/δ (∗). Für n ∈ N definieren wir fn := f ◦ f ◦ f ◦ . . . ◦ f (n mal). fn ist wieder
∈ Aut(G) und fn(z0) = z0. Induktiv zeigt man f ′n(z0) = f ′(z0)n. Aus (∗) folgt |f ′n(z0)| ≤ γ/δ und daraus
folgt |f ′(z0)|n ≤ γ/δ bzw. |f ′(z0)| ≤ n

√
γ/δ ∀ n ∈ N. Für n 7→ ∞ folgt |f ′(z0)| ≤ 1. Da f−1 ∈ Aut(G) und

f−1(z0) = z0 ist, folgt analog |(f−1)′(z0)| ≤ 1. Nutzen wir die Ableitung der Umkehrfunktion aus, so ergibt
sich:

(f−1)′(z0) =
1

f ′(f(z0))
=

1
f ′(z0)

⇒ 1
|f ′(z0)| ≤ 1 ⇒ |f ′(z0)| ≥ 1 ¤

3.4 Koebescher 1/4-Satz

Satz 11.7:

Es sei f ∈ S. Dann ist U 1
4
(0) ⊆ f(D).

Beweis:

Sei w /∈ f(D). Zu zeigen ist, dass |w| ≥ 1
4 ist. Betrachten wir die Funktion g := wf/(w − f). Nach Satz 11.2

ist g ∈ S. Verschaffen wir uns die Potenzreihenentwicklungen für f und g:

f(z) = z +
∞∑

n=2

anzn und g(z) = z +
∞∑

n=2

bnzn mit z ∈ D

Man sollte sich durch Nachrechnen von folgendem überzeugen:

b2 =
g′′(0)

2
=

f ′′(0)
2

+
1
w

= a2 +
1
w

Dann gilt:

1
|w| − |a2| ≤

∣∣∣∣a2 +
1
w

∣∣∣∣ = |b2|
11.4≤ 2 ⇒ 1

|w| ≤ 2 + |a2|
11.4≤ 4 ⇒ |w| ≥ 1

4
¤
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3.4. KOEBESCHER 1/4-SATZ

Bemerkungen:

1.) Die Zahl 1
4 kann nicht verbessert werden! Ist nämlich r > 0 und Ur(0) ⊆ f(D) ∀ f ∈ S, dann folgt

Ur(0) ⊆ K(D). Nach 11.1 gilt dann r ≤ 1
4 .

2.) Die Schlichtheit von f ist wesentlich! Sei α ∈ C, |α| > 2π, f(z) := 1/α exp(αz)−1/α, f(0) = 0, f ′(0) = 1.
Für w := −1/α gilt:

|w| = 1
|α| <

1
2π

<
1
4

Es ist aber w /∈ f(D). Also ist U 1
4
(0) 6⊆ f(D). Aus z0 := 2πi/α folgt z0 ∈ D und f(z0) = 0 = f(0). Damit

ist f nicht schlicht auf D.

Folgerung 11.8:

Sei f ∈ H(D) und F ∈ H(D×) sei definiert durch F (z) := 1/z + f(z). Weiter sei F auf D× schlicht. Sind dann
w1 und w2 /∈ F (D×), so gilt |w1 − w2| ≤ 4.

Beweis:

Sei w0 := w2 − w1. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir w0 6= 0 annehmen. Wir definieren
Ψ(z) := F (z) − w1 mit z ∈ D×. Da w1 /∈ F (D×) ist, gilt Ψ(z) 6= 0 ∀ z ∈ D× und Ψ ist auf D× schlicht.
Betrachten wir darüber hinaus h(z) := 1 + zf(z) − zw1 mit z ∈ D. Dann ist h(0) = 1 und h(z)/z = Ψ(z) ∀
z ∈ D×. Aus der Nullstellenfreiheit von Ψ auf D× folgt z(h) = ∅. Nun setzen wir g(z) := z/h(z). Dann ist
g ∈ H(D) und g(0) = 0.

g′(z) =
h(z)− zh′(z)

h(z)2
, g′(0) =

h(0)
h(0)2

= 1

Seien z, w ∈ D und z 6= w. Zu zeigen ist g(z) 6= g(w). Wir nehmen an, dass g(z) = g(w) ist. Aus der
Voraussetzung z 6= w folgt z 6= w 6= 0. Hieraus folgt Ψ(z) = Ψ(w) und aus der Injektivität von Ψ resultiert
z = w, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also ist g ∈ S. Es ist w2 /∈ F (D×) und hieraus folgt
w0 /∈ Ψ(D×). Hieraus folgt wiederum:

1
w0

/∈ g(D) 11.7−−→ 1
|w0| ≥

1
4
⇒ |w0| ≤ 4 ¤

Bemerkung:

Die Zahl 4 kann nicht verbessert werden. Betrachten wir als Beispiel F (z) = 1/z + z, welche injektiv auf D×
ist. Als Übung kann man nachrechnen, dass C \ F (D×) = [−2, 2] (⊆ R).

Lemma 11.9:

Sei f ∈ S und 0 ≤ r < 1. Dann gilt:
∣∣∣∣
zf ′′(z)
f ′(z)

− 2r

1− r2

∣∣∣∣ ≤
4r

1− r2
für |z| = r

Beweis:

Sei a ∈ D und ϕ(z) := (z + a)/(1+ az). Aus Satz 11.1 folgt ϕ ∈ Aut(D). Sei h(z) := f(ϕ(z))− f(a). Da sowohl
f als auch ϕ auf D schlicht ist, ist auch h auf D schlicht. Weiterhin gilt h(0) = f(ϕ(0))−f(a) = f(a)−f(a) = 0
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und h′(0) = (1− |a|2)f ′(a) := c (Nachrechnen!). Es ist c 6= 0, denn f ′(a) 6= 0 wegen der Injektivität von f und
1− |a|2 > 0. Wir setzen g(z) := 1/ch(z) mit g ∈ S. Schauen wir uns die Potenzreihenentwicklung an:

g(z) = z +
∞∑

n=2

bnzn mit z ∈ D

Nachrechnen führt auf:

b2 =
g′′(0)

2
=

1
2
(1− |a|2)f ′′(a)

f ′(a)
− a

Nach 11.4 ist |b2| ≤ 2 und somit:
∣∣∣∣
(1− |a|2)f ′′(a)

f ′(a)
− 2a

∣∣∣∣ ≤ 4

Dividiere durch 1− |a|2 und multipliziere mit |a|:
∣∣∣∣
af ′′(a)
f ′(a)

− 2|a|2
1− |a|2

∣∣∣∣ ≤
4|a|

1− |a|2

Ist z ∈ D und |z| = r, so folgt mit a := z die Behauptung. ¤

3.5 Koebescher Verzerrungssatz

Satz 11.10:

Sei f ∈ S und 0 ≤ r < 1. Dann gilt:

1− r

(1 + r)3
≤ |f ′(z)| ≤ 1 + r

(1− r)3
für |z| ≤ r

Satz:

1.) Wegen des Minimum-/Maximumprinzips genügt es, die Behauptung für |z| = r zu zeigen (Z(f ′) = ∅).
Mit einer geeigneten Rotation sieht man: Es genügt, die Behauptung für z = r zu zeigen. Die Behauptung
ist klar für r = 0. Sei also 0 < r < 1. Wir zeigen:

1− r

(1 + r)3
≤ |f ′(r)| ≤ 1 + r

(1− r)3

2.) Z(f ′) = ∅ und D einfach zusammenhängend. Damit existiert h ∈ H(D), so dass exp(h) = f ′ auf D. Sei
h(0) = x + iy mit x, y ∈ R. Dann folgt 1 = f ′(0) = exp(h(0)) = exp(x) exp(iy) und hieraus wiederum
exp(iy) > 0. Damit ist exp(iy) = 1, also x = 0 und y = 2kπ mit k ∈ Z. Setzen wir g(z) := h(z) − 2kπi
und wählen k so, dass g(0) = 0 und exp(g) = f ′ auf D. Sei darüber hinaus u := Re(g) und v := Im(g).

f ′ = exp(g) = exp(u) exp(iv) ⇒ |f ′| = exp(u) ⇒ Re(g) = u = log |f ′| auf D

3.) Wir definieren für x ∈ [0, r]:

F (x) :=
f ′′(x)
f ′(x)

− 2x

1− x2

Nach dem Lemma 11.9 gilt:

|xF (x)| ≤ 4x

1− x2
⇒ |F (x)| ≤ 4

1− x2
∀x ∈ (0, r] (∗)

Aus f ′ = exp(g) folgt f ′′ = g′ exp(g) = g′f ′ und somit g′ = f ′′/f ′.

F (x) = g′(x)− 2x

1− x2
⇒

r∫

0

F (x) dx =

r∫

0

g′(x) dx−
r∫

0

2x

1− x2
dx = g(r)− g(0)︸︷︷︸

=0

+ log(1− r2)︸ ︷︷ ︸
∈R
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⇒ Re




r∫

0

F (x) dx


 = Re(g(r)) + log(1− r2) = log |f ′(r)|+ log(1− r2) =: α(r)

⇒ |α(r)| =
∣∣∣Re




r∫

0

F (x) dx




∣∣∣ ≤
∣∣∣

r∫

0

F (x) dx
∣∣∣ ≤

r∫

0

|F (x)|dx
(∗)
≤

r∫

0

4
1− x2

dx =

= 2 log(1 + r)− 2 log(1− r) =: β(r)

Also folgt −β(r) ≤ α(r) ≤ β(r). Aus der zweiten Ungleichung resultiert:

α(r) = log |f ′(r)|+ log(1− r) + log(1 + r) ≤ 2 log(1 + r)− 2 log(1− r)

⇒ log |f ′(x)| ≤ log(1 + r)− 3 log(1− r) = log
(

1 + r

(1− r)3

)
⇒ |f ′(r)| ≤ 1 + r

(1− r)3

Analog funktioniert das mit der ersten Ungleichung und man erhält:

1− r

(1 + r)3
≤ |f ′(r)| ¤

3.6 Verzerrungssatz

Satz 11.11:

Sei f ∈ S und 0 ≤ r < 1. Dann gilt |f(z)| ≤ r/(1− r)2 für |z| ≤ r.

Beweis:

Wieder genügt es, die Behauptung für z = r ∈ (0, 1) zu zeigen. Zu diesem Zweck definieren wir γ(t) := t mit
t ∈ [0, r].

∫

γ

f ′(z) dz = f(r)− f(0) = f(r) ⇒ |f(r)| =
∣∣∣

r∫

0

f ′(t) dt
∣∣∣ ≤

r∫

0

|f ′(t)|dt
11.10≤

r∫

0

1 + t

(1− t)3
dt =

r

(1− r)2
¤

3.7 Maximum- und Minimumprinzip (I)

Satz 12.7:

1.) Sei u: G 7→ R stetig und habe auf G die Mittelwerteigenschaft. Weiter sei z0 ∈ G und u(z) ≤ u(z0) ∀
z ∈ G (oder u(z) ≥ u(z0) ∀ z ∈ G). Dann ist u auf G konstant.

2.) Sei G beschränkt, u ∈ C(G) und u habe auf G die Mittelwerteigenschaft und sei auf G nicht konstant.
Dann gilt:

min
w∈G

u(w) < u(z) < max
w∈G

u(w)∀ z ∈ G

3.) Punkt (1) gilt für jedes u ∈ Har(G) und (2) für jedes nichtkonstante u ∈ C(G) ∩Har(G).

Beweis:

1.) Wir gehen davon aus, dass bei z0 ein absolutes Maximum liegt. Sei A := {z ∈ G : u(z) = u(z0)}. Es gilt
A 6= ∅, denn es ist z0 ∈ A. Sei w ein Häufungspunkt von A mit w ∈ G. Dann existiert eine Folge (wn)
in A mit der Eigenschaft wn 7→ w. Da wn ∈ A ist, gilt u(wn) = u(z0). Aus der Stetigkeit von u folgt
hiermit u(wn) 7→ u(w). Also ist u(w) = u(z0) und somit w ∈ A.

Sei z1 ∈ A. Dann existiert ein r > 0 mit Ur(z1) ⊆ G. Sei z ∈ Ur(z1). So gilt z = z1 + % exp(it0) mit
% ∈ [0, r) und t0 ∈ [0, 2π]. Wir nehmen an, dass z /∈ A. Also ist u(z) < u(z0) = u(z1).
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Dann existiert ein Intervall [α, β] ⊆ [0, 2π] mit t0 ∈ [α, β] und u(z1 + % exp(it)) < u(z1) ∀ t ∈ [α, β]. Nach
der Mittelwerteigenschaft gilt

2πu(z1) =

2π∫

0

u(z1 + % exp(it)) dt =

α∫

0

(. . .) +

β∫

α

(. . .) +

2π∫

β

(. . .) ≤
α∫

0

u(z0) dt +

β∫

α

u(z0) dt +

2π∫

β

u(z0) dt

<

2π∫

0

u(z0) dt = 2πu(z0) = 2πu(z1)

was ein Widerspruch zur Annahme ist. Folglich ist z ∈ A, d.h. Ur(z1) ⊆ A und A somit offen. Nach dem
Hilfssatz ist A = G und daraus ergibt sich die Behauptung. ¤

2.) folgt aus (1).

3.) folgt aus (1) bzw. (2) und Satz 12.5.

3.8 Identitätssatz für harmonische Funktionen

Satz 12.7:

Sei u ∈ Har(G), z0 ∈ G, r > 0, Ur(z0) ⊆ G und u = 0 auf Ur(z0). Dann ist u = 0 auf G.

Beweis:

Wir definieren A := {z ∈ G : ∃ Umgebung U ⊆ G von z : u = 0 auf U}. Nach Voraussetzung ist z0 ∈ A, also
A 6= ∅.

Nach Konstruktion ist A offen. Sei w ein Häufungspunkt von A mit w ∈ G. Dann existiert ein ε > 0 mit
Uε(w) ⊆ G. Da w ein Häufungspunkt von A ist, folgt Uε(w) ∩ A 6= ∅. Sei w1 ∈ Uε(w) ∩ A, wobei Uε(w) ∩ A
offen ist. Dann existiert ein δ > 0 mit Uδ(w1) ⊆ Uε(w) ∩ A. Nach Satz 12.4 existiert ein f ∈ H(Uε(w)). Dann
ist Re(f) = u auf Uε(w). Aus Uδ(w1) ⊆ A folgt u = 0 auf Uδ(w1) und damit f(Uδ(w1)) ⊆ iR. Also gibt es ein
c ∈ R mit f(z) = ic ∀z ∈ Uδ(w1). Der Identitätssatz für holomorphe Funktionen liefert f = ic auf Uε(w), was
u = 0 auf Uε(w) und w ∈ A mit sich bringt. Wiederum liefert der Hilfssatz A = G und damit die Behauptung.
¤
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3.9 Maximum- und Minimumprinzip (II)

Satz 12.8:

Sei u ∈ Har(G), z0 ∈ G, r > 0, Ur(z0) ⊆ G und u(z) ≤ u(z0) ∀ z ∈ Ur(z0) (oder u(z) ≥ u(z0) ∀ z ∈ Ur(z0)).
Dann ist u auf G konstant.

Beweis:

Wir definieren v := u− u(z0). Dann gilt v(z) ≤ 0 auf Ur(z0) und v(z0) = 0. Es ist klar, dass v ∈ Har(Ur(z0))
ist. Nach Satz 12.6 (1) ist dann v = 0 auf Ur(z0). Nach Satz 12.7 ist v = 0 auf G, woraus sich die Behauptung
ergibt. ¤

3.10 Die Integralformel von Schwarz

Satz 12.9:

Sei 0 ∈ G, f ∈ H(G), R > 0 und UR(0) ⊆ G. Weiter sei u := Re(f) und v := Im(f). Dann gilt:

f(z) =
1
2π

2π∫

0

R exp(it) + z

R exp(it)− z
u(R exp(it)) dt + iv(0) ∀ z ∈ UR(0)

Beweis:

Nach Satz 12.1 sind u, v ∈ Har(G). Wir setzen γ(t) := R exp(it) mit t ∈ [0, 2π] und unterscheiden zwei Fälle:

• Fall 1: z = 0

Mit der Mittelwerteigenschaft folgt:

f(0) = u(0) + iv(0) =
1
2π

2π∫

0

u(R exp(it)) dt + iv(0)

• Fall 2: z ∈ U̇R(0)

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt:

f(z) =
1

2πi

∫

γ

f(w)
w − z

dw =
1

2πi
f(R exp(it))
R exp(it)− z

iR exp(it) dt =
1
2π

2π∫

0

f(R exp(it))R exp(it)
R exp(it)− z

dt (I)

Es gilt R2/|z| = R2/|z| > R. Sei r > 0 so, dass R < r < R2/|z| und Ur(0) ⊆ G.

Definiere g: Ur(0) 7→ C durch

g(w) :=
f(w)

w − R2

z

Dann ist g ∈ H(Ur(0)). Der Cauchysche Integralsatz liefert jetzt:

0 = − 1
2πi

∫

γ

g(w) dw = − 1
2πi

2π∫

0

f(R exp(it))
R exp(it)− R2

z

iR exp(it) dt = − 1
2π

2π∫

0

f(R exp(it)) exp(it)
exp(it)− R

z

=

= − 1
2π

2π∫

0

f(R exp(it)) exp(it)z
z exp(it)−R

dt = − 1
2π

2π∫

0

f(R exp(it))z
z −R exp(−it)

dt =
1
2π

2π∫

0

f(R exp(it))z
R exp(it)− z

dt
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Durch komplexe Konjugation dieser Gleichung resultiert:

0 =
1
2π

2π∫

0

f(R exp(it))z
R exp(it)− z

dt (II)

Addition von (I) und (II) führt zu:

f(z) =
1
2π

2π∫

0

[
(u(R exp(it)) + iv(R exp(it9)))R exp(it)

R exp(it)− z
+

(u(R exp(it))− iv(R exp(it))z)
R exp(it)− z

]
dt =

=
1
2π

2π∫

0

u(R exp(it))[R exp(it) + z]
R exp(it)− z

dt +
i

2π

2π∫

0

v(R exp(it))[R exp(it)− z]
R exp(it)z

dt =

=
1
2π

2π∫

0

R exp(it) + z

R exp(it)− z
u(R exp(it)) dt + i

1
2π

2π∫

0

v(R exp(it)) dt

Mit der Mittelwerteigenschaft folgt die Behauptung. ¤

Definition:

Seien z, w ∈ C und z 6= w.

P (w, z) := Re
(

w + iz
w − z

)
=
|w|2 − |z|2
|w − z|2

P (w, z) wird als Poissonscher Kern bezeichnet. Sei R > 0, w = R exp(it), z ∈ C und |z| < R. Dann gilt:

P (R exp(it), z) = Re
(

R exp(it) + z

R exp(it)− z

)

3.11 Poissonsche Integralformel

Satz 12.10:

Sei 0 ∈ G, u ∈ Har(G), R > 0 und UR(0) ⊆ G.

1.) u(z) =
1
2π

2π∫

0

P (R exp(it), z)u(R exp(it)) dt für alle z ∈ UR(0)

2.) 1 =
1
2π

2π∫

0

P (R exp(it, z)) dt ∀ R > 0 und ∀z mit |z| < R

Beweis:

1.) Es existiert eine Zahl % > R mit UR(0) ⊆ U%(0) ⊆ G. Nach 12.4 existiert ein f ∈ H(U%(0)) mit der
Eigenschaft Re(f) = u auf U%(0). Die Behauptung folgt jetzt aus 12.9.

2.) Setze in (1) G = C und u = 1. ¤

3.12 Harnacksche Ungleichung

Satz 12.14:

Sei z0 ∈ C, % > 0, u ∈ Har(U%(z0)), 0 < R < % und u ≥ 0 auf ∂UR(z0). Ist z ∈ UR(z0) und r := |z− z0| (< R),
so gilt:

R− r

R + r
u(z0) ≤ u(z) ≤ R + r

R− r
u(z0)

24



3.13. SATZ VON HARNACK

Beweis:

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit z0 = 0 und R = 1. Also gilt r = |z| < 1 = R und außerdem (was
durch Nachrechnen gezeigt werden soll):

(1 + r)2 ≥ | exp(it)− z|2 ≥ (1− r)2 ∀ t ∈ [0, 2π]

Durch Kehrwertbildung und Multiplikation mit (1− r2)u(exp(it)) ergibt sich:

1− r2

(1 + r)2
u(exp(it)) ≤ 1− r2

| exp(it)− z|2 u(exp(it)) ≤ 1− r2

(1− r)2
u(exp(it))

⇒ 1− r

1 + r
u(exp(it)) ≤ P (exp(it), z)u(exp(it)) ≤ 1 + r

1− r
u(exp(it))

⇒ 1− r

1 + r

1
2π

2π∫

0

u(exp(it)) dt ≤ 1
2π

2π∫

0

P (exp(it), z)u(exp(it)) dt ≤ 1 + r

1− r

1
2π

2π∫

0

u(exp(it)) dt

Mit der Mittelwerteigenschaft und der Poissonschen Ungleichung (12.10) folgt schließlich

1− r

1 + r
u(0) ≤ u(z) ≤ 1 + r

1− r
u(0)

und damit die Behauptung. ¤

3.13 Satz von Harnack

Satz 12.15:

Sei (uk) eine Folge harmonischer Funktionen Har(G) mit der Monotonieeigenschaft u1 ≤ u2 ≤ u3 ≤ . . . auf G.
Dann gilt entweder

i.) uk(z) 7→ ∞ für k 7→ ∞ ∀ z ∈ G oder

ii.) (uk) konvergiert auf G lokal gleichmäßig.

Beweis:

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit u1 ≥ 0 auf G. (Andernfalls betrachte die Folge (uk − u1).) Also
gilt 0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ u3 ≤ . . . auf G. Nach dem Monotoniekriterium existiert für jedes z ∈ G der Grenzwert
u(z) := limk 7→∞ uk(z) ∈ [0,∞) ∪ {∞}. Wir definieren zwei Mengen A := {z ∈ G : u(z) < ∞}, B := {z ∈ G :
u(z) = ∞}. Dann ist G = A ∪B und A ∩B = ∅.

i.) Wir zeigen, dass B offen ist. Sei dazu z0 ∈ B. Es existiert ein R > 0 mit UR(z0) ⊆ G. Sei z ∈ UR(z0),
r := |z − z0|. Nach 12.14 gilt:

R− r

R + r
uk(z0) ≤ uk(z) ∀ k ∈ N

Da z0 ∈ B ist, folgt uk(z) 7→ ∞ für k 7→ ∞. Damit resultiert u(z) = ∞, also z ∈ B, UR(z0) ⊆ B. B ist
also offen.
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ii.) Sei z0 ∈ A. Es existiert ein R > 0 mit UR(z0) ⊆ G. Sei ε > 0. Dann gibt es ein k0 ∈ N mit 0 ≤
uk(z0)− ul(z0) < ε ∀ k ≥ l ≥ k0. Sei nun z ∈ UR

2
(z0) und r := |z − z0|. Dann gilt (R + r)/(R − r) ≤ 3.

Nach 12.14 ist

0 ≤ uk(z)− ul(z) ≤ R + r

R− r
(uk(z0)− ul(z0)) ∀ k ≥ l ≥ k0

0 ≤ uk(z)− ul(z) < 3ε

Also konvergiert (uk) auf UR
2
(z0) gleichmäßig. Insbesondere ist UR

2
(z0) ⊆ A, womit A offen ist. Weil G

ein Gebiet ist, gilt entweder A = ∅ oder B = ∅. Ist A = ∅, so ergibt sich B = G und daraus resultiert (i).
Ist B = ∅, folgt A = G, womit (uk) auf G gleichmäßig konvergiert. ¤
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Kapitel 4

Konforme Äquivalenz von
Ringgebieten

Bezeichnung:

Für j = 1, 2 sei 0 < rj < Rj < ∞ und Aj := {z ∈ C : rj < |z| < Rj}.

Erinnerung:

A1 ∼ A2 (konform äquivalent) genau dann, wenn ein injektives f ∈ H(A1) existiert mit f(A1) = A2. Das Ziel
dieses Paragraphen ist, herzuleiten, dass A1 ∼ A2 genau dann, wenn R1/r1 = R2/r2.

Satz 13.1:

Ist R1/r1 = R2/r2, so gilt A1 ∼ A2.

Beweis:

Wir setzen λ := r2/r1 und betrachten f(z) = λz. Es ist klar, dass f sowohl ∈ H(A1) als auch auf A1 injektiv
ist. Durch Nachrechnen findet man f(A1) = A2. ¤

Lemma 13.2:

Sei G ⊆ C ein Gebiet mit 0 /∈ G, f ∈ H(G), Z(f) = ∅ und α ≥ 1. Darüber hinaus gelte die Bedingung
|f(z)| = |z|α ∀ z ∈ G. Dann gilt:

1.)
f ′(z)
f(z)

=
α

z
∀ z ∈ G

2.) Ist R1 > 1, G := A(1, R1) und f auf G injektiv, so existiert ein c ∈ ∂D mit der Eigenschaft f(z) = cz.
Insbesondere ist α = 1.

Beweis:

1.) Stets sei z = x + iy ∈ G mit x, y ∈ R, u := Re(f) und v := Im(f). Es gilt |f(z)|2 = (|z|2)α. Also ist
u2(z) + v2(z) = (x2 + y2)α (I). Differenzieren wir Gleichung (I) nach x bzw. y, so erhalten wir:

2uux + 2vvx = α(x2 + y2)α−1 · 2x ⇒ uux + vvx = α(x2 + y2)α−1x (II)

2uuy + 2vvy = α(x2 + y2)α−1 · 2y ⇒ uuy + vvy = α(x2 + y2)α−1y (III)

Es ist f ′ = ux + iuy und somit:

f ′

f
=

ux + ivx

u + iv
=

(ux + ivx)(u− iv)
u2 + v2

(I)
=

1
(x2 + y2)α

(uux + vvx + i(uvx − vux))

Re
(

f ′

f

)
=

1
(x2 + y2)α

(uux + vvx)
(II)
=

1
(x2 + y2)α

αx(x2y2)α−1 =
αx

|z|2
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Analog mit (III) und den Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen gilt:

Im
(

f ′

f

)
= − αy

|z|2

Mit diesen Ergebnissen ergibt sich schlussendlich:

f ′(z)
f(z)

=
αz

|z|2 =
αz

zz
=

α

z

2.) Sei 1 < r < R1, γ(t) = r exp(it) und Γ(t) := f(γ(t)) mit t ∈ [0, 2π].

Die Umlaufzahl ist gegeben durch:

n(Γ, 0) =
1

2πi

∫

Γ

dz

z
=

1
2πi

2π∫

0

Γ′(t)
Γ(t)

dt =
1

2πi

2π∫

0

f ′(γ(t))γ′(t)
f(γ(t))

dt =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz
(1)
=

1
2πi

∫

γ

α

z
dz =

= α
1

2πi

∫

γ

dz

z
= αn(γ, 0) = α

Nach Funktionentheorie I ist n(Γ, 0) = α ∈ Z. Da α ≥ 1 ist, folgt α ∈ N. Sei nun g(z) := f(z)/zα mit
z ∈ G.

g′(z) =
f ′(z)zα − αzα−1f(z)

z2α

(1)
= 0

Also existiert ein c ∈ C mit f(z) = czα, da g(z) konstant sein muss.

|z|α = |f(z)| = |c||z|α ⇒ |c| = 1

Wir nehmen an, dass α ≥ 2 ist. Sei z0 ∈ G. Dann ist z0 6= 0 und es existieren w1, w2 ∈ C mit
wα

1 = z0 = wα
2 und w1 6= w2.

|z0| > 1 ⇒ |z0| 1α > 1 ⇒ |wj | > 1 mit j = 1, 2

|wj | = |z0| 1α < R
1
α
1 ≤ R1

Dann ist R1 > 1 für j = 1, 2 und somit w1, w2 ∈ G. Hieraus ergibt sich f(w1) = cwα
1 = cwα

2 = f(w2).
Da f injektiv ist, muss w1 = w2 sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass α = 1 ist. ¤

4.1 Nachtrag zu Kapitel 13

Neufassung von 13.4:

Sei 1 < R1 ≤ R2, Aj := A(1, Rj) für j = 1, 2 und f sei eine konforme Abbildung von A1 und A2. Dann gilt:

1.) R1 = R2 (also A1 = A2)

2.) Es ist f(z) = cz mit |c| = 1 oder f(z) = c/z mit |c| = R1 (= R2).
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Beweis:

Wir wählen r :=
√

R2. Weiterhin sei K := ∂Ur(0) ⊆ A2, A(1, 1 + ε) und V := f(A(1, 1 + ε)) seien wie im

”alten Beweis“ von 13.4. Dann ist V ⊆ A(1, r) oder V ⊆ A(r,R2).

a.) Fall 1: V ⊆ A(1, r)

Der ”alte Beweis“ liefert R1 = R2 und f(z) = cz mit |c| = 1.

b.) Fall 2: V ⊆ A(r,R2)

Wir setzen g(z) = R2/f(z) mit z ∈ A1. Da f sowohl holomorph als auch injektiv ist, gilt das auch
für g. Durch Nachrechnen kann gezeigt werden, dass g eine konforme Abbildung von A1 auf A2 ist. Sei
nun Ṽ := g(A(1, 1 + ε)). Die beiden Eigenschaften V ⊆ A(r,R2) und r =

√
R2 liefern Ṽ ⊆ A(1, r)

(Nachrechnen!). Die Anwendung von Fall 1 auf g liefert R1 = R2 und g(z) = c̃z mit |c̃| = 1. Also gilt
c̃z = R2/f(z) und somit:

f(z) =
R2

c̃

1
z

=
c

z
mit c =

R2

c̃
¤

Neufassung von 13.5:

Für j = 1, 2 sei 0 < rj < Rj und Aj := A(rj , Rj). f sei eine konforme Abbildung von A1 auf A2. Dann gilt:

1.) R1/r1 = R2/r2

2.) Es ist f(z) = cz mit |c| = r2/r1 oder f(z) = c/z mit |c| = r1R2 (= r2R1).

Beweis:

Wir definieren zwei neue Kreisringe Bj := A(1, Rj/rj) mit j = 1, 2 und setzen g(z) = 1/r2f(r, z) mit z ∈ B1.
Nach Voraussetzung ist g eine konforme Abbildung von B1 auf B2. Aus 13.4 ergibt sich R1/r1 = R2/r2 und
g(z) = cz mit |c| = 1 oder g(z) = c/z mit |c| = R1/r1. Hieraus folgt ach (2). ¤

4.2 Der Satz von Mittag-Lefter

Sei (bn) eine Folge in C mit |bn| 7→ ∞ für n 7→ ∞ und bj 6= bk für j 6= k. (pn) sei eine Folge in P0 und
hn(z) := p1(z− bn)−1 mit n ∈ N. Dann existiert ein f ∈ M(C), welches genau in den Punkten bn Pole mit den
Hauptteilen hn hat. Jedes solche f hat die Gestalt

f =
∞∑

n=1

(hn − qn) + g

wobei g ∈ H(C) und die qn ∈ P geeignet zu wählen sind. Die Funktionenreihe
∑∞

n=1(hn − qn) konvergiert auf
C \ {b1, b2, . . .} lokal gleichmäßig.

Bemerkung:

Die qn heißen konvergenzerzeugende Polynome, weil die Reihe
∑∞

n=1 hn im allgemeinen nicht konvergiert.

Beweis:

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei |b1| ≤ |b2| ≤ |b3| ≤ . . . und b1 6= 0. Wir setzen cn := |bn|/2, also
0 < c1 ≤ c2 ≤ . . .. Sei n ∈ N. Die Funktion hn ist ∈ H(C \ {bn}), also hn(z) = a

(n)
0 + a

(n)
1 z + a

(n)
2 z2 + . . .

für |z| < |bn|. Diese Potenzreihe konvergiert für |z| ≤ cn gleichmäßig. Damit existiert ein kn ∈ N mit der
Eigenschaft

|hn(z)− (a(n)
0 + a

(n)
1 z + . . . + a

(k)
kn

zkn)︸ ︷︷ ︸
=:qn(z)

| ≤ 1
2n

für |z| ≤ cn

Also existiert für jedes n ∈ N ein qn ∈ P mit |hn − qn| ≤ 1/2n auf Ucn(0). Betrachte die Reihe f0 :=∑∞
n=1(hn − qn). Sei R > 0. Es existiert ein m ∈ N, so dass cm > R ist. Sei n ≥ m und |z| ≤ R. Dann ist

|z| < cn, also

|hn(z)− qn(z)| ≤ 1
2n
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Hieraus ergibt sich, dass die Reihe
∑∞

k=m(hk − qk) auf UR(0) gleichmäßig konvergiert. Damit konvergiert∑∞
n=1(kn − qn) gleichmäßig auf UR(0) \ {b1, b2, . . .}. Da R > 0 beliebig, konvergiert

∑∞
n=1(hn − qn) lokal

gleichmäßig auf C \ {b1, b2, . . .} und der Konvergenzsatz von Weierstraß liefert f0 ∈ M(C); also leistet f0 das
Gewünschte. Sei f ∈ M(C) eine weitere Funktion, die das gewünschte leistet. Dann ist f − f0 ∈ H(C), da f
und f0 an den gleichen Stellen Pole hat und der Hauptteil derselbe ist. Aus g := f − f0 ergibt sich f = f0 + g.
¤
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Kapitel 5

Unendliche Produkte

Definition:

Sei (an) eine Folge in C und pn := (1 + a1) · (1 + a2) · . . . · (1 + an) mit n ∈ N.
∏∞

n=1(1 + an) ist ein anderes
Symbol für die Folge (pn).

∏∞
n=1(1 + an) konvergiert genau dann, wenn (pn) konvergent ist. In diesem Falle

schreibt man:
∞∏

n=1

(1 + an) := p := lim
n7→∞

pn

Lemma 15.1:

Seien (an) und (pn) wie oben,
∏∞

n=1(1 + an) sei konvergent und p :=
∏∞

n=1(1 + an) 6= 0. Dann gilt an 7→ 0 für
n 7→ ∞.

Beweis:

Wir können 1 + an+1 in der Form pn+1/pn schreiben. Da die Folge konvergiert, strebt pn+1/pn gegen p/p = 1
und damit gilt an 7→ 0 ¤

Lemma 15.2:

(an) und (pn) seien wie oben und es sei Pn := (1 + |a1|) · (1 + |a2|) · . . . · (1 + |an|) für n ∈ N. Dann gilt:

1.) Pn ≤ exp(|a1|+ . . . + |an|) ∀ n ∈ N
2.) Es gilt |pn − 1| = Pn − 1 ∀ n ∈ N.

Beweis:

1.) Für x ≥ 0 gilt:

exp(x) = 1x+
x2

2
+. . . ≥ 1+x ⇒ 1+|aj | ≤ exp(|aj |) ⇒

n∏

j=1

(1+|aj |) ≤
n∏

j=1

exp(|aj |) = exp(|a1|+. . .+|an|)

2.) Allgemein gilt

(pn − 1)(1 + an+1) + an+1 = pn(1 + an+1)− (1 + an+1) + an+1 = pn+1 − 1

und analog

(Pn − 1)(1 + |an+1|) + |an+1| = Pn+1 − 1

Wir führen den restlichen Beweis mit vollständiger Induktion.

a.) Induktionsanfang n = 1. |p1 − 1| = |a1| = P1 − 1
b.) Induktionsvoraussetzung: Sei n ∈ N und pn − 1| ≤ Pn − 1.
c.) Induktionsschluss:

|Pn+1 − 1| = |(Pn − 1)(1 + an+1) + an+1| ≤ |Pn − 1|(1 + |an+1|) + |an+1|
I.V.≤

I.V.≤ (Pn − 1)(1 + |an+1|) + |an+1| = Pn+1 − 1

¤
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Definition:

Sei ∅ 6= D ⊆ C und (fn) eine Folge von Funktionen fn : D 7→ C. Wir setzen

Pn(z) := (1 + f1(z)) · (1 + f2(z)) · . . . · (1 + fn(z)) mit n ∈ N, z ∈ D
∏∞

n=1(1 + fn) heißt auf D [lokal] gleichmäßig konvergent genau dann, wenn (pn) auf D [lokal] gleichmäßig
konvergiert.

5.1 der Produktsatz von Weierstraß (I)

Sei zn eine Folge in C \ {0} mit der Eigenschaft |zn| 7→ ∞ für n 7→ ∞. Des weiteren sei (pn) eine Folge in
N0 so, dass

∑∞
n=1(R/|pn|)1+pn konvergiert für alle R > 0 (vergleiche 16.2). Dann konvergiert das Produkt∏∞

n=1 Epn
(z/zn) auf C lokal gleichmäßig. Für f(z) :=

∏∞
n=1 Epn

(z/zn) gilt:

1.) Es ist f ∈ H(C).

2.) Es gilt Z(f) = {z1, z2, . . .}.
3.) Kommt zj in (zn) kj-mal vor, so ist ordzj

(f) = kj .

Bemerkung:

Es gilt:

Epn

(
z

zn

)
=

(
1− z

zn

)
ϕn(z) mit ϕn(z) = exp

(
z

zn
+

1
2

(
z

zn

)2

+ . . . +
1
pn

(
z

zn

)pn
)

Im allgemeinen wir
∏∞

n=1(1 − z/zn) nicht konvergieren. Daher bezeichnet man die ϕn(z) auch als ”konver-
genzerzeugende“ Faktoren.

Beweis:

Sei R > 0. Wegen 15.3 ist nur zu zeigen, dass
∑∞

n=1 |1− Epn(z/zn)| (∗) auf UR(0) gleichmäßig konvergiert.
Es existiert ein n0 ∈ N mit der Eigenschaft |zn| ≥ 2R für alle n ≥ n0. Hieraus folgt R/|zn| ≤ 1/2 für alle
n ≥ n0. Sei z ∈ UR(0):

|z|
|zn| ≤

R

|zn| ≤
1
2
≤ 1∀n ≥ n0

Hieraus folgt mit 16.1:
∣∣∣∣1− Epn

(
z

zn

)∣∣∣∣ ≤
( |z|
|zn|

)1+pn

≤
(

R

|zn|
)1+pn

=: αn ∀n ≥ n0

Nach Voraussetzung ist die Reihe
∑∞

n=1 αn konvergent. Nach dem Konvergenzkriterium von Weierstraß ergibt
sich hieraus (∗). ¤

Beispiele:

1.) Wir suchen eine ganze Funktion, die Nullstellen in den natürlichen Zahlen aufweist. Also sei zn; = n ∈ N.
Hier kann pn = 1 gewählt werden, weil
∞∑

n=1

(
R

|zn|
)1+pn

=
∞∑

n=1

R2

n2

für alle R > 0 konvergiert. Dann gilt:

Epn

(
z

zn

)
=

(
1− z

n

)
exp

( z

n

)

Also gilt für

f(z) :=
∞∏

n=1

(
1− z

n

)
exp

( z

n

)

f ∈ H(C) und Z(f) = N.
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2.) Sei zn := n2 für n ∈ N.

Hier kann pn ≡ 0 gewählt werden, weil
∑∞

n=1(R/|zn|)1+pn =
∑∞

n=1 R/n2 für alle R > 0 konvergiert.
Dann ergibt sich:

Epn

(
z

zn

)
und f(z) :=

∞∏
n=1

(
1− z

n2

)

Dann ist f ∈ H(C) und die Nullstellenmenge ist gegeben durch Z(f) = {n2 : n ∈ N}.

Bemerkung:

Die ganzen Funktion f(z) sind natürlich nicht eindeutig bestimmt, da es eine gewisse Freiheit in der Wahl von
pn gibt.

5.2 Produktsatz von Weierstraß (II)

Sei (αn) eine Folge in C mit |αn| 7→ ∞ für n 7→ ∞ und αj 6= αk für j 6= k. Weiterhin sei (mn) eine Folge in N.
Dann existiert ein f ∈ H(C) mit der Eigenschaft Z(f) = {α1, α2, . . .} und ordαn

(f) = mn ∀ n ∈ N.

Beweis:

Sei A := {α1, α2, . . .}. Wir unterschieden zwei Fälle:

1.) Sei 0 /∈ A.

(zn) := (α1, . . . , α1︸ ︷︷ ︸
m1-mal

, (α2, . . . , α2︸ ︷︷ ︸
m2-mal

, α3, . . . , α3︸ ︷︷ ︸
m3-mal

, . . .)

Zu (zn) wähle (pn) wie in 16.3. Aus 16.3 ergibt sich, dass

f(z) :=
∞∏

n=1

Epn

(
z

zn

)

das Verlangte leistet.

2.) Es sei 0 ∈ A.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit gilt α1 = 0.

(zn) := (α2, . . . , α2︸ ︷︷ ︸
m2-mal

, α3, . . . , α3︸ ︷︷ ︸
m3-mal

, . . .)

Zu (zn) wähle (pn) wie in 16.3. Wegen 16.3 leistet

f(z) := zm1

∞∏
n=1

Epn

(
z

zn

)

das Gewünschte. ¤

5.3 Faktorisierungssatz von Weierstraß

Sei f ∈ H(C), k := ord0(f) ≥ 0 und es sei Z(f) \ {0} = {z1, z2, z3, . . .} abzählbar unendlich (insbesondere
|zn| 7→ ∞). Sei mj := ordzj (f) (j ∈ N) und jedes zj komme in (zn) genau mj-mal vor. Dann existiert eine
Folge (pn) in N0 und ein g ∈ H(C):

f(z) = zk exp(g(z))
∞∏

n=1

Epn

(
z

zn

)
∀ z ∈ C

Das Produkt konvergiert auf C lokal gleichmäßig.
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Beweis:

Zu (zn) wähle (pn) wie in 16.3.

P (z) :=
∞∏

n=1

Epn

(
z

zn

)

Nach 16.3 ist p ∈ H(C). Außerdem ist Z(p) = Z(f) \ {0} und ordzj
(P ) = ordzj

(f) ∀ j ∈ N. Setze:

G(z) :=
f(z)

zkP (z)

Dann ist G ∈ H(C) und Z(G) = ∅. C ist einfach zusammenhängend. Damit existiert ein g ∈ H(C) mit der
Eigenschaft G = exp(g) auf C. Dann ist f(z) = zk exp(g(z))P (z) ∀ z ∈ C. Also ist f1 = exp(g(z))f2. ¤

Sätzchen:

Seien f1, f2 ∈ H(C), Z(f1) = Z(f2), ordz0(f1) = ordz0(f2) für alle z0 ∈ Z(f1). Dann ist f1/f2 ∈ H(C).

Beweis:

Es gilt f1/f2 ∈ M(C). Die Menge der Pole von f1/f2 ist ⊆ Z(f2). Sei z0 ∈ Z(f1) = Z(f2). Dann gilt

f1(z) = (z − z0)mg1(z) und f2(z) = (z − z0)mg2(z)

wobei m = ordz0(f1) = ordz0(f2). Weiterhin ist g1, g2 ∈ H(C) und g1(z0) 6= 0 6= g2(z0).

f1(z)
f2(z)

=
g1(z)
g2(z)

Damit ist z0 eine hebbare Singularität von f1/f2. Also ist f1/f2 ∈ H(C) und Z(f1/f2) = ∅. Es existiert damit
g ∈ H(C) mit f1/f2 = exp(g). ¤

Satz 16.6:

Es gilt f ∈ M(C) genau dann, wenn Funktionen g und h ∈ H(C) existieren mit f = g/h mit h 6≡ 0.

Beweis:

1.) ”⇐“: Klar

2.) ”⇒“:

Wir setzen A gleich der Menge der Pole von f . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit gilt A 6= ∅. Für
jedes a ∈ A sei m(a) die Ordnung des Pols a von f . Es existiert eine Funktion h ∈ H(C) mit Z(h) = A
und orda(h) = m(a). Ist A endlich, so ist dies klar. Im Falle, dass A abzählbar unendlich ist, so folgt dies
aus 16.4. Sei a ∈ A. Dann gibt es ein r > 0 (r = r(a)) mit der Eigenschaft

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − a)n

︸ ︷︷ ︸
=:α(z)

+
m(a)∑
n=1

bn

(z − a)n
∀ z ∈ U̇r(a)

β(z) := (z − a)m(a)

m(a)∑
n=1

bn

(z − a)n

Dann ist α ∈ H(Ur(a)) und β ∈ H(C). Weiter gilt h(z) = (z − a)m(a)γ(z) mit γ ∈ H(C) und γ(a) 6= 0.

⇒ h(z)f(z) = (z − a)m(a)γ(z)α(z) + β(z)γ(z)

Hieraus resultiert, dass a eine hebbare Singularität von h·f ist. Da a ∈ A beliebig ist, gilt g := h·f ∈ H(C).
¤
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Satz 17.3:

Sei R > 0, f ∈ H(UR(0)), f(0) 6= 0 für 0 < r < R und Z(f) ∩ Ur(0) = {a1, . . . , an}. Dann gilt:

1
2π

2π∫

0

log |f(r exp(it))|dt = log |f(0)|+
n∑

k=1

log
(

r

|ak|
)

Beweis:

Wir führen zwei Mengen ein, nämlich A := {k ∈ {1, . . . , n} : |ak| < r} und B := {k ∈ {, . . . , n} : |ak| = r}.
Möglich ist A = ∅ oder B = ∅. Wir vereinbaren

∏
k∈∅ := 1, um uns eine Fallunterscheidung zu ersparen.

Definiere weiterhin h: UR(0) 7→ C durch

h(z) := f(z)
∏

k∈A

r2 − akz

r(ak − z)

∏

k∈B

ak

ak − z

Die Vereinbarung liefert, dass h ∈ H(UR(0)). Sei z0 ∈ Ur(0) und h(z0) = 0. Dann existiert ein k ∈ A, so
dass r2 − akz0 = 0 bzw. z0 = r2/ak ist. Somit ist |z0| = r2/|ak| > r, was ein Widerspruch ist. Also ist
Z(h) ∩ Ur(0) = ∅. Aus 17.2 folgt dann:

1
2π

2π∫

0

log |h(r exp(it))|dt = log |h(0)| (I)

Schauen wir uns nun |h(0)| an:

|h(0)| = |f(0)|
∏

k∈A

r

|ak| = |f(0)|
∏

k∈A

r

|ak| · 1 = |f(0)|
∏

k∈A

r

|ak|
∏

k∈B

r

|ak| = |f(0)|
n∏

k=1

r

|ak|
Somit folgt:

log |h(0)| = log |f(0)|+
n∑

k=1

log
(

r

|ak|
)

(II)

Wegen (I) und (II) ist zu zeigen:
2π∫

0

log |h(r exp(it))| dt =

2π∫

0

log |f(r exp(it))| dt

Sei z ∈ ∂Ur(0), also z = r exp(it). Für k ∈ A gilt (nachrechnen):
∣∣∣∣
r2 − akz

r(ak − z)

∣∣∣∣ = 1 (∗)

(Dies kann unter Verwendung von T (∂D) = ∂D mit T (z) = λ(z− a)/(1− az) (a ∈ D, |λ| = 1) gezeigt werden.)
Für k ∈ B ist |ak| = r, also ak = r exp(itk). Dann gilt:

|ak|
|ak − z| =

|ak|
|ak|

∣∣∣1− z
ak

∣∣∣
= |1− exp(i(t− tk))|−1

⇒ |h(r exp(it))| = |f(r exp(it))|
∏

k∈B

|1− exp(i(t− tk))|−1

⇒ log |h(r exp(it))| = log |f(r exp(it))| −
∑

k∈B

log |1− exp(i(t− tk))|

Durch Integration und 17.1 (3) resultiert die Formel von Jensen.
Zu guter letzt zeigen wir noch Formel (*):

r2 − akz

r(ak − z)
=

r
(
r − ak

z
r

)

r(ak − z)
=

r − ak
z
r

ak − z
=

1− ak

r · z
r

ak

r − z
r

=
1− bkw

bk − w
=

(
bk − w

1− bkw

)−1

mit bk := ak/r, w := z/r

Es gilt |bk| < 1 und |w| = 1.

T (w) :=
bk − w

1− bkw

ist ein Automorphimus von D, also T (∂D) = ∂D. Also gilt |bk − w|/|1− bkw| = 1. ¤
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Definition:

Sei R > 0 und f ∈ H(UR(0)). Für 0 < r < R sei M(r, f) := max|z|=r |f(z)| und n(r, f) die Anzahl der
Nullstellen von f in Ur(0) (gezählt mit Vielfachheiten!).

Bemerkungen:

1.) Aus dem Maximumprinzip folgt M(r, f) = max|z|≤r |f(z)|. Dann ist die Abbildung r 7→ M(r, f) wachsend
auf (0, R).

2.) Sei f ∈ H(C), also f ∈ H(UR(0)) für alle R > 0. Bemerkung (1) liefert dann, dass L := limr 7→∞M(r, f)
existiert und ∈ [0,∞) ∪ {∞}. Der Satz von Liouville zeigt, dass L < 0 ist genau dann. wenn f konstant
ist.

5.4 Ungleichung von Jensen

Es gelten dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in 17.3.

Satz 17.4:

Es besteht ein Zusammenhang zwischen den Wachstumseigenschaften, der Lage und Beträge der Nullstellen
der Funktion f :

|f(0)|
n(r,f)∏

k=1

r

|ak| ≤ M(r, f)∀ r ∈ (0, R)

Beweis:

Wir gehen aus von der Formel von Jensen:

log |f(0)|+
n(r,f)∑

k=1

log
(

r

|ak|
)

17.3=
1
2π

2π∫

0

log |f(r exp(it))|dt ≤ 1
2π

2π∫

0

log(M(r, f)) dt = log(M(r, f)) ¤

Lemma 17.5:

Sei (an) eine Folge in D \ {0}, es sei c > 0 ud es gelte
∏k

j=1 |aj | ≥ c ∀ k ∈ N. Dann ist
∑∞

n=1(1 − |an|)
konvergent.

Beweis:

Sei bj := 1 − |aj | > 0 (j ∈ N), sk := b1 + . . . + bk und pk :=
∏k

j=1 |aj | =
∏k

j=1(1 − bj) für k ∈ N. Es ist
p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ . . . ≥ c > 0. Es existiert damit ein p := limk 7→∞ pk mit pk ≥ p ≥ c > 0. Insbesondere ist p 6= 0.
Aus 15.2 ergibt sich 0 ≤ pk ≤ exp(−sk) für alle k ∈ N. Wir nehmen nun an, dass

∑∞
n=1(1− |ak|) divergent ist.

Dann gilt sk 7→ ∞ und somit exp(−sk) 7→ 0 und somit pk 7→ 0, also p = 0, was ein Widerspruch darstellt. ¤

Satz 17.6:

Sei f ∈ H(D) beschränkt und 6≡ 0. f habe in den abzählbar unendlich vielen Punkten a1, a2, . . . ∈ D Nullstellen
(gezählt mit Vielfachheiten). Dann ist

∑∞
n=1(1− |an|) konvergent.

Beispiel:

Sei an = 1−1/n, 1−|an| = 1/n. Es gilt also kein f 6≡ 0 ∈ H(D), welches beschränkt ist mit {a1, a2, . . .} ⊆ Z(f).

Beweis:

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit f(0) 6= 0. (Andernfalls betrachte g(z) := f(z)/zm mit m = ord0(f).)
Außerdem nehmen wir an, dass |a1| ≤ |a2| ≤ . . . ist. Da f beschränkt ist, gibt es ein γ > 0 mit M(r, f) ≤ γ
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5.4. UNGLEICHUNG VON JENSEN

für alle r ∈ (0, 1). Sei k ∈ N fest. Z(f) ist unendlich, womit ein r0 ∈ (0, 1) existiert mit n(r, f) > k. Sei r ≥ r0.
Dann ist n(r, f) ≥ n(r0, f). Setzen wir N := n(r, f), so resultiert unter Verwendung von 17.4:

|f(0)|
N∏

j=1

r

|aj | ≤ M(r, f) ≤ γ

N∏

j=1

r

|aj | =
k∏

j=1

r

|aj |
N∏

j=k+1

r

|aj |
︸ ︷︷ ︸

≥1

≥
k∏

j=1

r

|aj | ⇒ |f(0)|
k∏

j=1

r

|aj | ≤ |f(0)|
N∏

j=1

r

|aj | ≤ γ

⇒ |f(0)|rk
( k∏

j=1

|aj |
)−1

≤ γ
r 7→1⇒ |f(0)|

( k∏

j=1

|aj |
)−1

≤ γ ⇒
k∏

j=1

|aj | ≥ |f(0)|
γ

=: c

Aus 17.5 folgt die Behauptung. ¤

Satz 17.7:

Sei (an) eine Folge in D \ {0} und
∑∞

n=1(1− |an|) konvergent. Wir definieren das sogenannte Blaschkeprodukt
durch:

B(z) :=
∞∏

n=1

an − z

1− anz
· |an|

an

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

1.) Das Produkt konvergiert auf D lokal gleichmäßig.

2.) B ∈ H(D)

3.) Z(B) = {a1, a2, a3, . . .}
Kommt darüber hinaus aj in (an) mj-mal vor, so ist ordaj (B) = mj .

4.) Es gilt |B(z)| ≤ 1 für alle z ∈ D.

Beweis:

Wir definieren:

fn(z) :=
an − z

1− anz
· |an|

an

Es gilt fn ∈ Aut(D). Sei 0 < r < 1 und z ∈ Ur(0). Durch Nachrechnen folgt:

|1− fn(z)| ≤ 1 + r

1− r
(1− |an|)∀n ∈ N

Das Majorantenkriterium liefert, dass
∑∞

n=1 |1−fn| auf Ur(0) gleichmäßig konvergiert. 0 < r < 1 war beliebig,
was bedeutet, dass

∑∞
n=1 |1 − fn| auf D lokal gleichmäßig konvergiert. Aus 15.3 folgen jetzt (1), (2) und (3).

Punkt (4) ergibt sich daraus, dass |fn(z)| ≤ 1 ∀ n ∈ N und ∀ z ∈ D. Deshalb gilt |B(z)| ≤ 1 ∀ z ∈ D. ¤
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Kapitel 6

Elliptische Funktionen

In diesem Paragraphen seien ω1, ω2 ∈ C \ {0} linear unabhängig über R und Ω := Zω1 + Zω2. Eine Funktion
f ∈ M(C) heißt bezüglich Ω elliptisch genau dann, wenn Ω ⊆ Ω(f). In diesem Falle schreibt man f ∈ K(Ω).
Beachte: Konstante Funktionen sind elliptisch.
Zu Ω und u ∈ C definiert man das halboffene Periodenparallelogramm Pu durch Pu := Pu(Ω) := {u+α1ω1 +
α2ω2: α1, α2 ∈ [0, 1)}.

Im folgenden sei stets f ∈ K(Ω), A die Menge der Pole von f und N die Menge der Nullstellen von f . Beachte:

1.) Kennt man f auf einem Pn, so kennt man f auf C.

2.) A ∩ Pu und N ∩ Pu sind endliche Mengen, falls f 6≡ 0.

Als Übung kann gezeigt werden, dass u ∈ C so gewählt werden kann, dass A ∩ ∂Pu = ∅ = N ∩ ∂Pu.

6.1 Erster Satz von Liouville

Satz 19.1:

Ist f ∈ K(Ω) und f ∈ H(C), so ist f konstant.

Beweis:

P0 ist kompakt, womit f auf P0 beschränkt ist. Also ist f auf C beschränkt. Aus dem klassischen Satz von
Liouville folgt die Behauptung. ¤

6.2 Zweiter Satz von Liouville

Satz 19.2:

Sei u ∈ C. Dann gilt:
∑

a∈A∩Pu

Res(f ; a) = 0
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Beweis:

Obige Summe ist unabhängig von der Wahl von u. Daher nehmen wir an, dass A ∩ ∂Pu = ∅.

γ1, γ2, γ3 und γ4 seien wie im Bild und γ := γ1⊕ γ2⊕ γ3⊕ γ4. Dann ist Sp(γ) = ∂Pu. Nach dem Residuensatz
gilt:

1
2πi

∫

γ

f(z) dz =
∑

a∈A∩Pn

n(γ, a)Res(f ; a)

Also ist zu zeigen, dass
∫

γ

f(z) dz = 0

gilt. Da ω1 ∈ Ω(f) ist, gilt:
∫

γ1

f(z) dz =
∫

γ−3

f(z) dz = −
∫

γ3

f(z) dz ⇒
∫

γ1

f(z) dz +
∫

γ3

f(z) dz = 0

Da auch ω2 ∈ Ω(f) ist, gilt analog:
∫

γ2

f(z) dz +
∫

γ4

f(z) dz = 0

Daraus erhalten wir schließlich:

∫

γ

f(z) dz =
4∑

j=1

∫

γj

f(z) dz = 0 ¤

Definition:

ord(f) sei die Anzahl der Pole von f in einem Pu (gezählt mit Vielfachheiten) heißt die Ordnung von f .

Folgerung 19.3:

Ist f nicht konstant, so ist ord(f) ≥ 2.

Beweis:

Wir nehmen an, dass ord(f) = 1 ist. f hat in Pu einen Pol b0 der Ordnung 1. Es existiert damit ein ε > 0 mit
U̇ε(b0) ⊆ C \A. Dann gilt die Laurententwicklung von f um die Polstelle b0:

f(z) =
α

z − b0
+

∞∑
n=0

an(z − b0)n ∀ z ∈ U̇ε(z0)

Dann ist α = Res(f ; b0) = 0 wegen Satz 19.2. Also besitzt f in b0 eine hebbare Singularität und ist ∈ H(C).
Nach Satz 19.1 ist f konstant, was ein Widerspruch darstellt! ¤

Lemma 19.4:

f ′ und f ′/f sind ∈ K(Ω).
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Beweis:

Es ist klar, dass f ′ und f ′/f ∈ M(C) sind. Sei ω ∈ Ω ⊆ Ω(f). Für h 6= 0 betrachten wir:

f(z + ω + h)− f(z + ω)
h

=
f(z + h)− f(z)

h

h7→0−−−→ f ′(z + ω) = f ′(z)

Also ist ω ∈ Ω(f ′) und somit Ω ⊆ Ω(f ′) und hieraus folgt f ∈ K(Ω).

f ′(z + ω)
f(z + ω)

=
f ′(z)
f(z)

Damit gilt ω ∈ Ω(f ′/f), also Ω ⊆ Ω(f ′/f) und schließlich f ′/f ∈ K(Ω). ¤

6.3 Dritter Satz von Liouville

Satz 19.5:

f sei nicht konstant. Des weiteren seien a1, . . ., an die Nullstellen von f in Pu und b1, . . ., bp seien die Pole
von f in Pu (jeweils gezählt mit Vielfachheiten). Dann gilt n = p.

Beweis:

Es ist g(z) = f ′(z)/f(z). Nach 19.4 gilt g ∈ K(Ω). γ sei wie im Beweis von 19.2 und es gelte A∩∂Pu = ∅. Satz
19.2 liefert:

0 =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz
Argumentenprinzip

=
n∑

j=1

n(γ, aj)−
p∑

j=1

n(γ, bj) = n− p wegen n(γ, aj) = n(γ, bj) = 1 ¤

Lemma 19.6:

Sei u ∈ C und A ∩ ∂Pu = ∅ = N ∩ ∂Pu. γ sei wie im Beweis von 19.2. Dann gilt:

1
2πi

∫

γ

z
f ′(z)
f(z)

dz ∈ Ω = Zω1 + Zω2

Beweis:

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei u = 0.

Wir betrachten γ1(t) = tω2 und γ−3 (t) = ω1 + tω2. Es sei weiterhin Γ(t) := f(γ(t)) mit t ∈ [0, 1].

Γ(0) = f(γ1(0))− f(0) = f(ω2) = f(γ1(1)) = Γ(1)

Γ ist abgeschlossen. Aus N ∩ ∂Pu = ∅ ergibt sich 0 /∈ Sp(Γ).

−
∫

γ3

zf ′(z)
f(z)

dz =
∫

γ−3

zf ′(z)
f(z)

dz =

1∫

0

(ω1 + tω2)
f ′(ω1 + tω2)
f(ω1 + tω3)

ω2 dt
19.4=

1∫

0

(ω1 + tω2)
f ′(tω2)
f(tω2)

ω2 dt =

= ω1

1∫

0

f ′(tω2)
f(tω2)

ω2 dt +

1∫

0

tω2
f ′(tω2)
f(tω2)

ω2 dt = ω1

1∫

0

f ′(γ(t))
f(γ1(t))

γ′1(t) dt +
∫

γ1

zf ′(z)
f(z)

dz =

= ω1

∫

Γ

1
z

dz +
∫

γ1

zf ′(z)
f(z)

dz = ω1n(Γ, 0) · 2πi +
∫

γ1

zf ′(z)
f(z)

dz
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Hieraus folgt weiter:
∫

γ1

zf ′(z)
f(z)

dz +
∫

γ3

zf ′(z)
f(z)

dz = −ω12πin(Γ, 0) ∈ Z(ω12πi)

⇒ 1
2πi

∫

γ1

zf ′(z)
f(z)

dz +
1

2πi

∫

γ3

zf ′(z)
f(z)

dz ∈ Zω1

Analog kann man zeigen:

1
2πi

∫

γ2

zf ′(z)
f(z)

dz +
1

2πi

∫

γ4

zf ′(z)
f(z)

dz ∈ Zω2

Durch Addition resultiert die Behauptung. ¤

6.4 Vierter Satz von Liouville

Satz 19.7:

Es gelten dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in 19.5. Dann gilt:

n∑

j=1

aj −
n∑

j=1

bj ∈ Ω

Beweis:

Mit Hilfe des Argumentenprinzips gilt:

1
2πi

∫

γ

zf ′(z)
f(z)

dz

︸ ︷︷ ︸
∈Ω nach 19.6

=
n∑

j=1

aj n(γ, aj)︸ ︷︷ ︸
=1

−
n∑

j=1

bj n(γ, aj)︸ ︷︷ ︸
=1

¤
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