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Kapitel 1

Singulare und regulire Punkte von
Potenzreihen

Definition:

Sei 2o € C, 7 >0 und f € H(U,(20)).

1.) B € OUi(z) heifit ein regulidrer Punkt von f genau dann, wenn ein r; > 0 und g € H(U,, (5))
existiert, so dass g = f auf U,(z0) N Uy, (6). (Das bedeutet, dass sich f in § hinein holomorph fortsetzen

lisst.)
N

In diesem Fall ist jeder Punkt in U, (zo) N Uy, (B) wieder ein reguldrer Punkt von f.

2.) a € 9U,(zp) heifit ein singulirer Punkt von f genau dann, wenn « kein regulirer Punkt von f ist.
(Dann ldsst sich f in « hinein nicht holomorph fortsetzen.)

3.) Ist jeder Punkt von 0U,(zg) singuldrer Punkt von f, so heifit U, (%) die natiirliche Grenze von f.

Beispiele:

1.) Wir betrachten die geometrische Reihe:
f(z):z,z" (z0=0,7r=1)

Fiir |z] <1 gilt f(2) =1/(1 — 2).

a =1 ist ein singuldrer Punkt von f. Jedes 8 € 9D\ {1} ist ein reguldrer Punkt von f.

2. i 2™
n=0

Diese Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1 (z9 = 0, = 1). Behauptung: JD ist die natiirliche Grenze
von f. Zum Beweis betrachten wir 8 € 9D und nehmen an, dass (3 ein reguldrer Punkt von f ist.



KAPITEL 1. SINGULARE UND REGULARE PUNKTE VON POTENZREIHEN

Es existiert ein Bogen I' C 0D mit der Eigenschaft, dass jedes z € T reguldrer Punkt ist von f. Q liegt
dicht in R und damit existiert ein Punkt z* € ' mit der Eigenschaft z* = exp(27ip/q) mit p, ¢ € N. Sei
0 <p<1und z; := pz*.

q—1 00 q—1 00 q—1 00
TOFS SELED SELED SELRD SR CL LI I SELNS 9P
n=0 n=q n=0 n=q q n=0 n=q
=1
Mit der Dreiecksungleichung gilt:
00 qg—1 0o qg—1
FEI =Y 0" = ™ =D 0" =D o
n=q n=0 n=q n=0
Sei m € N und m > 2¢q. Dann ist:
m qg—1
IOIED A Yrs
n=q n=0
Mit
m o<1 m q—1
Yootz Y oM =0™(m—g+1)und Y 0" <gq
n=q n=q n=0

ergibt sich weiter:
[F(2)| = @™ (m—q+1) —qalso |f(ez")| = ™ (m—q+1) —qV¥o € (0,1)

Da z* ein reguldrer Punkt von f ist, existiert ein L := lim, .1 |f(0z*)| und ist € R. Somit ist L >
m—q+1—q=—2q¢+ 1. m > 2q war beliebig. Also muss L = oo sein, was ein Widerspruch darstellt. [
In obigem Beispiel war 9D die natiirliche Grenze von f. Das ist kein Zufalll >~ 2™ hat , Liicken“:

o0
ZZ”I:Z+Z+Z2+O~z3+0~z4+0~25+26+0~z7+...+0~z23+z24+...
n=0

1.1 Liickensatz von Fabri

Sei (ny) eine Teilfolge von (n)nen. (ax) sei eine Folge in C\ {0} und f(z) = > 7. arz™ habe den Konver-
genzradius 1. Weiter gelte ny /k — oo fiir k — oco. Dann ist 9D die natiirliche Grenze von f.
Beispiel:

1.) Wir betrachten wir unsere Reihe aus dem vorherigen Beispiel:

Zook:ozk!, ni = k!, % =(k—1)!— oo fiir k — oo

oo
2.) Zzzk, ny =28 ny/k = 2%k — oo fiir k —
k=0
Satz 3.2:
Seizg € C,r >0, f € H(Uy,(20)) und f(z) = >, an(z — z0)™ habe den Konvergenzradius r. Dann hat f auf
U, (z9) mindestens einen singuléren Punkt.
Beweis:

Sei ohne Beschréankung der Allgemeinheit zop = 0 und r = 1. Wir nehmen an, dass jeder Punkt auf 0D ein
reguldrer Punkt von f ist. dD ist kompakt. Damit existieren offene Kreisscheiben Dy, . .., D,, mit Mittelpunkten
auf 0D und g; € H(D;) mit g; = faufDND; (k=1,...,n)und 0D C Dy U...U D,.



1.2. SATZ VON PRINGSHEIM

G:=DUD;U...UD, ist ein Gebiet mit D C G. Also
existiert ein € > 0 mit Uy4.(0) C G. Definiere h: G — C durch:

| fl») fur zeD
h(z) = { gj(z) fir ze Dj fiirein j

h ist wohldefiniert: Sei z € D; N Dy (j # k) und Vi, := D; N Dy ND. Es ist g; = f = gi auf V. Der

Identitéitssatz liefert g; = gx auf D; N Dy, also g;(z) = gx(2). Es ist klar, dass g € H(G) ist. Damit machen
wir eine Potenzreihenentwicklung von A um 0:

S
n=0
Diese Entwicklung hat einen Konvergenzradius > 1+ ¢ > 1. Es ist h = f auf D. Nach dem Identitétssatz

folgt a,, = b, fir alle n € Ny. Damit hat ZZOZO anz" einen Konvergenzradius > 1 = r, was ein Widerspruch
darstellt. 0

1.2 Satz von Pringsheim

Es sel f(2) = Y..° yanz" (z € D); die Potenzreihe habe den Konvergenzradius 1 und a,, > 0 fiir alle n € N.
Dann ist 1 ein singuldrer Punkt von f.

Beweis:

Nach 3.2 existiert ein zg € ID. zg ist ein singuldrer Punkt von f.
20

21

Sei 0 < ¢ < 1 beliebig, aber zunéchst fest und z; := pzy. Fiir v € Ny gilt:

Z oo
o z1|—‘z nn—1)...(n—v+1)a,z"" s > n(n (n—v+Dan 21" = f™(0) = | ™ (o))
n=v :Qn’7V

Hieraus folgt:

fim sup <|f I/F )|)1 < lim sup ('Jc(n)(gﬂ)i

[Zdaude el V00 V!

=« =8



KAPITEL 1. SINGULARE UND REGULARE PUNKTE VON POTENZREIHEN

Also ist a@ < 3. Schauen wir uns nun die Potenzreihenentwicklung von f um z; an:

< £ (5,
fe =S Ly
v=0 !

v

Diese Entwicklung hat den Konvergenzradius 1/a. zy ist singuldrer Punkt von f und damit ist 1/ =1 — o.
Kommen wir nun zur Potenzreihenentwicklung von f um g

> r£v)
f =3 100 gy (+)

vl
v=0

welche den Konvergenzradius 1/3 hat. Aus o < 3 folgt 1/8 < 1/a und somit 1/8 < 1 — p. Nach Funktionen-
theorie I hat die Entwicklung in (%) den Konvergenzradius > 1 — p. Somit ist 1/8>1—p, also 1/ =1 — p.
Fazit: Fiir jedes g € (0,1) hat die Entwicklung um (x) den Kovergenzradius 1 — p.

A

Wir nehmen an, dass 1 ein regulidrer Punkt von f ist. Damit existiert ein r» > 0 und ein g € H(U,-(1)) mit
g= fauf DNU,(1). Sei zp € C, so dass |z9| =1 und |29 — 1| = r. Wéhle p € (0,1) so, dass |z — o] > 1 — o.
Nach Funktionentheorie I hat die Entwicklung in (*) mindestens den Konvergenzradius > |z9 — ¢ > 1 — g. Das
ist ein Widerspruch. O

1.3 Schwarzsches Spiegelungsprinzip

Sei G = G*, G4+, G_ und G wie oben. Es sei weiter f € C(G4+ U Gy), f € H(G4) und f(x) € R fiir alle
x € Gy. Definiert man ¢g: G +— C durch

| fl») fir zeGLUG
9(2) '_{f(z) fir seC
so ist g € H(G).

Beweis:

Es ist klar, dass g € H(G ). Aus Satz 5.1 folgt g € H(G_) (G4* = G_). Als Ubung kann gezeigt werden, dass
g € C(G) ist. Sei zg € Go. Nach Satz 5.2 existiert ein abgeschlossenes Rechteck R mit o € R® und R C G.
< R

-~

\
Y| A
R, "

Ry ={z€R:Im(z) >0} und Ry :={z € R: Im(z) <0}

v, 1 und 7y, seien stiickweise glatte Wege mit Tr(y) = dR und Tr(vy,;) = OR; fiir j = 1, 2. Definiert man h:
C\ Tr(v) — C durch

h(z) := %/de

Tl w—z
Y



1.3. SCHWARZSCHES SPIEGELUNGSPRINZIP

Nach Satz 9.5 oder Satz 2.6 aus Funktionentheorie I folgt h € H(C\ Tr(v)). Insbesondere ist h € H(G\ Tr(y)).
Es gilt:

0 = g [ 2% qwt o [ gt ¢ o) UTG) (9

Sei zg € RY und Im(zg) > 0. Sei auBerdem ¢ > 0 so klein, dass zg € R?, wobei R. := {z € Ry : Im(z) > ¢} und
R::={Z:z € R.}. 7. und 7 seien stiickweise glatte Wege mit Tr(.) = OR. und Tr(y¥) = OR?.

R
Y ° 2 A fy;
al | >
Zo Go
A R* A Ve
€

Nach der Cauchyschen Integralformel gilt:

9(z0) = L/de

2mi ) w— 2o
’Y€

und nach dem Cauchyschen Integralsatz:
1
L / )P
2mi ) w— 2z
Ve
Ubung: Fiir € — 0 folgt:

1 1
9(20) = 7/ g(w) dw und —/ 9(w) dw =0
2mi ) w— 2 2mi ) w— 2

71 Y2

Aus (x) folgt g(20) = h(z0). Also ist g = h auf R°N {z € C : Im(z) > 0} und g, h stetig. Daraus folgt g = h
auf RN {z € C:Im(z) > 0}. Ist 29 € R und Im(zg) < 0, so folgt analog g = h auf R° N {z € C : Im(z) < 0}.
Fazit: Es gilt g = h auf R°, h € H(R®). Daraus folgt g € H(R") und damit ist g in 2y komplex differenzierbar.
O



KAPITEL 1.

SINGULARE UND REGULARE PUNKTE VON POTENZREIHEN
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Kapitel 2

Der Satz von Bloch

Lemma 6.1:

Sei f € H(D) beschrinkt, M := sup,cp |f(2)[, f(0) = 0und f'(0) = 1. Dann ist M > 1 und Uy ;6ar)(0) € f(ID).

Beweis:

Es sei

o0
= g anz"
n=0

mit z € D. Aus f(0) = 0 und f/(0) = 1 folgt ap = 0 und a; = 1. Sei r € (0, 1). Die Cauchyschen Abschiitzungen
liefern |a,| < M/r™ fiir alle n € N. Fiir r — 1 gilt |a,| < M fiir allen € N. Firn=1ist M > 1. Sei z € C
und |z| = 1/(4M) (< 1/4), also z € D.

oo oo
2)| = ‘Z anz”‘ > |z|—‘Zanz" >
n=1 n=2

Also ist |f(z)| > 1/(6M) fiir z € D mit |z| = 1/(4M). Sei w € Uy6nr)(0). Wir definieren eine Hilfsfunktion
g(2) := f(z) —w. Fir z € D mit |2| = 1/(4M) gilt:

- n s v n RV > = M| — =—— 2
n;‘a "= 1 ;a<4M> ~AM 2 (4M> AM 16M —4

n=2

1(2) = 9(2)| = Jwl < g7 < [f(2)]

Aus f(0) = 0 folgt mit dem Satz von Rouche, dass g in Uy /(417)(0) mindestens eine Nullstelle 2o hat. Dann ist

zo € Dund w = f(z0) € f(D). O

Folgerung 6.2:

Sei R > 0, f € H(Ugr(0)), f sei auf Ugr(0) beschrinkt, M := sup,|.g|f(2)| und es sei f(0) = 0 und
= |f(0)] > 0. Mit r := R*u?/(6M) gilt U,.(0) C f(Ug(0)).

Beweis:

g(t) == #(O)f(RZ) mit z € D

Wende 6.1 auf g an. O

Lemma 6.3:

Sei G C C ein komplexes Gebiet, a € G, f € H(G) und es gelte |f'(z) — f'(a)| < |f'(a)| V z € G. Dann ist f
auf G injektiv.

11



KAPITEL 2. DER SATZ VON BLOCH

Beweis:

Seien z1, 2z € G mit 21 # 29 und Y(t) := 21 + (22 — z1) (¢ € [0, 1]) die Verbindungsstrecke dieser zwei Punkte.
Daraus, dass G konvex ist, folgt Tr(y) C G. Dann betrachten wir:

f(z2) — f(z1) = /f’(z) dz = /(f’(z) — f'(a))dz +/f’(a) dz =1 + I,

1
2l = | [ £@)e = 20 dt] = £ @) - )

il < (g 19G) = £@]) ) < 1£(@)z2 = 2] = |fa] nach Voranssetsune
zE Y

Also gilt |I1] < |I2|. Somit gilt

|f(z2) = f(z1)| = [I1 + L2| > |Ia] — [I1] > O

und damit f(z1) # f(22), was die Injektivitét von f liefert. O

12



Kapitel 3
Der ,.kleine* Satz von Picard

Hilfssatz:

1.) Fiir z > 1 sei () := log(v/z + 1+ /x) —log(v/z + v/ — 1). Dann ist ¢ auf [1, c0) fallend. Insbesondere
gilt (1) =log(1 +v2) > p(z) V x > 1.

2.) Es sei R ein achsenparalleles Rechteck in C mit Breite < 1 und der Hshe < V3. Ist zo € R, so existiert
ein Eckpunkt a von R mit a € U,.(2p).

<3

<1

Beweis:
1.) Ubung! (¢’ <0 auf (1,00))
2.) Es existiert ein Eckpunkt a von R mit |Re(a — zp)| < 1/2 und |[Im(a — 29)| < v/3/2. Dann gilt:

1 1 3\2
o sl a2+ =] < (24 2)

4 4
Damit ist a € Uy (20). O
. .
. .

Lemma 7.1:

Sei G C C ein Gebiet, f, g € H(G), 1 ¢ f(G) und es gelte f = — exp(im cosh(2g)) auf G.
1.) g(G) enthélt keine offene Kreisscheibe mit Radius 1.
2.) Ist G = C, so sind f und g konstant.

Beweis:

1.) Sei A :={£log(v/n++/n—1)+in/2m: n € Nund m € Z}. Wir nehmen an, dass ANg(G) # Fist. Also
existiert ein zg € G, n € N und m € Z mit:

g(z0) = £log (vVn+vVn—1) + %Tm

13



KAPITEL 3. DER ,KLEINE®“ SATZ VON PICARD

Nachrechnen:

f(20) = —exp [im cosh(2g(20))] = 1

Dies ist ein Widerspruch zu 1 ¢ f(G). Also ist AN g(G) = @. Die Punkte in A bilden die Eckpunkte
eines Rechteckgitters in C.

i
—n=1: gmmitmGZ

fn:Q::I:log(1+\/§)+%Tmmitm€Z

Wir Betrachten ein solches Rechteck mit der Hohe h = 7/2 < v/3 und der Breite b = log(v/n + 1+ /n) —

HS
log(y/n++/n — 1) = ¢(n). ¢ sei wie im obigen HS. Also ist b = p(n) < (1) = log(1+/2) < log(e) = 1.
Sei zyp € C. Aus HS (2) folgt, dass ein a € A existiert mit a € Uy(zp). Hieraus folgt ANU;(z0) # . Aus
ANg(G) = ergibt sich Uy(20) € g(G). O

2.) Das folgt aus (1) und Satz 6.5 (2).

Erinnerung:

Sei G C C ein Gebiet. G ist einfach zusammenhéngend genau dann, wenn fiir alle f € H(G) mit Z(f) = @ ein
g € H(G) existiert mit exp(g) = f auf G. Dies ist dquivalent dazu, dass fiir alle f € H(G) und Z(f) = & ein
g € H(G) existiert mit g2 = f auf G.

Lemma 7.2:

Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, f € H(G) und es sei 0, 1 ¢ f(G). Dann existiert ein
g € H(G) mit der Eigenschaft f = — exp(ir cosh(2g)) auf G.

Beweis:

Nach Voraussetzung ist 0 ¢ f(G) und damit Z(f) = @. G ist einfach zusammenhingend, womit es eine
Funktion h € H(G) gibt mit der Eigenschaft f = exp(h) auf G. Sei F' := 1/(27i)h. Ist 1 ¢ f(QG), so ist
Z(h) = @ und damit Z(F) = @. Also existiert ein W; € H(G) mit W2 = F auf G. Es ist Z(F — 1) = 2.
(Andernfalls existiert ein zg € G mit F(z9) = 1. Damit wire h(zg) = 271 und f(z) = 1, was ein Widerspruch
darstellt.) Also existiert ein Wy € H(G) mit W = F —1 auf G. Sei weiterhin H := W, —W,. Esist Z(H) = @.
(Andernfalls existiert ein zp € G' mit W2 (z0) = W2(zo). Also wiire F(z9) = F(29) — 1 (0 = —1), was auch ein
Widerspruch ist.) Somit gibt es ein g € H(G) mit exp(g) = H auf G. Wir betrachten auf G die Funktion

1 1 1 1?2
cosh(2g) +1 = §(exp(2g) +exp(—29)) +1= §(exp(g) +exp(—g))* = 3 (H + H) =
1 1 S | Wy + Wy \ 2
——(w, -t —— ) == (W W+ —= "2 =
2( 1 2+W1W2) 2( 1 2+W12—W22

1 1
=5 (Wi—Wo+ Wi+ Wy)? = 5(2W1)2 =2F

Also gilt h = ir - 2F = ir(cosh(2g) + 1) = imcosh(2g) + im. Hieraus folgt f = exp(imcosh(2g))exp(ir) =
— exp(im cosh(2g)). O

14



3.1. DER ,,KLEINE*“ SATZ VON PICARD

3.1 Der ,kleine*“ Satz von Picard

Es sei f € H(C). Es seien a, b€ C, a # b und a, b ¢ f(C). Dann ist f konstant.

Beweis:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei a = 0, b = 1. (Andernfalls betrachte (b — a)~1(f — a).) Sei g wie in
7.2. Nach Satz 7.1 ist f konstant. ]
Ist also f € H(C), so gibt es drei Moglichkeiten:

L) f(€©)=C
2.) f(C)=C\ {c} (c € C geeignet)

3.) f ist konstant.

Beispiele:
1.) f(z) =exp(z) mit f(C=C\ {0}.
2.) Ist p ein nichtkonstantes Polynom, f € H(C) und g := pexp(f). In Kapitel 8 werden wir sehen, dass
g(C) = C ist.
Erinnerung:

Sei D C C offen, 2o € D, f € H(D \ {20}) und f habe in zy einen Pol der Ordnung m. Dann hat 1/f in
zo eine hebbare Singularitét. Kurz: Es existiert ein § > 0 mit 1/f € H(Us(z0)). (1/f hat in zy eine m-fache
Nullstelle.) Es sei f € M(). (Das heifit, es existiert eine diskrete Teilmenge A C C mit f € H(C\ A) und jedes
a € A ist ein Pol von f.)

3.2 ,Kleiner*“ Satz von Picard fiir meromorphe Funktionen

Satz 7.4:

Sei f € M(C) und seien a, b, ¢ € C paarweise verschieden. Aufierdem nehme f die Werte a, b, ¢ nicht an. Dann
ist f konstant.

Beispiel:

Wir betrachten f(z) = 1/(1 + exp(z)). Hier gilt A = {(2k + 1)7i : k € Z}. Jedes a € A ist ein einfacher Pol
von f. Klar ist, dass 0, 1 ¢ f(C\ A). Sei w € C mit 0 # w # 1.

1 1
Dann ist f(C\ A) =C\ {0, 1}.
Beweis:
Aus f € M(C) folgt f —a € M(C). Aus Z(f — a) = @ folgt, dass g := 1/(f — a) € H(C) ist. Damit sind
1/(b — a) sowie 1/(c — a) ¢ g(C). Nach Satz 7.3 folgt, dass g konstant ist. Also ist auch f konstant. O

Satz von Casarotti-Weierstra3 (FTH I):

Sei D C C offen, z9 € D, f € H(D \ {20}) und f habe in zy eine wesentliche Singularitit. Weiter sei § > 0
so, dass Us(zo) € D ist. Dann gilt f(Us(zp)) = C. (Das bedeutet, dass sich jede komplexe Zahl aus Punkten

dieser Menge ansteuern lésst.)

3.3 ,,Grofler* Satz von Picard

Es gilt f(Us(20)) = C oder f(Us(z)) = C\ {0} (mit geeignetem ¢ € C).

Im folgenden sei @ # A C G und A sei diskret in G. (Dies bedeutet, dass A in G keine Haufungspunkte hat.)
Dann ist G \ A ein Gebiet.

15



KAPITEL 3. DER ,KLEINE®“ SATZ VON PICARD

Definition:

Sei Aut4(G) :={f € Aut(G) : f(A) = A}.

Beispiele:
1.) Sei G = C, A := {0}. Ist f € Auts(C), so folgt hieraus f € Aut(C) und f(0) = 0. Nach Satz 10.4
existiert ein @ € C*, ndmlich f(z) = az. Also ist Auts(C) = {z— az:a € C*}.

2.) Sei G =D, A := {0}.
feAuta(D) & f € Aut(D) und £(0) =0 AP I\ € 9D mit £(2) = A=

3.) Sei G =D, A:={0,1/2}. Aus f € Auta(D) folgt, dass f € Aut(D) und f(A4) = A. Wegen 10.1 (1)
existiert ein A € OD und a € D mit

1) :)\12—_612
a.) Fall 1: f(0)=0, f(1/2)=1/2
Dann ist f = idp:
b.) Fall 2: f(0) =1/2, f(1/2) =0

1 i-a 22— 1
5_)\(_@’0_)\1_5% :>f(z)_ 2 _9
Also gilt:
. 2z —1
AutA(]D) = {ld][), =9 }

4.) Ist f € Auta(G) und f(A) = A. Dann folgt f(G\ A) =G\ A und figp\a € Aut(G \ A).

Definition:

Sei is00G := {a € dG : Fe > 0: U.(a) N G = &} (isolierte Randpunkte von G).

Beispiele:

1.) Fiir die offene Kreisscheibe gilt isodD = @ (ID # @)

2.) isodD* = {0}

Der Nullpunkt ist nicht in D* enthalten, ist in diesem Falle ein isolierter Randpunkt.

3.) is00C* = 9C* = {0}

Satz 10.6:
Sei g € H(GQ), g(G\ A) C G. Es sei weiterhin g injektiv auf G\ 4, a € A und g(A) € JG. Dann ist g(a) € is0dG.

16



3.3. ,,GROSSER“ SATZ VON PICARD

Beweis:

Es existiert ein § > 0 mit Us(a) € G und Us(a) € G\ A. g ist injektiv auf Us(a) und nach 10.3 ist g injektiv
auf Us(a). g(Us(a)) ist offen, g(a) € g(Us(a)). Damit gibt es ein € > 0 mit U:(g(a)) C g(Us(a)). Dann lisst
sich folgendes aussagen:

U:(9(a)) € 9(Us(a)) \ {g(a)} = 9(Us(a)) € g(G\ A) € G = U:(g(a)) N 9G = &

Damit ist g(a) € iso0G. O

Satz 10.7:
Sei G beschrénkt und isodG = @. Dann ist Aut(G \ A) = {g|e\a : g € Auta(G)}.

Beweis:
1.) ,,O“: siehe obiges Beispiel (4)

2.) ,C“ Sei f € Aut(G\ A). Dann ist die Umkehrabbildung f~! ebenfalls € Aut(G\ A). Somit gilt f(G\A) =
G\ A= f"Y(G\A) CG. Also sind f und f~! auf G\ A beschriinkt. Sei a € A: Dann ist a eine isolierte
Singularitit von f und f~!. Der Riemannsche Hebbarkeitssatz liefert, dass a eine hebbare Singularitit
von f und f~! ist. Wir kénnen also sowohl f als auch f~! holomorph in den Punkt a fortsetzen. Damit
existieren g, h € H(G), so dass f = g|g\a und f~! = h|g\a. Esist g(G\ A) = f(G\ A) = G\ A C G. Sei
a € A. Dann existiert eine Folge (2,,) in G\ A mit 2, — a. Dann ist g(a) = lim g(z,) € G \ A = G. Fazit:
Es gilt auf jeden Fall g(G) C G. Annahme: Es existiert ein a € A mit der Eigenschaft, dass g(A) ¢ G ist.
Damit folgt g(a) € OG. Nach 10.6 ist g(a) € is00G, was ein Widerspruch zur Voraussetzung darstellt.
Also ist g(G) C G. Analog ist ersichtlich, dass h(G) C G ist. Dann sind g o h und h o g wohldefiniert. Sei
2o € G. Dann existiert eine Folge (z,,) in G \ A mit der Eigenschaft z,, — zo. Unter dieser Bedingung ist

(goh)(zn) = g(h(zn)) = g(f " (zn)) = F(f " (zn)) =20 = ... = (h o g)(2n)

=== (goh)(20) =ida(20) = (hog)(20) = goh=idg = hog

So ist g € Aut(G) und g~ = h. Aus g(G \ A) = G\ A folgt g(A) = A, da g bijektiv ist. Also ist
g € Aut4(G). O

Satz 10.8:

f e Aut(D*) < IX € ID mit f(z) = Az

Beweis:
1.) ,,<“: erledigt
2.) ,=% Sei f € Aut(D*) = Aut(D \ A) mit A = {0}. Nach 10.7 existiert ein g € Aut4 (D) mit g|px = f.
Aus obigem Beispiel (2) folgt, dass ein A € 9D existiert mit g(z) = Az. O

Bemerkungen:

1.) Satz 10.7 ist fiir unbeschriankte Gebiete falsch!
Betrachten wir dazu folgendes Beispiel. Sei G = C, A = {0}, f(z) := 1/z. Nach Satz 10.5 ist f €
Aut(C*) = Aut(C\ A). Nach obigem Beispiel (1) gilt Aut4(C) = {z +— az:a # 0}.

2.) Satz 10.7 ist fiir beschrinkte Gebiete mit isolierten Randpunkten falsch.
Als Beispiel betrachten wir G = D*, A = {1/2} und B := {0,1/2}. Dann ist D* \ A = D\ B. Sei
f(z) == (22 — 1)/(2 — 2). Obiges Beispiel (3) liefert g € Autp(D). Nach 10.7 wire ¢ := f|p\p €
Aut(D\ B) = Aut(D* \ A). Sei g € Aut4(D*). Hieraus folgt g € Aut(D*) und g(1/2) = 1/2. Nach 10.8
existiert ein A € 9D mit g(z) = Az, g(1/2) = 1/2 und damit resultiert A = 1 und g = idpx.

Definition:

G heifit starr genau dann, wenn Aut(G) = {idg}.
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Aufgabe:

Seien a, b € D* und a # b. Wir setzen G := D\ {0, a,b}. Dann ist das Gebiet G nicht starr genau dann, wenn
a = —b oder 2b = a + ab oder 2a = b+ ba oder (|a| = |b| und a? + b? = ab(1 + |al?)).

Beispiele:
a.) D\ {0,1/2,—1/2} ist nicht starr.
b.) D\ {0,1/2,3/4} ist starr.

Satz 10.9:
Sei G beschrinkt, zo € G, f € Aut(G@) und f(z) = 20. Dann ist |f'(z0)] = 1.

Beweis:

Wir definieren § := inf{|z — 20| : 2 € G} > 0. (Anschaulich handelt es sich dabei um den Abstand von zy zum
Rand des Gebietes.)

Aufgrund der Beschrénktheit des Gebiets gibt es ein v > 0 mit |2] < vV z € G. Aus f € Aut(G) folgt
f(G) = G und damit |f(z)] <~y V z € G. Sei r € (0,0). Die Cauchyschen Abschétzungen liefern |f/(z0)] < /7.
Fir r — ¢ gilt |f'(20)] < /6 (). Fiir n € N definieren wir f, :== fo fo fo...of (n mal). f, ist wieder
€ Aut(G) und f,(20) = #o. Induktiv zeigt man f}(z0) = f'(20)". Aus (*) folgt |f} (20)] < /6 und daraus
folgt |f'(20)|™ < v/8 bzw. |f'(20)| < ¥/v/0 ¥V n € N. Fiir n — oo folgt |f'(z0)] < 1. Da f~! € Aut(G) und
f71(20) = 2 ist, folgt analog |(f~!)'(20)] < 1. Nutzen wir die Ableitung der Umkehrfunktion aus, so ergibt
sich:

FY (20) = e = o !

PG~ PG Py = 7 =1 o

3.4 Koebescher 1/4-Satz

Satz 11.7:
Es sei f € 5. Dann ist U (0) C f(DD).

Beweis:

Sei w ¢ f(ID). Zu zeigen ist, dass |w| > 1 ist. Betrachten wir die Funktion g := wf/(w — f). Nach Satz 11.2
ist g € S. Verschaffen wir uns die Potenzreihenentwicklungen fiir f und ¢:

f(z)=z+2anz” undg(z):z+anz" mit z € D

n=2 n=2

Man sollte sich durch Nachrechnen von folgendem iiberzeugen:

//O //0 1 1
b 0O _ O 11
2 2 w w
Dann gilt:
1 1 11.4 1 11.4 1
— —Jag| <lag+ —|=|b2] < 2= — <24 as] < 4= |w| >~ O
|w] w |w] 4
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Bemerkungen:

1.) Die Zahl ! kann nicht verbessert werden! Ist nimlich » > 0 und U,(0) C f(D) V f € S, dann folgt
U, (0) € K(D). Nach 11.1 gilt dann r < 1.

o

2.) Die Schlichtheit von f ist wesentlich! Sei o € C, |a| > 27, f(2) := 1/aexp(az)—1/a, f(0) =0, f'(0) = 1.
Fir w:= —1/a gilt:

>J> |

Al
¥

o] 1 < 1 <1
w="—<—=<-
o] 27 4

Es ist aber w ¢ f(ID). Also ist U1(0) € f(ID). Aus zq := 27/« folgt 29 € D und f(20) = 0 = f(0). Damit
ist f nicht schlicht auf D.

Folgerung 11.8:

Sei f € H(D) und F € H(D*) sei definiert durch F(z) := 1/z+ f(z). Weiter sei F' auf D* schlicht. Sind dann
wy und wy ¢ F(D*), so gilt |w; — ws] < 4.

Beweis:

Sei wg := ws — w;. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir wg # 0 annehmen. Wir definieren
U(z) := F(z) —w; mit z € D*. Da w; ¢ F(D*) ist, gilt U(z) # 0V z € D* und ¥ ist auf D* schlicht.
Betrachten wir dariiber hinaus h(z) := 1 + zf(z) — zw; mit z € D. Dann ist A(0) = 1 und h(z)/z = ¥(z) V
z € D*. Aus der Nullstellenfreiheit von ¥ auf D* folgt z(h) = 0. Nun setzen wir g(z) := z/h(z). Dann ist
g € H(D) und ¢g(0) = 0.

/() =" 0= 28

Seien z, w € D und z # w. Zu zeigen ist g(z) # g(w). Wir nehmen an, dass g(z) = g(w) ist. Aus der
Voraussetzung z # w folgt z # w # 0. Hieraus folgt ¥(z) = ¥(w) und aus der Injektivitit von ¥ resultiert
z = w, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Also ist g € S. Es ist wy ¢ F(D*) und hieraus folgt
wo ¢ U(D*). Hieraus folgt wiederum:

1 1
——¢<>“7——27$mws4 O
lwo| ~— 4

Bemerkung:

Die Zahl 4 kann nicht verbessert werden. Betrachten wir als Beispiel F'(z) = 1/z + 2, welche injektiv auf D*
ist. Als Ubung kann man nachrechnen, dass C\ F(D*) = [-2,2] (C R).

Lemma 11.9:

Sei f €S und 0 <r < 1. Dann gilt:

zf"(2) 2r
- < fiir |2| =
) 1o ST ir |z| =7
Beweis:
Sei a € D und ¢(z) := (¢+a)/(1+az). Aus Satz 11.1 folgt ¢ € Aut(D). Sei h( ) f(p(2)) — f(a). Da sowohl
f als auch ¢ auf D schlicht ist, ist auch h auf D schlicht. Weiterhin gilt h(0) = f(¢(0)) — f(a) = f(a)— f(a) =0
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und A'(0) = (1 —|a|?)f'(a) :

:= ¢ (Nachrechnen!). Es ist ¢ # 0, denn f’(a) # 0 wegen der Injektivitdt von f und
1 — |a]? > 0. Wir setzen g(z) :=

1/ch(z) mit g € S. Schauen wir uns die Potenzreihenentwicklung an:
oo

9(2) :z—|—2bnz" mit z € D
n=2

Nachrechnen fithrt auf:

) N PR L0 N
br= "y =0l — @

Nach 11.4 ist |b2| < 2 und somit:

‘(1 — la?)f"(a)
f'(a)

Dividiere durch 1 — |a|? und multipliziere mit |al:

—2a‘<4

af’(a)  2laf? 4al
frla)  1—la*| ™ 1—]af?
Ist z € D und |z| = r, so folgt mit a := z die Behauptung. O

3.5 Koebescher Verzerrungssatz

Satz 11.10:
Sei f € Sund 0 <r < 1. Dann gilt:

1—r 1+r .
(1+)3_|f()| mfuﬂz\ﬁr
Satz:

1.) Wegen des Minimum-/Maximumprinzips geniigt es, die Behauptung fiir |z| = r zu zeigen (Z(f’) = 0).
Mit einer geeigneten Rotation sieht man: Es geniigt, die Behauptung fiir z = r zu zeigen. Die Behauptung
ist klar fiir r = 0. Sei also 0 < r < 1. Wir zeigen:

1—7“ 1+r

2.) Z(f") = 0 und D einfach zusammenhéngend. Damit existiert h € H(D), so dass exp(h) = f’ auf D. Sei

h(0) = z + iy mit z, y € R. Dann folgt 1 = f'(0) = exp(h(0)) = exp(z) exp(iy) und hieraus wiederum

exp(iy) > 0. Damit ist exp(iy) = 1, also & = 0 und y = 2k7 mit k € Z. Setzen wir g(z) := h(z) — 2kmni
und wihlen k so, dass g(0) = 0 und exp(g) = f’ auf D. Sei dariiber hinaus u := Re(g) und v := Im(g).

[ = exp(g) = exp(u) exp(iv) = |f'| = exp(u) = Re(g) = u = log|f'| auf D
3.) Wir definieren fiir x € [0, r]:

) 2
fl(x)  1—2a2

Nach dem Lemma 11.9 gilt:

F(z):=

[eF(@)] <

:>|F( )| < 1_43:2 Ve (0,7] (%)

Aus [/ = exp(g) folgt f” = ¢’ exp(g) = ¢'f' und somit ¢’ = "/ f".

[ 2x
r)dz = dz — dr = - log(1 — 72
1_362:‘/ T = /(z)x 0/1_332 z = g(r) — g(0) +log(1 — %)
=0 €R

F(z) =g'(z) -
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= Re /F(m) dz | = Re(g(r)) +log(1 —72) = log|f'(r)| +log(1 — r*) =: a(r)
0

s s s (*) T 4
= Ja(r)] = [Re /F(m)dx ‘g‘/p(x)dx]g/w(zndx < /1_$2 dz =
0 0 0 0

=2log(1+7r) —2log(l —r) =: B(r)
Also folgt —8(r) < a(r) < B(r). Aus der zweiten Ungleichung resultiert:
a(r) =log|f'(r)] + log(l — 7) +log(1 +r) < 2log(1 +r) — 2log(1 — 1)

1+7r , 1+7r
L _*T)g) 170 <

Analog funktioniert das mit der ersten Ungleichung und man erhélt:

= log |f'(2)] < log(1 +r) — 3log(l — 7) = log <

1—1r

43 <|f'(r)| U

3.6 Verzerrungssatz

Satz 11.11:
Sei f € Sund 0 <r < 1. Dann gilt |f(2)] <r/(1—1)? fiir [2| < 7.

Beweis:

Wieder geniigt es, die Behauptung fiir 2 = r € (0,1) zu zeigen. Zu diesem Zweck definieren wir y(¢) := ¢ mit
telo,r].

T

r

[0 =10-10 =10 = 5ol=| [ roal< [iroe’ [ Eha- o o
vy 0 0 0

1

3.7 Maximum- und Minimumprinzip (I)

Satz 12.7:

1.) Sei u: G — R stetig und habe auf G die Mittelwerteigenschaft. Weiter sei zg € G und u(z) < u(z) V
z € G (oder u(z) > u(zp) V z € G). Dann ist u auf G konstant.

2.) Sei G beschriankt, u € C(G) und u habe auf G die Mittelwerteigenschaft und sei auf G nicht konstant.
Dann gilt:

min u(w) < u(z) < maxu(w)vVz € G
wed wed

3.) Punkt (1) gilt fiir jedes u € Har(G) und (2) fiir jedes nichtkonstante u € C(G) N Har(G).

Beweis:

1.) Wir gehen davon aus, dass bei zg ein absolutes Maximum liegt. Sei A := {z € G : u(z) = u(zo)}. Es gilt
A # (), denn es ist zp € A. Sei w ein Haufungspunkt von A mit w € G. Dann existiert eine Folge (w,,)
in A mit der Eigenschaft w, — w. Da w, € A ist, gilt uw(w,) = u(z9). Aus der Stetigkeit von u folgt
hiermit w(w,) — u(w). Also ist u(w) = u(zp) und somit w € A.

Sei z; € A. Dann existiert ein » > 0 mit U,(z1) C G. Sei z € U,(21). So gilt z = 21 + pexp(ity) mit
0 € [0,7) und ¢y € [0, 27]. Wir nehmen an, dass z ¢ A. Also ist u(z) < u(zp) = u(z1).
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N

21

Dann existiert ein Intervall [, 8] C [0, 27] mit ¢o € [, ] und u(z1 + gexp(it)) < u(z1) ¥ t € o, §]. Nach
der Mittelwerteigenschaft gilt

2ntu(zy) = 7u(z1 + gexp(it)) dt = /a( )+ B(. )+ 7( )< /au(zo) dt + /Bu(zo) dt + 7u(zo) dt
0 0 o B 0 o s
< O/u(zo) dt = 27u(zg) = 27u(z;)

was ein Widerspruch zur Annahme ist. Folglich ist z € A, d.h. U,(21) € A und A somit offen. Nach dem
Hilfssatz ist A = G und daraus ergibt sich die Behauptung. O

2.) folgt aus (1).
3.) folgt aus (1) bzw. (2) und Satz 12.5.

3.8 Identitatssatz fiir harmonische Funktionen

Satz 12.7:
Sei u € Har(G), z0 € G, r > 0, U,(20) € G und w = 0 auf U,(zp). Dann ist u = 0 auf G.

Beweis:

Wir definieren A := {z € G : 3 Umgebung U C G von z : u = 0 auf U}. Nach Voraussetzung ist zg € A, also
A#£ 0.

Nach Konstruktion ist A offen. Sei w ein Haufungspunkt von A mit w € G. Dann existiert ein € > 0 mit
U:(w) C G. Da w ein Haufungspunkt von A ist, folgt U.(w) N A # (. Sei wy € Uc(w) N A, wobei U (w) N A
offen ist. Dann existiert ein § > 0 mit Us(w;) C Us(w) N A. Nach Satz 12.4 existiert ein f € H(Us(w)). Dann
ist Re(f) = w auf Uz (w). Aus Us(wy) C A folgt u =0 auf Us(wq) und damit f(Us(w;)) C iR. Also gibt es ein
¢ € Rmit f(z) =ic Vz € Us(wy). Der Identitéitssatz fiir holomorphe Funktionen liefert f = ic auf U, (w), was
u =0 auf Uz (w) und w € A mit sich bringt. Wiederum liefert der Hilfssatz A = G und damit die Behauptung.
0
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3.9 Maximum- und Minimumprinzip (II)

Satz 12.8:
Sei u € Har(G), z0 € G, r > 0, Up(20) € G und u(z) < u(z9) V z € Up(20) (oder u(z) > u(z9) V z € Up(20)).
Dann ist v auf G konstant.

Beweis:

Wir definieren v := u — u(zp). Dann gilt v(z) < 0 auf U, (z9) und v(z9) = 0. Es ist klar, dass v € Har(U,(20))
ist. Nach Satz 12.6 (1) ist dann v = 0 auf U,(zp). Nach Satz 12.7 ist v = 0 auf G, woraus sich die Behauptung
ergibt. O

3.10 Die Integralformel von Schwarz

Satz 12.9:
Sei0€ G, f € H({G), R> 0 und Ur(0) C G. Weiter sei u := Re(f) und v := Im(f). Dann gilt:
2m
1 it
f(z) = m u(Rexp(it)) dt + iv(0)Vz € Ug(0)
"3
Beweis:

Nach Satz 12.1 sind u, v € Har(G). Wir setzen «(t) := Rexp(it) mit ¢ € [0, 27] und unterscheiden zwei Félle:

e Fall 1: z=0
Mit der Mittelwerteigenschaft folgt:

2m

£(0) =u(0) +iv(0) = %/U(Rexp(it)) dt + iv(0)

0

e Fall 2: z € Ug(0)
Nach der Cauchyschen Integralformel gilt:

27
L[S 1 f(Rexp(it) f(Rexp(it) Rexp(i)
= o | s = e e = g [ TR
0

Es gilt R?/|z| = R?/|z| > R. Sei r > 0 so, dass R < r < R?/|z| und U,.(0) C G.

G

s
* -

Definiere g: U,-(0) — C durch

Dann ist g € H(U,(0)). Der Cauchysche Integralsatz liefert jetzt:

2m
1 __L [ o) o 1 f fBexp(it) explit) _
0= 27Ti glw) dw = / Rexp(it) — iR exp(it) dt 271' exp(it) — &
T F(Rexp(it)) exp(it)z [ f(Rexp(it)z [ F(Rexp(it)z
B 27r Zexp(it) R dt = 27r Z — Rexp(—it) dt = Rexp(it) — z dt
"3

23



KAPITEL 3. DER ,KLEINE®“ SATZ VON PICARD

Durch komplexe Konjugation dieser Gleichung resultiert:

T FRexp(iD)-

1
0=2r Rexp(it) — 2

dt (1)

Addition von (I) und (II) fithrt zu:

2
/ u(Rexp(it)) + iv(Rexp(it9)))Rexp(it)  (u(Rexp(it)) — iv(Rexp(it))z)
. + - dt =
Rexp(it) — z Rexp(it) — z
0
2 2
1 [ u(Rexp(it))[Rexp(it) + 2] i v(Rexp(it))[Rexp(it) — z]
=— dt + — - dt =
27 Rexp(it) — z 27 Rexp(it)z
0 0
1 7 R
=0 / Rzg (Rexp(lt)) dt +is— / (Rexp(it)) dt
0
Mit der Mittelwerteigenschaft folgt die Behauptung. ([l

Definition:
Seien z, w € C und 2z # w.

w+iz) w2z
o w—2f?

P(w, 2) := Re (

w—z
P(w, z) wird als Poissonscher Kern bezeichnet. Sei R > 0, w = Rexp(it), z € C und |z| < R. Dann gilt:

Rexpl(it) + z>

P(Rexp(it), z) = Re (Rexp(it) -

3.11 Poissonsche Integralformel

Satz 12.10:
Sei 0 € G, v € Har(G), R > 0 und Ur(0) C G.

2
1.) u(z) = % /P(Rexp(it)7 z)u(Rexp(it)) dt fiir alle z € Ur(0)
0
2
2.) 1:%/ (Rexp(it,z))dt V R > 0 und Vz mit |z| < R

0

Beweis:

1.) Es existiert eine Zahl ¢ > R mit Ug(0) C U,(0) C G. Nach 12.4 existiert ein f € H(U,(0)) mit der
Eigenschaft Re(f) = u auf U,(0). Die Behauptung folgt jetzt aus 12.9.

2.) Setzein (1) G=Cund u = 1. O

3.12 Harnacksche Ungleichung

Satz 12.14:

Sei zp € C, p > 0, u € Har(Uy(20)), 0 < R < o und u > 0 auf OUg(z). Ist z € Ur(zo) und r := |z — zo| (< R),
so gilt:
R—r R+r

u(z0) < u(z) <

u(20)
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5

Beweis:

N/

Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit zp = 0 und R = 1. Also gilt » = |z| < 1 = R und auflerdem (was
durch Nachrechnen gezeigt werden soll):

(14+7)? > |exp(it) — 2|* > (1 —r)?Vt € [0, 27]
Durch Kehrwertbildung und Multiplikation mit (1 — r2)u(exp(it)) ergibt sich:

1—7? 1—r2 1— 2 )
TEE u(exp(it)) < Texp(it) — 22" u(exp(it)) < ﬁ u(exp(it))
=17 ZU(exp(it)) < Plexp(it), z)u(exp(it)) < 1 :u(exp(it))
27 T 27
1;:% u(exp(it)) dt < %/P(exp(it)7 z)u(exp(it)) dt / u(exp(it))
0 0

Mit der Mittelwerteigenschaft und der Poissonschen Ungleichung (12.10) folgt schlieBlich

1—1r 1+7r
0) < < 0
a(0) < u(2) < u(0)

und damit die Behauptung. |

3.13 Satz von Harnack

Satz 12.15:

Sei (uy) eine Folge harmonischer Funktionen Har(G) mit der Monotonieeigenschaft uy < us <wug < ... auf G.
Dann gilt entweder

i) ug(z) — oo fiir k— oo V z € G oder

ii.) (ug) konvergiert auf G lokal gleichméBig.

Beweis:

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit u; > 0 auf G. (Andernfalls betrachte die Folge (ur — uy).) Also
gilt 0 < uy; < ug <wug < ...auf G. Nach dem Monotoniekriterium existiert fiir jedes z € G der Grenzwert
w(z) := limp oo ug(2) € [0,00) U {oo}. Wir definieren zwei Mengen A := {z € G : u(z) < oo}, B:={z € G :
u(z) = co}. Dann ist G = AUB und AN B = 0.
i.) Wir zeigen, dass B offen ist. Sei dazu 2o € B. Es existiert ein R > 0 mit Ugr(z9) C G. Sei z € Ugr(20),
r:= |z — 29|. Nach 12.14 gilt:
R—r
R+r
Da zy € B ist, folgt ug(z) — oo fiir k — co. Damit resultiert u(z) = oo, also z € B, Ug(z9) C B. B ist
also offen.

ug(20) <uk(z)Vk €N
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KAPITEL 3. DER ,KLEINE®“ SATZ VON PICARD

ii.) Sei zp € A. Es existiert ein R > 0 mit Ug(z9) € G. Sei € > 0. Dann gibt es ein ky € N mit 0
ug(z0) —w(z0) <eVk>12>ky Seinun z € Uz (z0) und r := |z — zo|. Dann gilt (R+r)/(R—7r) <
Nach 12.14 ist

<
3.

< g”(uk(%) —wilz0)) VE > 1> ko
—Tr

0 <ug(z) —w(z)

0 <ug(z) —w(z) < 3e

Also konvergiert (ux) auf Uz (z0) gleichméBig. Insbesondere ist Uz (20) € A, womit A offen ist. Weil G
ein Gebiet ist, gilt entweder A = () oder B = (). Ist A = (), so ergibt sich B = G und daraus resultiert (i).
Ist B =0, folgt A= G, womit (ug) auf G gleichméBig konvergiert. O
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Kapitel 4

Konforme Aquivalenz von
Ringgebieten

Bezeichnung:

Firj=1,2sei0<7; <R;j <oound 4; :={z € C:r; <|z| < R;}.

Erinnerung:

A1 ~ Ay (konform #quivalent) genau dann, wenn ein injektives f € H(Ay) existiert mit f(A;) = As. Das Ziel
dieses Paragraphen ist, herzuleiten, dass Ay ~ Ay genau dann, wenn R;/r1 = Ra/ro.

Satz 13.1:

Ist Ry/r1 = Ra/ra, so gilt Ay ~ As.

Beweis:

Wir setzen A := ry/r; und betrachten f(z) = Az. Es ist klar, dass f sowohl € H(A;) als auch auf A; injektiv
ist. Durch Nachrechnen findet man f(A4;) = As. O

Lemma 13.2:

Sei G C C ein Gebiet mit 0 ¢ G, f € H(G), Z(f) = 0 und « > 1. Dariiber hinaus gelte die Bedingung
|f(2)] = |2|* V z € G. Dann gilt:

£(2)
Y T

2) Ist Ry > 1, G := A(1,Ry) und f auf G injektiv, so existiert ein ¢ € 9D mit der Eigenschaft f(z) = cz.
Insbesondere ist o = 1.

:szeG
z

Beweis:

1.) Stets sei z = z + iy € G mit z, y € R, v := Re(f) und v := Im(f). Es gilt |f(2)]?> = (]z|*)*. Also ist
u?(2) +v2(2) = (22 + y*)* (1). Differenzieren wir Gleichung (I) nach x bzw. y, so erhalten wir:

2, + 20v, = oz +yH)* 20 = uu, + v, = a2 +y?) e (I1)
2uuy + 2vv, = a(z? +y*)* - 2y = uuy + oo, = a(z® + ¥y (I11)

Es ist f’ = uy + iu, und somit:

fug vy (ug +ivg)(w— 1) @)

(uty + vy + i(uvy — vug))

f ou+iv u? + v? (22 +y?)e
f 1 (1 1 9 ova_1 QX
R - | = T 5 o o T ) — T o5 . o\ & - T 5
(7) = Gt o) rente ™ = 1
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KAPITEL 4. KONFORME AQUIVALENZ VON RINGGEBIETEN

Analog mit (III) und den Cauchy-Riemannschen-Differentialgleichungen gilt:

Y ay
Im(f) PE

Mit diesen Ergebnissen ergibt sich schlussendlich:

e

f'(z) oz oz
f2) R E e

2.) Sei 1 <7 < Ry, y(t) = rexp(it) und T'(¢) := f(v(¢)) mit ¢ € [0, 27].

Die Umlaufzahl ist gegeben durch:

2m 2
L[l 1T, 1 [P0, 1 (e 0L fa,
n(lh0) =55 7_%/1“(75)‘”_%1/ F(v(®) dt_27ri/fz o /z -
T 0 0 0% vy
1 dz
=ag— 720471(7,0):@
o

Nach Funktionentheorie I ist n(I',0) = a € Z. Da « > 1 ist, folgt o € N. Sei nun ¢(z) := f(z)/z* mit
zeG.

/ a a—1
MRNSCEETER EYOp

Also existiert ein ¢ € C mit f(z) = cz®, da g(z) konstant sein muss.
[2|* = 1f(2)] = |el|2|* = |e| =1

Wir nehmen an, dass a > 2 ist. Sei zg € G. Dann ist zyg # 0 und es existieren wy, we € C mit
wf = zo = wy und wy # ws.

20l > 1= |27 > 1= |wy| > 1 mit j=1,2

1 1
lwi| = |z0l= < R < Ry

Dann ist Ry > 1 fiir j = 1, 2 und somit wy, we € G. Hieraus ergibt sich f(w1) = cw{ = cwg = f(ws).
Da f injektiv ist, muss w; = wsq sein. Dieser Widerspruch zeigt, dass a =1 ist. (]

4.1 Nachtrag zu Kapitel 13

Neufassung von 13.4:

Seil < Ri < Ry, Aj := A(1,R;) fiir j =1, 2 und f sei eine konforme Abbildung von A; und A,. Dann gilt:
1) R1 = R2 (also A1 = AQ)
2.) Esist f(z) = cz mit |¢| =1 oder f(z) = c¢/z mit |¢| = Ry (= Ra).
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4.2. DER SATZ VON MITTAG-LEFTER

Beweis:
Wir withlen r := /Ry. Weiterhin sei K := 9U,.(0) C Ay, A(1,1+4¢) und V := f(A(1,1 + €)) seien wie im
yalten Beweis“ von 13.4. Dann ist V' C A(1,7) oder V C A(r, Ry).
a.) Fall 1: V. C A(1,r)
Der ,alte Beweis“ liefert Ry = Ro und f(z) = ¢z mit |¢| = 1.
b.) Fall 2: V C A(r, Ry)

Wir setzen g(z) = Ro/f(z) mit z € A;. Da f sowohl holomorph als auch injektiv ist, gilt das auch
fiir g. Durch Nachrechnen kann gezeigt werden, dass g eine konforme Abbildung von A; auf A, ist. Sei
nun V := g(A(1,1 + €)). Die beiden Eigenschaften V' C A(r, Rz) und 7 = /Ry liefern V C A(1,r)
(Nachrechnen!). Die Anwendung von Fall 1 auf g liefert Ry = Ry und g(z) = ¢z mit |¢] = 1. Also gilt
¢z = Ra/f(z) und somit:

Neufassung von 13.5:

Fir j=1,2sei0<7; < Rj und A; := A(r;, R;). f sei eine konforme Abbildung von A; auf A,. Dann gilt:
].) Rl/Tl = RQ/T‘Q
2.) Esist f(z) = ¢z mit |¢| = ro/r1 oder f(z) =c¢/z mit |¢| = r1Rs (=12Ry).

Beweis:

Wir definieren zwei neue Kreisringe B; := A(1, R;/r;) mit j =1, 2 und setzen g(z) = 1/rof(r, z) mit z € By.
Nach Voraussetzung ist g eine konforme Abbildung von B; auf Bs. Aus 13.4 ergibt sich Ry/r1 = Ra/re und
g(z) = cz mit |c| =1 oder g(z) = ¢/z mit |c| = Ry/ry. Hieraus folgt ach (2). O

4.2 Der Satz von Mittag-Lefter

Sei (by,) eine Folge in C mit |b,| +— oo fiir n — oo und b; # by fir j # k. (p,) sei eine Folge in Py und
hn(2) := p1(2 — by) ™! mit n € N. Dann existiert ein f € M(C), welches genau in den Punkten b,, Pole mit den
Hauptteilen A, hat. Jedes solche f hat die Gestalt

f = Z(hn _Qn) +g
n=1

wobei g € H(C) und die g,, € P geeignet zu wihlen sind. Die Funktionenreihe > | (h,, — ¢,,) konvergiert auf
C\ {b1, s, ...} lokal gleichmifig.

Bemerkung:

Die ¢,, heiflen konvergenzerzeugende Polynome, weil die Reihe Y ™2

n—1 Pn im allgemeinen nicht konvergiert.

Beweis:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei |b1| < |bg| < |bs| < ... und by # 0. Wir setzen ¢, := |b,|/2, also
0 <c; <cy <....8ein € N. Die Funktion h, ist € H(C \ {b,}), also h,(z) = agn) + agn)z + agn)z2 +...
fir |z| < |b,|. Diese Potenzreihe konvergiert fiir |z| < ¢, gleichméifiig. Damit existiert ein k, € N mit der
Eigenschaft

n n 1 ..
|hn(z) — (aé )+ ag e+ ag:’)zk") | < o fiir 2| < ep

::qn(z)

Also existiert fiir jedes n € N ein ¢, € P mit |h, — ¢, < 1/2" auf U,, (0). Betrachte die Reihe fy :=
5% ((hn — qn). Sei R > 0. Es existiert ein m € N, so dass ¢,, > R ist. Sei n > m und |z| < R. Dann ist

n=1
|z] < ¢y, also

1
|hn(2) = gn(2)| < o
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KAPITEL 4. KONFORME AQUIVALENZ VON RINGGEBIETEN

Hieraus ergibt sich, dass die Reihe >~  (hy — qx) auf Ug(0) gleichméBig konvergiert. Damit konvergiert
S 1 (kn — qn) gleichméBig auf Ug(0) \ {b1,b2,...}. Da R > 0 beliebig, konvergiert >~ (h, — ¢) lokal

n=1
gleichméBig auf C\ {b1,ba,...} und der Konvergenzsatz von Weierstrafl liefert fo € M(C); also leistet fy das
Gewiinschte. Sei f € M(C) eine weitere Funktion, die das gewiinschte leistet. Dann ist f — fo € H(C), da f
und fy an den gleichen Stellen Pole hat und der Hauptteil derselbe ist. Aus g := f — fo ergibt sich f = fo +g.

O
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Kapitel 5

Unendliche Produkte

Definition:

Sei (ay,) eine Folge in C und p, := (1 +a1)- (1 +az) ... (1 +a,) mit n € N. [[2,(1+ a,) ist ein anderes
Symbol fiir die Folge (py). [Th,(1+ ay) konverglert genau dann, wenn (p,,) konvergent ist. In diesem Falle
schreibt man:

H(l +ay)=p:= nl.i—{rolop"
n=1

Lemma 15.1:

Seien (a,) und (p,,) wie oben, [[°~, (1 + a,,) sei konvergent und p := [[°_,(1 + a,) # 0. Dann gilt a,, — 0 fiir
n— 00.

Beweis:

Wir kénnen 1+ a,,11 in der Form p,,1/p, schreiben. Da die Folge konvergiert, strebt p,,41/p, gegen p/p =1

und damit gilt a, — 0 O
Lemma 15.2:
(an) und (p,) seien wie oben und es sei P, := (1 +|a1|) - (1 4 |az]) - ... (1 + |ay|) fir n € N. Dann gilt:
1.) P, <exp(la1| +...+]an|]) VR EN
2.) Esgilt [p, — 1| =P, —1VneN
Beweis:

1.) Fir z > 0 gilt:

2 n

T n
exp(x):1;10—&-7—&—...214—96#1—1—\%-\ < exp(|aj]) = H (1+]ajl) H p(laj]) = exp(|ai|+...+|an])
j=1

2.) Allgemein gilt
(Pn = D1+ ant1) + ang1 = pu(l + ang1) = (1 + any1) + angp1 = ppi1 — 1
und analog
(Pn = D)1+ |ant1]) + |ans1| = Pogr — 1
Wir fithren den restlichen Beweis mit vollstdndiger Induktion.
a.) Induktionsanfang n =1. |py — 1| = |a1| = P — 1

b.) Induktionsvoraussetzung: Sei n € N und p, — 1| < P, — 1.
c.) Induktionsschluss:

<

|Por1 — 1| = [(Pn = 1)(1 + ant1) + ant1| < [P — (1 + |ant1]) + [ant1] S

I.V.
< (P =D+ |anta]) + |angr| = Pogr — 1
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KAPITEL 5. UNENDLICHE PRODUKTE

Definition:

Sei @ # D C C und (f,) eine Folge von Funktionen f,, : D — C. Wir setzen
P(z2)=1+fi(z) - A+ fa(2)-...- (14 fo(z)) mit neN, z€ D

[1°2, (1 + f.) heifit auf D [lokal] gleichmiBig konvergent genau dann, wenn (p,) auf D [lokal] gleichméBig

n=1
konvergiert.

5.1 der Produktsatz von Weierstraf3 (I)

Sei z, eine Folge in C \ {0} mit der Eigenschaft |z,| — oo fiir n — oo. Des weiteren sei (p,) eine Folge in
Ny so, dass >~ (R/|pn|)* 7" konvergiert fiir alle R > 0 (vergleiche 16.2). Dann konvergiert das Produkt
1,2, Ep. (2/2,) auf C lokal gleichméBig. Fiir f(z) :=[[,—, Ep, (2/2n) gilt:

n=1
1.) Esist f € H(C).
2) Es gllt Z(f) = {21722,. . }

3.) Kommt z; in (z,,) kj-mal vor, so ist ord., (f) = k;.

Bemerkung;:

Es gilt:

2 Pn
z z . z 1/ z 1 z

Im allgemeinen wir [[ 7 (1 — z/2,) nicht konvergieren. Daher bezeichnet man die ¢, (z) auch als ,konver-
genzerzeugende“ Faktoren.

Beweis:

Sei R > 0. Wegen 15.3 ist nur zu zeigen, dass Y.~ |1 — E,, (2/2,)| (x) auf Ur(0) gleichméiBig konvergiert.
Es existiert ein ng € N mit der Eigenschaft |z,| > 2R fiir alle n > ng. Hieraus folgt R/|z,| < 1/2 fiir alle
n > ng. Sei z € Ur(0):
| 2] R 1
<

Hhil
| 2] |20 2

<1Vn > nyg

Hieraus folgt mit 16.1:

1+pn 1+pn
1-E, £ < |L| < R = a,Vn >ng

Nach Voraussetzung ist die Reihe 7 | a,, konvergent. Nach dem Konvergenzkriterium von Weierstra$} ergibt
sich hieraus (x). O
Beispiele:

1.) Wir suchen eine ganze Funktion, die Nullstellen in den natiirlichen Zahlen aufweist. Also sei z,;=n € N.
Hier kann p,, = 1 gewéhlt werden, weil

[e'e] R 14+pn o R2

fiir alle R > 0 konvergiert. Dann gilt:

B (2)= (-2 ew ()
Also gilt fiir

=110 2)en ()
feH(C)und Z(f) =N.
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5.2. PRODUKTSATZ VON WEIERSTRASS (II)

2.) Sei 2, :=n? fiir n € N.

Hier kann p, = 0 gew#hlt werden, weil Y 07 | (R/|z,|)" P = >°°° | R/n? fiir alle R > 0 konvergiert.
Dann ergibt sich:

e}
z z
Epn (%) und f(Z) = 7£[1 (1 - ﬁ)
Dann ist f € H(C) und die Nullstellenmenge ist gegeben durch Z(f) = {n? : n € N}.

Bemerkung:

Die ganzen Funktion f(z) sind natiirlich nicht eindeutig bestimmt, da es eine gewisse Freiheit in der Wahl von
Prn gibt.

5.2 Produktsatz von Weierstraf3 (II)

Sei (o) eine Folge in C mit |ay,| — oo fiir n +— oo und o # oy, fiir j # k. Weiterhin sei (m,,) eine Folge in N.
Dann existiert ein f € H(C) mit der Eigenschaft Z(f) = {a1, ae,...} und ord,, (f) = m, Vn € N.

Beweis:

Sei A :={aj,as,...}. Wir unterschieden zwei Fille:

1.) Sei 0 ¢ A.
(Zn) = (Oél,...,Ozl,(042,...7012,043,...,0[3,...)
—_— — —
mq-mal mo-mal ms-mal

Zu (zy) wihle (p,) wie in 16.3. Aus 16.3 ergibt sich, dass

1) = T B (£)

n=1
das Verlangte leistet.

2.) Essei0 € A.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gilt a; = 0.

(zn) == (ag,...,a2,a3,...,a3,...)
—— ————
mo-mal ma-mal

Zu (zy) wihle (p,) wie in 16.3. Wegen 16.3 leistet

o fim 2

n=1

das Gewiinschte. O

5.3 Faktorisierungssatz von Weierstraf

Sei f € H(C), k := ordo(f) > 0 und es sei Z(f) \ {0} = {z1, 22, 23, ...} abzéhlbar unendlich (insbesondere
|2n| + 00). Sei m; := ord.,(f) (j € N) und jedes z; komme in (2,) genau mj-mal vor. Dann existiert eine
Folge (p,,) in Np und ein g € H(C):

Z

)VZE(C

Zn

7(2) = * expla(=)) T] B (
n=1

Das Produkt konvergiert auf C lokal gleichméBig.
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KAPITEL 5. UNENDLICHE PRODUKTE

Beweis:

Zu (zy,) wihle (py,) wie in 16.3.

) z
P =1 5. (2)
n=1 n
Nach 16.3 ist p € H(C). AuBerdem ist Z(p) = Z(f) \ {0} und ord_,(P) = ord.,(f) V j € N. Setze:

Gz) = z’flgz()z)

Dann ist G € H(C) und Z(G) = 0. C ist einfach zusammenhéingend. Damit existiert ein g € H(C) mit der
Eigenschaft G = exp(g) auf C. Dann ist f(z) = 2¥ exp(g(2))P(z) ¥V z € C. Also ist f1 = exp(g(2)) fa. O

Sétzchen:

Seien f1, fo € H(C), Z(f1) = Z(f2), ord,,(f1) = ord,, (f2) fiir alle zo € Z(f1). Dann ist f1/f2 € H(C).

Beweis:

Es gilt f1/f> € M(C). Die Menge der Pole von fi/f ist C Z(fs). Sei zo € Z(f1) = Z(f»). Dann gilt
fi(2) = (= = 20)"g1(2) und fo(2) = (= = 20)" g (2)

wobei m = ord., (f1) = ord., (f2). Weiterhin ist gy, g2 € H(C) und g1(z0) # 0 % ga(z0).

fi(z) _ g1(z)

f2(2)  g2(2)

Damit ist zg eine hebbare Singularitéit von f1/f2. Also ist f1/f2 € H(C) und Z(f1/f2) = 0. Es existiert damit
g € H(C) mit f1/f2 = exp(g). O

Satz 16.6:
Es gilt f € M(C) genau dann, wenn Funktionen g und h € H(C) existieren mit f = g/h mit h Z 0.

Beweis:
1.) ,<“ Klar

2,) =

Wir setzen A gleich der Menge der Pole von f. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gilt A # (). Fiir
jedes a € A sei m(a) die Ordnung des Pols a von f. Es existiert eine Funktion h € H(C) mit Z(h) = A
und ord, (h) = m(a). Ist A endlich, so ist dies klar. Im Falle, dass A abzihlbar unendlich ist, so folgt dies
aus 16.4. Sei a € A. Dann gibt es ein © > 0 (r = r(a)) mit der Eigenschaft

o0 m(a)
fR) = anz—a)"+ Y (Zf"a)nvz e U,(a)
n=0 n=1

=:a(z)

m(a) b
B) = =)™y

3

Dann ist & € H(U,(a)) und 8 € H(C). Weiter gilt h(z) = (z — a)"™@~(z) mit v € H(C) und ~(a) # 0.
= h(2)f(2) = (z = )™y (2)a(z) + B(2)7(2)

Hieraus resultiert, dass a eine hebbare Singularitéit von h- f ist. Da a € A beliebig ist, gilt g := h-f € H(C).
O
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5.3. FAKTORISIERUNGSSATZ VON WEIERSTRASS

Satz 17.3:
Sei R >0, f € H{Ug(0)), f(0) #0 fiir 0 <r < Rund Z(f)NU,(0) ={as,...,a,}. Dann gilt:

2m
! N Sog (-
Qﬂ_g/10g|f<rexp<u>>|dt——10g|f<0>|+’2§;1°g <|ak|>

Beweis:

Wir fithren zwei Mengen ein, ndmlich A := {k € {1,...,n} : |axg| < r} und B :={k € {,...,n} : lax| = r}.
Moglich ist A = () oder B = (). Wir vereinbaren [], .4 := 1, um uns eine Fallunterscheidung zu ersparen.
Definiere weiterhin h: Ur(0) — C durch

r? —apz a
h(z) :== f(2) H r(ax _kz) H ay iZ

ke A keB
Die Vereinbarung liefert, dass h € H(Ur(0)). Sei zp € U,-(0) und h(zp) = 0. Dann existiert ein k € A, so
dass 7> — @rzo = 0 bzw. 29 = r?/ay ist. Somit ist |29| = r?/|a@s| > r, was ein Widerspruch ist. Also ist

Z(h)NU,(0) =0. Aus 17.2 folgt dann:

1
o / log |h(rexp(it))| dt = log |h(0)] I
0
Schauen wir uns nun |h(0)| an:

h(O) = £0) T —

keA

FOT oy 1= PO 7 T oy = PO

|ak‘ kEA

Somit folgt:
MMN—Mf|+Zm( ) ()

Wegen (I) und (II) ist zu zeigen:

27 2
/log |h(rexp(it))|dt = /log |f(rexp(it))|dt
0 0
Sei z € OU,(0), also z = rexp(it). Fiir k € A gilt (nachrechnen):
r? —agz
ol ey
r(ag — 2) ()

(Dies kann unter Verwendung von T(0D) = 0D mit T'(z) = Mz —a)/(1 —@z) (a € D, |\| = 1) gezeigt werden.)
Fiir k € B ist |ax| = r, also a; = rexp(ity). Dann gilt:

lax| |ak\
lar, — 2|

=1 —exp(i(t — tx))| ™

- al|

= |h(rexp(it))] = |f (rexp(it))] [T 11 = exp(i(t - t))| !
keB
= log |h(rexp(it))| = log | f(r exp(it))| — Z log |1 — exp(i(t — tx))|
keB

Durch Integration und 17.1 (3) resultiert die Formel von Jensen.
Zu guter letzt zeigen wir noch Formel (*):
P b ) w18 G (hw
rlag—z)  rlay—2)  ap—z = %— Cobk—w  \1-bpw

Es gilt |bx] < 1 und |w| =1.

-1
) mit by := ag/r, wi=z/r

by —
T(w) := R

1—brw
ist ein Automorphimus von D, also T'(dD) = dD. Also gilt |by — wl|/|1 — brw| = 1. O
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KAPITEL 5. UNENDLICHE PRODUKTE

Definition:

Sei R > 0 und f € H(Ug(0)). Fiir 0 < r < R sei M(r, f) := max|.|—, |f(z)| und n(r, f) die Anzahl der
Nullstellen von f in U,(0) (gezéhlt mit Vielfachheiten!).

Bemerkungen:

1.) Aus dem Maximumprinzip folgt M (r, f) = max|.|<, | f(z)|. Dann ist die Abbildung 7 ~— M (r, f) wachsend
auf (0, R).

2.) Sei f € H(C), also f € H(Ug(0)) fiir alle R > 0. Bemerkung (1) liefert dann, dass L := lim.,o, M (7, f)
existiert und € [0, 00) U {oo}. Der Satz von Liouville zeigt, dass L < 0 ist genau dann. wenn f konstant
ist.

5.4 Ungleichung von Jensen

Es gelten dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in 17.3.

Satz 17.4:

Es besteht ein Zusammenhang zwischen den Wachstumseigenschaften, der Lage und Betriage der Nullstellen
der Funktion f:

0)] H |ak| M(r,f)¥Vr € (0,R)
Beweis:

Wir gehen aus von der Formel von Jensen:

ak\ 2w

n(r,f) 2m 27
log |£(0)] + Y log (7“) 123 L[ yoe 1 f(r exp(it))| dt < % / log(M (r, f)) dt = log(M(r, f)) O
k=1 0 0

Lemma 17.5:
Sei (a,) eine Folge in D\ {0}, es sei ¢ > 0 ud es gelte H§:1 laj| > ¢V k € N. Dann ist > - (1 — |a,|)
konvergent.

Beweis:

Sei bj :=1—laj| >0 (j € N), s := b1+ ...+ by und py = H§f=1|aj| = Hf 1(1—by) fur k € N. Es ist

p1 > p2 > p3 > ... >c> 0. Es existiert damit ein p := limg o0 pr mit pp > p > ¢ > 0. Insbesondere ist p # 0.
Aus 15.2 ergibt sich 0 < pj, < exp(—sy) fiir alle k& € N. Wir nehmen nun an, dass Y, (1 — |aj|) divergent ist.
Dann gilt s, — oco und somit exp(—sg) — 0 und somit py +— 0, also p = 0, was ein Wlderspruch darstellt. [
Satz 17.6:

Sei f € H(D) beschrénkt und # 0. f habe in den abzéhlbar unendlich vielen Punkten a4, ag, ... € D Nullstellen
(gezéhlt mit Vielfachheiten). Dann ist -, (1 — |a,|) konvergent.

Beispiel:

Sei a, = 1-1/n, 1—|a,| = 1/n. Es gilt also kein f # 0 € H(D), welches beschrénkt ist mit {a1, asz,...} € Z(f).

Beweis:

Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit f(0) # 0. (Andernfalls betrachte g(z) := f(z)/z™ mit m = ordo(f).)
Auflerdem nehmen wir an, dass |a1] < |az| < ... ist. Da f beschrinkt ist, gibt es ein v > 0 mit M(r, f) <~
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fiir alle € (0,1). Sei k € N fest. Z(f) ist unendlich, womit ein ¢ € (0,1) existiert mit n(r, f) > k. Sei r > rq.
Dann ist n(r, f) > n(ro, f). Setzen wir N := n(r, f), so resultiert unter Verwendung von 17.4:

i lasl
N r k r N r r k r N ,
=Tl O oz = VO <o <o
g=1 g=1 "7 j=kt1 Y g=1 1" j=1"" j=1"7
N—
>1
- T L)
r—1

= 1O (TTle) <2 = 1OI(TTal) <7 = [Tlal = M2 =0

j=1 j=1 j=1 Y
Aus 17.5 folgt die Behauptung. 0

Satz 17.7:

Sei (ay,) eine Folge in D\ {0} und >"°7 (1 —|ay,|) konvergent. Wir definieren das sogenannte Blaschkeprodukt
durch:

a An — 2 Apn
B(z) =[] o]
n=1

1—-a,z ap

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

1.) Das Produkt konvergiert auf D lokal gleichméBig.
2.) B € H(D)
3) Z(B) = {al, az,as, .. }
Kommt dariiber hinaus a; in (a,) m; -mal vor, so ist ord,, (B) = m;.

4.) Es gilt |B(z)| <1 fiir alle z € D.

Beweis:
Wir definieren:

an — 2 an]

fn(z) = il )

1—a,z a,

Es gilt f, € Aut(D). Sei 0 < r < 1 und z € U,(0). Durch Nachrechnen folgt:

1+7r
1—r

1= fu(2)| < (1 —lap|)VneN

Das Majorantenkriterium liefert, dass >~ ; |1 — f,| auf U,.(0) gleichmé#Big konvergiert. 0 < r < 1 war beliebig,
was bedeutet, dass Y-, |1 — f,,| auf D lokal gleichm#Big konvergiert. Aus 15.3 folgen jetzt (1), (2) und (3).

Punkt (4) ergibt sich daraus, dass |f,(2)] <1V n € Nund V z € D. Deshalb gilt |B(2)| <1V z € D. O
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Kapitel 6

Elliptische Funktionen

In diesem Paragraphen seien wy, we € C\ {0} linear unabhéngig iiber R und €2 := Zw; + Zws. Eine Funktion
f € M(C) heifit beziiglich  elliptisch genau dann, wenn Q C Q(f). In diesem Falle schreibt man f € K(Q).
Beachte: Konstante Funktionen sind elliptisch.

Zu Q und u € C definiert man das halboffene Periodenparallelogramm P, durch P, := P, () := {u+ ajw; +
apws: ag, as € [0,1)}.

_utwrtw

w j
! Py /

Im folgenden sei stets f € K (), A die Menge der Pole von f und N die Menge der Nullstellen von f. Beachte:

1.) Kennt man f auf einem P,, so kennt man f auf C.

2.) AN P, und N N P, sind endliche Mengen, falls f # 0.

Als Ubung kann gezeigt werden, dass u € C so gewiihlt werden kann, dass ANJP, = = NN IP,.

6.1 FErster Satz von Liouville
Satz 19.1:

Ist f € K(Q) und f € H(C), so ist f konstant.

Beweis:

Py ist kompakt, womit f auf Py beschrinkt ist. Also ist f auf C beschréinkt. Aus dem klassischen Satz von
Liouville folgt die Behauptung. O
6.2 Zweiter Satz von Liouville

Satz 19.2:

Sei u € C. Dann gilt:

Z Res(f;a) =0

acANP,
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Beweis:

Obige Summe ist unabhiingig von der Wahl von u. Daher nehmen wir an, dass AN dP, = (.
U+ wi U+ w4 w2

/ /

wo +u

Y1, Y25 V3 und ~4 seien wie im Bild und 7 := 71 ® v2 ® v3 ® 4. Dann ist Sp(y) = OPF,. Nach dem Residuensatz
gilt:

o / e (o, )Res(f50)

aEAﬁP

Also ist zu zeigen, dass

JECES

gilt. Da w; € Q(f) ist, gilt:

/f(z)dz:/f(z)dz:—/f(z)dz:>/f(z)dz+/f(z)dz:

Da auch wq € Q(f) ist, gilt analog:

/f(z)dz+/f(z)dz:

Daraus erhalten wir schliellich:

/f<z>dz§j/f<z>dzo 2

Definition:

ord(f) sei die Anzahl der Pole von f in einem P, (gezéhlt mit Vielfachheiten) heifit die Ordnung von f.

Folgerung 19.3:

Ist f nicht konstant, so ist ord(f) > 2.

Beweis:

Wir nehmen an, dass ord(f) = 1ist. f hat in P, einen Pol by der Ordnung 1. Es existiert damit ein £ > 0 mit
U.(bg) € C\ A. Dann gilt die Laurententwicklung von f um die Polstelle by:

f(z)= +Zanz—bo) Vz e U(z)

Z—bo

Dann ist & = Res(f;b9) = 0 wegen Satz 19.2. Also besitzt f in by eine hebbare Singularitidt und ist € H(C).
Nach Satz 19.1 ist f konstant, was ein Widerspruch darstellt! O

Lemma 19.4:
f/und f'/f sind € K(Q).
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Beweis:

Es ist klar, dass f' und f'/f € M(C) sind. Sei w € Q C Q(f). Fiir h # 0 betrachten wir:

[t h) = fetw) _ fEth) = fG) mo
h h

Also ist w € Q(f’) und somit © C Q(f’) und hieraus folgt f € K ().

flz+w) _ f'(2)

fz+w) — f(2)

Damit gilt w € Q(f'/f), also Q C Q(f'/f) und schliefllich f'/f € K(Q). O

flz+w)=f'(2)

6.3 Dritter Satz von Liouville

Satz 19.5:

f sei nicht konstant. Des weiteren seien ai, ..., a, die Nullstellen von f in P, und b, ..., b, seien die Pole
von f in P, (jeweils gezéhlt mit Vielfachheiten). Dann gilt n = p.

Beweis:

Esist g(z) = f'(2)/f(2). Nach 19.4 gilt g € K(Q). v sei wie im Beweis von 19.2 und es gelte ANJP, = (). Satz
19.2 liefert:

1 ! rgumentenprinzi - L
:—/f(z) dzAgu entenprinzip E n(y,a;j) — g n(y,b;) =n —p wegen n(v,a;) = n(y,b;) =1 O
2ri ) f(2) = =
Lemma 19.6:

Seiu e Cund ANIP, =0 = NNOP,. v sei wie im Beweis von 19.2. Dann gilt:

1 [ )
27r1 i)

~

dz € Q = Zw1 + Zwo

Beweis:

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei u = 0.
w1 w1 + wa

-
<€

3

Y4 Y2

u gi! w2
Wir betrachten 7 (t) = twy und 5 (t) = wy + twe. Es sei weiterhin I'(¢) := f(v(t)) mit ¢ € [0, 1].

L'0) = f(71(0)) = f(0) = f(w2) = f(m (1)) =T(1)
T ist abgeschlossen. Aus N N 9P, = () ergibt sich 0 ¢ Sp(T).

1 1
zf'(2) [ z2f'(z) f'(wi +two) 19.4 [ (two) _
dz = / dz = O/(wl + twg)iwl n wodt = O/(w1 + tws) ; wo dt =

5 16 1) Flor + ) Fltws)
3 Vg
_wl/lf’(th)MQdH/lth ' (two wzdt_w /1 (1)) dtJr/zf'(z) b
) f(tWQ) J f(tws ) 1(t)) ; f(2)
o [ [t e [
r n 71
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Hieraus folgt weiter:

zf'(2) z2f'(2) o warin o
/) dz+/ o) &2 = ~wr2min(l’, 0) € Z{wi2mi)

L [zf'(2) 1 [zf'(2)

71 3

dz € Zuwr

Analog kann man zeigen:

e, L [
2mi (2) d +27ri/ f(z)

Y2

dz € Zws

Durch Addition resultiert die Behauptung.

6.4 Vierter Satz von Liouville

Satz 19.7:

Es gelten dieselben Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in 19.5. Dann gilt:
D4 =D b €Q
j=1 j=1

Beweis:

Mit Hilfe des Argumentenprinzips gilt:

1 [z2f'(2) -
— dz = ;
) z ]z:; a.

n(v,a;) = > bin(y,a;)
T -~

2mi (z ‘ ~

~

€ nach 19.6
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