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Kapitel 1

Einleitende Bemerkungen

1.1 Einfache partielle Differentialgleichungen

Am Anfang stellt sich die Frage, wie man {iberhaupt definieren kann, was eine Welle ist.

Definition:

Eine Welle ist eine Stérung, die sich zeitlich im Raum ausbreitet: v = u (1, 22, . .

Betrachten wir hierzu verschiedene Félle:

a.) Gesucht sei eine Funktion u(x,t) mit us(z,t) =0, (z,t) € R2.
Alle Losungen lauten hier folgendermafien:
u(z,t) = p(x)
 ist hierbei beliebig.

b.) Gesucht sei eine Funktion u(z,t) mit u(z,t) =0, (z,t) € R%
Wir wenden unsere obigen Erkenntnisse an:
Uz (z,t) = ()

Durch nochmalige Integration folgt:

xT

u(et) = [ (o) ds + (O = ola) + W00

o und U seien beliebig.

Nun kommt die Gleichung, mit der wir uns niher beschéftigen wollen. In Biichern findet man hierzu die Begriffe
Wellengleichung, Transportgleichung und Advektionsgleichung. Gesucht ist v = u(x,t) mit w(x, t) —cuy (x, t) =
0 mit ¢ = const. > 0. Die Konstante ¢ kann man hierbei als Geschwindigkeit interpretieren.

1.2 Erste Moglichkeit der Losung

Wir machen den Ansatz in Form einer Separation der Variablen (Separationsansatz, Variablentrennung):

u(z,t) = f(x)g(t) # 0

(Der Fall u(z,t) = 0 ist trivial.) Durch Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich hierbei:

f@)g(t) = cf'(x)g(t) =0
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Wir dividieren durch f(z) - g(t) # 0:
P _140)
flx)  cglt)

Diese Gleichung mufl nun fiir alle (z,t) gelten. Dies kann nur dann der Fall sein, wenn beide Seiten konstant
sind:

@) _ g0 _

flx) cglt)

Wir bekommen also folgende Differentialgleichungen:

f'(x) = Af(x) und g(t) = Acg(t)

Die Losungen dieser linearen Differentialgleichungen 1.0rdnung sind:
f(x) = exp (A\z) und ¢(t) = exp (Act)

Durch Multiplikation der Einzellésungen ergibt sich:

u(z,t) = f(x)g(t) = exp (A (z + ct)) mit A = const.

Ubung:

Versuche die Gleichung mit einem Summenansatz zu lésen:

u(z,t) = f(x) +g(t)

Als Losung erhédlt man dann:

u(x,t) = A(x + ct) mit A = const.

Siatzchen:

Ist z = w(z,y) Losung der Gleichung a(x,y)z, + b(z,y)z, = 0, so ist auch z = p(w(z,y)) Lésung fiir
jede differenzierbare Funktion .

Beweis:

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt:

a(xvy) : go’(w(x,y))wz + b(m,y)go'(w(x, y))wy =0

Klammert man ¢’ (w(z,y)) aus, so ist die Lésung ersichtlich.

Lemma:

Gilt fiir v € CY(R?) u; — cu, = 0, (x,¢t) € R? mit u(z,0) = 0 mit z € R, dann ist u(x,t) = 0V
(z,t) € R2

Es handelt sich um eine Eindeutigkeitsaussage.




1.2. ERSTE MOGLICHKEIT DER LOSUNG

Beweis:

A

t

(o, to)

0= () ()

Es sei (z0,t0) € R?, tg # 0. Zu zeigen ist dann u(zo,ty) = 0
u(g) = u(xo — ¢cs,to + 5) = 2(5)

2'(s) = —cug(wo — cs,to + 8) + ur(xg — cs, to +s) =0

z(s) = const. = z(0) = u(xo,to) = z2(—to) = u(xo + cto) =0

Satz [:

Wir betrachten:

ug(x,t) — cug(x,t) =0 (%)

Es gibt differenzierbare Losungen der Form u(z,t) = ¢ (x + ct) mit beliebigem ¢. Alle C!-Losungen der
Gleichung () erhélt man in der Form u(z,t) = ¢ (x + ct) mit einer beliebigen C!'-Funktion ¢ : R — R.

Beweis:

i.) u(z,t) = @(x + ct) ist eine Losung von (*). Dies wurde schon gezeigt (siehe Separationsansitze und

Lemma).

ii.) Es sei u € C1(R?) Losung unserer Gleichung (x). Es ist dann zu zeigen, daf§ es ein ¢ € C1(R) gibt mit
u(z,t) = ¢ (x + ct). (Wenn u also schon Losung der Gleichung ist, dann muf es sich in der gleichen Form
darstellen lassen.) Definiere ¢(7) := (7, 0). Nachzurechnen ist nun:

u(z,t) = ¢ (z+ct) = u(x + ct,0)

Wir betrachten hierzu v(z,t) = u(z,t) — u(z + ct,0). (Wenn Satz O korrekt ist, dann mufl immer v =0
sein V (z,t).) Durch Differentiation folgt:

vy = ug — cug (x + ct, 0)

Uy = CUy — cug (2 + ct,0)

1.) v —cvy =up —cuy =0
2.) v(z,0)=0

v erfiillt daher die Voraussetzungen des Lemmas. Damit gilt v(z,t) = 0.
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1.2.1 Losung eines Anfangswertproblems
Wir wollen nun folgendes Anfangswertproblem losen:

uy — cuy = 0, (z,t) € R?, u(z,0) = g(x) mit 2 € R
——

u(z,t)=
g(x+ct)

A

u

/\g<(x + ct) /Yx)
ct
- \ - a'r / 8‘ >

a1 —ct |0 ag —ct 2 T
A
U
t
t
T+ ct =7
g9(z)
Ig(v >
Y

Durch wu(x,t) — cug(x,t) = 0 wird eine sich nach links mit der Geschwindigkeit ¢ unverzerrt ausbreitende
Storung ,,beschrieben(Welle). Beachte dazu Blatt 1, Aufgabe 4: Losung der Differentialgleichung w(x,t) +
c(x, t)ug(z,t) = 0 mit u(z,0) = f(x).

1.3 Losungsmoglichkeiten der inhomogenen Wellengleichung

Wir betrachten nun die inhomogene Wellengleichung uy(x,t) — cuy(z,t) = f(z,t) mit (z,t) € R? und u(z,0) =
g(x). Die Funktion u sei Losung. Wir betrachten z(s) = u(z — ¢s,t + s) und 2z(0) = u(z,t). Weiterhin gilt
z(—=t) = g(x + ct) = u(x + ct,0). Wir differenzieren dies nach s:

2'(s) =uy (x —cs,t +8) — cuy (x —cs,t +8) = f(x —cs,t +8)

Durch Integration erhalten wir dann:
0 0
2(0) — z(—t) = u(x,t) — g(z + ct) = /z’(s) ds = /f(a: —cs,t+s)ds
~t ¢

Damit folgt durch die Substitution s — o =1+ s:

u(z, t) = gz +ct) +/f(x—c(a—t),a) do mit p(z,0) =0
—_——

Alle Losungen 0
der homogenen
Gleichung Spezielle Losung p(x,t)

der inhomogenen Gleichung
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Wir machen die Probe:
t

ux:g’(m—i—ct)—k/fx(x—l—c(t—5),8) ds
0

t
cuw:cg’(:c+ct)+c/f$(:L'—l—c(t—s),s) ds

0

t
ur =cg' (x +ct) + f(z,t) + c/ fo(x+c(t—s),s) (Differentiation von Parameterintegralen)
0

Durch Subtraktion folgt dann:

up — cuy, = f(x,t)

Wir formulieren aulerdem das Problem P(f, g), das gegeben ist durch:

ug(x,t) — cug(z,t) = f(z,t)
P(f,9) =
u(z,0) = g(z)

P(f,g) ist nur linear, wenn aus der Tatsache, dafl u; das Problem P(f1,¢1) l6st, folgt, dafl auch us das
Problem P(fs,g2) 16st. Oder anders formuliert: au; + Sug 16st das Problem P(af, + Gfa2, agr + Bg2) mit a,
B € R. Man nennt dies auch das Superpositionsprinzip. Betrachten wir nun also unsere Gesamtlésung;:

O uy(z,t) = g(x + ct) lost P(0,g).

Es handelt sich also um die homogene Losung.

O uz(x,t):/f(:tJrc(tfs),s)ds lost P(f,0).
0

Wir haben hier die inhomogene Losung.

Wir notieren uns nochmal das wichtige Lemma von vorher:

Lost w das Problem P(0,0), dann gilt u = 0.

Folgerung;:

Losen ug, us das Problem P(f,g), dann gilt u; = us. Dies folgt aus dem Lemma, da u; — us das Problem
P(0,0) lost. P(f,g) ist infolgedessen eindeutig lésbar.
Notieren wir uns nun nochmal die Losung von P(f,g):

u(z,t) = | flz+c(t—s),s)ds+ glx + ct)
/

Die Losung héngt stetig ab von f und g¢.Es sei u,, Lésung von P(f,,gn). Gilt f,, — f fir n— oo und g, — g
fiir n — oo, so hat man mit u,, — u die Lésung von P(f,g).

Wir betrachten folgende partielle Differentialgleichung:
Uy + Uy, =t

In diesem Falle gilt ¢ = —1 und f(z,t) = «t.
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up — cu, = v(x + ct)

Hier gilt also f(z,t) = v(z + ct). Die Storfunktion ist also gerade eine homogene Losung. Damit folgt:
flx+c(t—s),s) =v(@+c(t—s)+cs) =v(r+ct)

Wir erhalten dann folgende inhomogene Losung:

u(z,t) = [ vz +ct)ds =t -v(z+ct)
/

Bei gewohnlichen Differentialgleichungen hatten wir eine &hnliche Losung.

up — cuy = v (T — ct)
¢
u(z,t) = /v(m + ct — 2sc) ds
0

Wir fithren die Variable 7 ein iiber 7 = x + ¢t — 2sc. Dann gilt auflerdem ds = —% dr, womit sich ergibt:
1 z+ct
t) = — d
ue,t) = 5o [ vi)ar
r—ct

Analog gilt fiir folgendes Problem:

ug + cu, = v(x + ct)

x+ct

u(z,t) :2ic / o(r)dr

x—ct

Betrachten wir uns nochmal die geometrische Veranschaulichung:

u‘g(ac + ctp)
t
to
THct =1
9(z)
- I9(7 4+
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t
r+ct =9 = =29 —cl
T2 — X
to = ——
c
u=20 u=20
u#0
T —x
t1:71 o1 T+ ct =x1
c \
T —
ZTo I To T

1.4 Wellengleichung

Wir betrachten folgende inhomogene lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung.

g (2, 1) — ge (z,t) = f(x,t) mit (z,t) € R? (1)

f(x,t) kann man immer als Wirkung von auBen, die auf das System wirkt, interpretieren. Hat u die Einheit
cm und ¢ die Einheit s, so konne wir ¢ als Geschwindigkeit interpretieren.

0 1.Moglichkeit:

Wir bezeichnen im folgenden die erste partielle Ableitung nach ¢ mit d; und die erste partielle Ableitung
nach x mit d,. Damit gilt also:

Ou(z,t) — P0iu(z,t) = (0F — 202) u(z,t) = (0y — cdy) (0 + D) u(x, t) = f(z,1)
—_———
v(z,t)
Die partielle Differentialgleichung zerfillt somit in zwei verschiedene Differentialgleichungen 1.Ordnung;:

1.) v — cvp = f(x,t)

Hieraus kénnen wir v mit Satz [0 berechnen.
2.) up + cuy, = v(z,t)

Aus dieser Gleichung folgt dann u mit Satz O.

Damit gilt also:

t
up(z,t) + cug(z,t) = /f(a; +c(t — s),8)ds + p(z + ct) mit beliebigem ¢
0

F(a,)

Mit Satz O kann dann die Losung u(z, t) hingeschrieben werden. Als Ubungsvorschlag kann man folgende
Gleichung so behandeln:

Ut — CQum =xt

11
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O 2.Moglichkeit: Koordinatentransformation, Herleitung wie mit D’ ALEMBERT

Unser Vorgehen ist folgendermafien: Wir zerlegen das Problem in P; und P,. Aus P; resultieren dann
alle Losungen der homogenen Gleichung:

Ut — czum =0

Mit P, bestimmen wir eine Losung der inhomogenen Gleichung:

Upp — gy = flz,t)

Durch Addition folgt dann die gesamte Losung. Mit der vorherigen Zerlegung ergibt sich:

(0 — cOy) (Or + cOz)u=0
—_—

v
up — cuy = v(x,t)

v +cv, =0

Aus der zweiten Gleichung erhalten wir mit Satz 0:
v(z,t) = ¢ (x + ct)

Durch Einsetzen in die erste Gleichung ergibt sich:
ug + cu, = @ (x + ct)

Mit dem Beispiel von vorher folgend dann alle Lésungen (da man immer eine homogene Losung dazuad-
dieren kann):

x+ct
1
u(z,t) = % / o(1)d7T + ¥(x — ct) mit beliebigem ¢, ¥
r—ct

Wir kénnen die Funktion umschreiben, indem wir das Integral auseinanderziehen:

x+ct

u(m,t)z%c / @(T)d’l’—%c / o(r)dr + ¥(z — ct)
0

0

Satz 0:

Jede Losung der Gleichung uy — c2uy, = 0 erhiilt man in der Form u(z,t) = F(x + ct) + G(x — ct), wobei
F, G beliebige C2-Funktionen sind. (Lésung durch Koordinatentransformation & = x + ct, 7 = z — ct)

(Siehe auch Blatt 1, Aufgabe 1)

Es soll folgendes Anfangswertproblem gelést werden:

Ut — gy = 0 mit (z,t) € RZ t>0

u(z,0) = g(x), w(x,0) = h(x) mit z € R

Die Differentialgleichung ist invariant gegen die Transformation ¢ — —t. Wir notieren uns nochmal:
1) v(z,t) = p(z + ct)

12
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2.) w(z,t) + cug(z,t) = o(x + ct)
Bestimme ¢ und ¥, so daf} die Anfangsbedingungen erfiillt sind. Widmen wir uns der ersten Bedingung:
u(z,0) = g(z) = ¥(z)
Durch Einsetzen von ¢t = 0 in die zweite Gleichung erhalten wir:
h(z) + cg'(z) = ()

Dann ergibt sich mit der Lésungsformel:

x+ct
u(z,t) = % / (h(1) + cg(7)) dT + g(z — ct)

Damit folgt dann noch durch eine kleine Umformung die b’ ALEMBERTsche Formel:

x+ct
u(z,t) = %C / h(r)dr + % (g(z+ ct) + gz — ct))

Das ganze wird zum Schlul noch als Satz formuliert.

Satz 0:

Es seien g € C? und h € C!, dann gelten fiir

z4ct
u(z,t) = % / h(7)dT + % (g(z+ ct) + gz — ct))

B=Cl
die Gleichungen:
1.) ug — Cuge = 0 mit (z,t) € R x Ry

2.) u(x,0) = g(x), ut(x,0) = h(z) fir z € R

Dieser Satz kann durch Einsetzen der Losungsformel in die Wellengleichung bewiesen werden. u(z,t) = F(x +
ct) + G(z — ct) kann auBerdem leicht in diese Form iiberfiihrt werden (Blatt 1, Aufgabe 2).

Ubung:
1.) Fiihre die Probe durch!
2.) Interpretiere anschaulich die folgenden Félle:

a.) h=0, g(z) #0 fir z; <z < a9
b.) h(z) #0 fir z; <x <29, g(x) =0

Wir betrachten nochmals:
w(z,1) = g (,1) =0 (%)

Wir kénnen eine Losung @(z,t) von (x) sofort angeben:

u(x,t) = a1z + ast

13
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Diese Funktion ist uns aber zu trivial. Wir verwenden daher den Ansatz:

u(z,t) = ¢(a1x + ast)

Wir leiten dies ab:
Upe = a3¢" (a1 + agt)
uy = a2¢” (a1x + ast)
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir dann:
(a3 — 2ai] ¢"(a1z + ast) =0
Es gibt zwei Moglichkeiten:
0 ¢"(a1z + ast) =0
Diese Losung liefert uns nichts neues.
0 a3 —c?a? =0
Dies liefert uns folgende Beziehung:

2

ay 2

2=c

aj

Mit a; = 1 erhalten wir ay = *c.

Daher erhalten wir

u(z,t) = plarx + ast) =| d(z £ ct)

Wir bekommen also das Ergebnis, welches wir frither schon auf anderem Wege erhalten haben.

T+ct

1
g(x +ct) +g(x —ct)] + % / h(s)ds
r—ct
Wir betrachten den Fall fiir h = 0 und g # 0 auf einem kleinen Intervall auf der xz-Achse. Als konkretes Beispiel
nehmen wir:

u(z,t) =

N =

1 fiir |z —1x0] <2
u(z,0) = g(z) =
0 fir |z—axo>2

Also gilt:
To—2<zx+4+ct<x9+2
To—2Fct<x<axg+2=xct
A
t

To—2—ct rT=x0+2—ct x=ct+x9—2 r=ct+x9+2

To— 2 Zo zo + 2

14
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Spezielle Losung:

Wir betrachten:
e (2,t) — Pugy(z,t) = f(z,1)
u(z,0) = us(x,0) =0

1.4.1 Methode von Duhamel

Wir fiihren damit auf viele Probleme des vorhergehenden Typs zuriick. s > 0 sei fest. Wir betrachten nun
folgendes Problem:

Vit (2, 1) — g (1) = 0 fiir 2 € R

v(z,s) =0, ve(z,s) = f(x,s) firz e R (%)

Wir miissen dieses Problem auf die Zeit ¢ = 0 transformieren, damit wir die D’ ALEMBERTsche Formel anwenden
kénnen. v = v(z,t) sei Losung von (x). Dann ist w(z,t) := v(x,t + s) Losung folgenden Problems:

wie(2,t) — Cwae(2,t) =0 fiir t >0, 2 €R
w(z,0) =0, we(x,0) = f(x,s) firz e R (%)
Ist w = w(x,t) Losung von (xx), so ist v(x,t) := w(x,t — s) Losung von (x). Damit gilt:

xz+ct

w(x,t):% / h(¢,s)d¢

r—ct

Damit erhalten wir als Losung von (%) fir ¢t > s > 0:

z+c(t—s)

v(z,t) = 2ic / f(&,8)dE = u(z, t;s)

z—c(t—s)

Wir nennen diese Losung im folgenden u(z, t; s).

Satz 0:

Es sei folgendes Problem (% x x) gegeben:

gt (T,1) — gy (x,t) = f(a,t) firz € R, t >0
u(z,0) = up(x,0) =0

Dann ist u(z,t) eine Losung dieses Problems:

7 z+c(t—s)
1
u(z,t) = /u(x,t; s)ds fiir x € R, t > 0 mit u(z,t;s) = o / (&, s)d¢
c
0 z—c(t—s)
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Beweis:

Es gilt trivialerweise u(x,0) = 0. Durch einmaliges Differenzieren folgt:

t

ug(z,t) = u(z, t;t) + /ut(x,t; s)ds
0

Wir differenzieren zum zweiten mal:
t
uge(x,t) = u(x, t5t) + /utt(ac,t; s)ds
0

ut(x,0) =0

Nach der Voraussetzung ergibt sich weiter:

t
uge(x,t) = f(x,t) —I—/utt(a:,t;s) ds
0

t
gy (z,t) = 2 /um(az,t; s)ds
0

Durch Subtraktion folgt:

t

flz,t) +/ [ue (2,85 8) — Pugy(z,t;8)] ds =0

0

t  xte(t—s)

t
u(z,t) := /u(ac,t;s) ds = % / f(&,s)deds
0

0 ¢=z—c(t—s)

Wir machen nun die Substitution s — o =t — s, womit gilt:

t x+co
uet) = [ [ fet- i
0 {=x—co

Dies ist die Losung des Problems:
Ugy — gy = fla,t) firz €ER, £ >0
u(z,0) = u(z,0) =0 fir x € R

Die allgemeine Losung lautet:

u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct) + / u(z,t;s)ds
s=0

Es kann auflerdem gezeigt werden, daf3 dies die Losung des inhomogenen Problems darstellt:

16



1.5. BEMERKUNGEN ZU ,, WELLEN*

Ubung:

Es sei f(x,t) = xt. Dann ist eine Losung des Problems gegeben durch:

1
u(z,t) = éxtg’

Ubung:
Nach gleicher Methode kann auch u; — cu, = f(x,t) mit u(x,0) = 0 gelost werden (siehe Blatt 2, Aufgabe 2).

1.5 Bemerkungen zu ,, Wellen*

Wir betrachten im folgenden physikalische Probleme, die auf Gleichungen der Art vorher fithren. z, y, z:= 7
seien nun rédumliche Variable. t € R stellt die Zeitvariable dar. Wir betrachten also v = w(7t). Die n-
dimensionale (n =1, 2, 3) Wellengleichung ist:

O, t) = un (7 t) — AApu(Ft) =0 mit A=V -V

Wir wollen jetzt auch Losungen der dreidimensionalen Wellengleichung angegeben:
et (Fy ) — € [tge (Fy t) + yy (7 1) + sy (7, 8)] = 0

Es gelte folgender Ansatz:

u(,t) = a1 + agy + azz + agt = @ - 7+ ayt mit @ € R3
u(r,t) = ¢ (@ -7+ agt)

Dies leiten wir ab:

g = a3¢" (@ -7+ agt)

Vu=ad' (@- 7+ ast)

A=V -Vu=d- a¢"(@ 7+ ast)

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir:
Ou = (aj — ?|@|?) ¢” (@ 7+ ast) = 0

Wir bekommen also folgende Bedingung;:

2= ai
@l

Das Ergebnis bisher lautet:

Fiir jedes ¢ € C? ist durch u(7,t) = ¢(@ - 7+ aqt) mit @ € R?, a4 € R eine Losung von Ou = 0 gegeben,
falls gilt:

2
2= 242
Il

Diese -Bedingung wird nun wie folgt erfiillt:

=1, |7l =1= a4 = *c

QL

17



KAPITEL 1. EINLEITENDE BEMERKUNGEN

Damit erhalt man:
ur(7yt) = F (- 7+ ct)

ug(7yt) = G (- 7 — ct)

u(7,t) = F(ii - 7+ ct) + G(i - ¥ — ct) sind fiir beliebige C2-Funktionen Losungen von Ou(7,t) = 0 mit 7 € R?
und ¢t > c. (7, t) = 7 - 7 £ ¢t heifit Phasenfunktion von u, ug. Die Geschwindigkeit, mit der sich die Welle
ausbreitet, nennen wir Phasengeschwindigkeit.

Es sei t = tg fest und v € R: Dann wird durch 7 - 7+ ctg = v eine Ebene beschrieben mit Normalenvektor 7i.
Deswegen heiflen u; (7, t) und us(7,t) ebene Wellen. Bestimmte ebene Wellen sind harmonische Wellen.
Fiir n =1 (Dimension) gilt:

u(x,t) = sin (x — ct)

Um das Argument innerhalb des Sinus dimensionslos zu machen, schreiben wir die sogenannte Wellenzahl &
vor das Argument:

u(z,t) = sin [k (z — ct)]

Mit der Amplitude ug erhalten wir dann:

u(x,t) = up sin [k (z — ct)]

Auflerdem sind folgende Begriffe wichtig:
O Wellenléinge A:

A=
2

0 Schwingungsdauer T':

2
T=2"
ke

Damit gilt nun:

u(z,t) = ug sin (kz — ket) = ug sin (kx — wt) = ug sin [w (% - t)} = ug sin {277 (f\ - ;ﬂ)}

Man kann die Welle auch komplex schreiben:

u(xz,t) = ugexp [i (kz — wt)]

Physikalische Interpretationen finden sich dann in Real- und Imaginérteil. In drei Dimensionen gilt nun:

u(7,t) = ug exp [i (k7 - ¥ — wt)]

k7 = k bezeichnet man auch als Wellenvektor (englisch: propagation vector). Der Betrag dieses Vektors ist
dann gerade die Wellenzahl. =
Nun fithren wir weitere Bezeichnungen ein. Es sei folgendes Vektorfeld A gegeben:

t
A=A 1) = | As(7,1)
t

18



1.6. KUGELWELLEN

Hier gelten dann folgende Kurzschreibweisen:

B A, . AA,
Ay = | Ag, | , DA = | AA
As,, AAs

A(Ft) = F(k -7 — wt) = AgF (;g.;_ wt)

A heiit longitudinal, falls /_1'(7_", t) x k=aoV 7, t (parallel zueinander). A heiit transversal, falls /_1'(7_", t)- k=0
V 7, t (senkrecht zueinander) gilt.

1.6 Kugelwellen
Wir betrachten nun im folgenden rdumlich anschwellende (abfallende) Kugelwellen. Wir nehmen dazu an, daf
wir eine Losung u = u(7, t) mit gy (7, ) — > Au(F, t) = 0 haben, die nur von r = ||7]| = /22 + y2 + 22 abhiingt.

Es gelte nun u(7,t) =: v(r,t). Welcher Gleichung geniigt dann v? Wir transformieren dazu die urspriingliche
Gleichung in Kugelkoordinaten, so dal der Winkelanteil herausfallt.

u(z,y,2,t) =v (\/a:Q + 2+ z2,t)
Durch Differentiation folgt dann:
Uy = VUp " Tg, Uge = Ur’rr?g + VpTon

In mehreren Dimensionen gilt:

Au = v, ||V7|? 4 v, Ar

Weiterhin gilt:

Vr =9 = 1

Ar=V. _'rzﬁ-(T)
r

Wir erinnern uns an dieser Stelle:

=Sy

—

V- (f(r)g(r) = V() - §ir) + f(r)V - §(r)

Angewendet auf unsere Rechnung folgt:

- d - (1 1o 1\7 3 1 3 2
v.(f);.v<)+v.;;. (2)T++
T T T T T T T T T

Somit gilt:

2
'Utt(ra t) - 02 (UM‘ + 'Ur) =0
T

1 1 1 1 1 1 1
Vpr + ~Ur + U= (rvp: + v +v,) = - [(rvg)r + 0] = - (rvp +v), = - [(rv),], = ;(rv),.,.

19



KAPITEL 1. EINLEITENDE BEMERKUNGEN

Damit folgt fiir unsere Gleichung;:

Uy — cz(rv)rr =0

(rv)e — (rv)pr = 0

Es handelt sich genau um unsere eindimensionale Wellengleichung, deren Losung wir sofort angeben koénnen:
ro(r,t) = ¢(r + ct) + ¥(r — ct) mit beliebigem ¢, ¥

Man nennt also folgendes eine Kugelwelle:

v(r,t) = %gb(?" +ct) + %\I/(r —ct)

1.6.1 Stehende Wellen

Es handelt sich hierbei um Losungen der Wellengleichung s — ¢2/Au = 0 folgender Form:

(7, t) = f(M)g(t)

Die Variablen sind also gerade separiert. Wir haben also eine feste Form, wihrend die Amplitude von der Zeit
abhéngt. Nullstellen von f heiflen Knoten.

Wir betrachten:

Ut — Ugy = 0

Eine mogliche Losung ist:

u(z,t) = % (sin(z + t) + sin(z — t)) = sin(x) cos(t)

Die Knoten sind gerade die Nullstellen der Sinusfunktion:

rp=krfirke€Z

1.7 Zylinderwellen

Dieselbe Rechnung wie vorher liefert (mit r = ||7]| = /22 + y2):
AU = Vpp + VAT
Schauen wir uns nochmals Ar an:
= r 17 1 1
Ar— . (7“) _ <_2)T+.2:
r r2)r or r

Damit folgt wieder fiir die Gleichung;:

Vit = C Upp + —Up
T
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1.8. BEISPIELE AUS DER PHYSIK

Es handelt sich um die Zylinderwellengleichung. Gesucht sind Losungen der Form, dafl die Zeitabhéingigkeit
harmonisch ist:

v(7,t) = f(r)exp (iwt)

Durch Einsetzen folgt:

—w?f(r) exp (iwt) = ¢® exp (iwt) [f”(r) + if’(r)]

() = | £10) + )

Dann erhalten wir:

f”(r)—k%f’(r)—k%;f(?")zo fir r >0

Fiir gewisse Parameter handelt es sich um eine BESSELsche Differentialgleichung. Diese kann man mit einem
verallgemeinerten Potenzreihenansatz 16sen (siehe HM IIT). Gesucht sind Losungen der Form:

v(r,t) = f(r)exp (iwt)

u(z,y,t) =exp [i (k7T - 7+ wt)]

Wir wahlen 7 folgendermafen:

n= (2?;3) mit beliebigem ¢
u(z,y,t) = exp [ik (z cos¥ + ysin )] exp (iwt)
Fiihre in der (z,y)-Ebene nun Polarkoordinaten (r, ¢) ein:
u(rcos p,rsing,t) = 0(r, p,t) = exp (irk cos(¥ — ¢)) exp (iwt)
o
v(r,t) = exp (iwt) /exp (irk cos(v — )) dv
0

f(r)
Dies ist eine Loésung der BEssELschen Differentialgleichung. Dieses Integral hiingt nicht von ¢ ab. (Man beachte
das Additionstheorem cos ¥ cos p + sin ¥ sin p = cos(¥ — ¢).)

1.8 Beispiele aus der Physik

1.8.1 Die schwingende Saite

u(x,t) bezeichnet die Auslenkung aus der Ruhelage a der Stelle x zur Zeit t. o(x) sei die Dichte der Saite.
p(z,t) sei die Dichte der Kraft, die von auflen vertikal auf die Stelle zur Zeit ¢ wirkt.

Y
t sei fest

Yy = u(xvt)

u(0,t) =0=wu(l,t)Vt
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KAPITEL 1. EINLEITENDE BEMERKUNGEN

Gegeben sei u(z,0). Gesucht sei dann u(z, t):
- _ (H(z,t)
Tat) = <v<x,t>>

T sei die Kraft an der Stelle z zur Zeit t, die von der Spannung herriihrt. Die andere Kraft wirkt tangential.
Die Tangentenrichtung 7(z,t) sei gegeben durch:

T(@t) = <uz(i:,t))

—

T(x,t) X 7(x,t) = 0= V(x,t) = H(z,t)u,(x.t)

A
y

»

a b T

p(x,t) sei die Kraftdichte und o(z) die Massendichte der Saite.
H(a,t) = H(b,t) = H = const.

Die Kraft auf die Saite ergibt sich nun zu:

b b
H (ug(b,t) — ug(a,t)) + /cp(x,t) dg NERTON /Qutt(m,t) dz
a a

Damit folgt daraus:

b
J U taaa) + (a,t) = el t)] do = 0

a

Da dies fiir alle Stellen z und ¢ gelten muf, haben wir (Widerspruchsbegriindung oder Mittelwertsatz):

—iu T :cp(:c,t) mit ¢ = E
w00 = gyt ) = Ty \/Z

Im Falle n = 3 gilt:
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1.8. BEISPIELE AUS DER PHYSIK

In diesem Falle sei z ein Punkt im Dreidimensionalen. U C R3 sei elastisch. V' C U ist das Volumen und 90V
die Oberfliche des Korpers.

[ ewpntayar = [ Foido

14 ov

Mit dem GAUSsschen Satz ergibt sich dann:

/Q(x)utt(ﬂf,t) dr = _V/ﬁ.ﬁdT

\%4

Daraus folgt dann:

/ (g(w)utt(:v, t)+ V- ﬁ) dr =0

v

Auch hier mufl dann gelten wie zuvor:

o(x)ug(z,t) + V- F(x,t) =0

Oft gilt, daB die Kraft nur vom Gradienten von u abhéingig ist: F' = F(Vu). Unter Vernachlissigung héherer
Terme, also mit einer Linearisierung folgt:

F (ﬁu) ~ —aVu

Was hier dahinter steckt, ist das HOOKEsche Gesetz. a ist eine Konstante, die von den elastischen Eigenschaften
des Korpers abhéngig ist. Damit erhalten wir:

o(z)uy —alu =0

1.8.2 Bemerkungen zu den Maxwellschen Gleichungen

Wir benétigen hier folgenden Entwicklungssatz eines doppelten Kreuzproduktes:
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Damit ergeben sich Beziehungen, welche in Zukunft noch benétigt werden:

Vx (Vxe) =V (V-2)-ac
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KAPITEL 1. EINLEITENDE BEMERKUNGEN

3) v.E-2
€0
4) V.-H =

Es seien p, g, 0 und € = const. Mit der dritten MAXWELLschen Gleichung folgt:
Vx (VxE) =¥ (V- E) - 0B = Vo- AF

Dariiber hinaus gilt unter Verwendung der zweiten Gleichung;:

— [ (6 X ﬁ)t =—u (5Ett + UEt)

Damit erhalten wir schlielich durch Gleichsetzen:

-

AE — [LgEtt — /lO'E; = gvg

Analog gilt:

AH — uaﬁtt — ,uaﬁt =0

Diese nennt man auch Telegraphengleichung.

1.8.3 Telegraphengleichung

Ut — gy + aup +bu =0

Wir stellen uns vor, dal wir einen langen Leiter haben. Durch diesen Leiter flieBe ein Strom ¢ = i(x,t) und
es herrsche eine Spannung v = v(x,t). In diesem Leiter sollen die GréBen R (Widerstand), L (Induktivitét),
C (Kapazitit) und G (Verlustkoeffizient) gleichmifig verteilt sein. Dann gilt fiir die Spannung mittels des
Ohmschen Gesetzes:

vy + Ri+ Liy =0

Nach dem Gesetz iiber Ladungserhaltung gilt auflerdem:

iz +Cvi +Gv=0

Wir differenzieren die erste Gleichung nach x:
Vge + Riy + Lig, =0
Auflerdem differenzieren wir die zweite Gleichung nach ¢ und multiplizieren sie mit L:

LC’Utt + LG’Ut + LZtr =0
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1.8. BEISPIELE AUS DER PHYSIK

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichung folgt:
chtt — Vg + LG’Ut —Ri, =0
Durch Einsetzen der obigen zweiten Gleichung erhalten wir dann schlielich:

LCvy — Vgy + LGvy + RCvy + RGv =0

,i + g+§ +Eg *0
Mo ze T \e )" T e T

Wir verwenden nun folgende Bezeichnungen:
R G

A AL As

a=a+8,b=af

Ut — gy + aur +bu =0 (1)

a=—+
c

Den Term auy in Gleichung (1) nennt man dissipativen Term. Zur Losung machen wir folgenden ,,Separati-
onsansatz“:

u(z,t) = A(t)p(, t)
Allgemein gilt (sieche HM I);

k
Az ) =3 (’;) AK=D 0

=0

Damit folgt dann fiir k£ = 2:

ur = N (t)p(z,t) + A(t)pe(z, t)

ug = N () (2, t) + 2N 0 + M) st Uze = ANt) 0wa (7, 1)
Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir:
AMt)pre — Aoz + 01 2N + ad) + p(aX + N +bA) =0

Der Zeitableitung o, soll herausfallen. Damit haben wir folgende gewthnliche Differentialgleichung 1.Ordnung:
2) + aX = 0. Die Losung konnen wir einfach angeben (siche HM I):

A(t) = exp (—gt)

Damit folgt dann:
2

X'+ aX +bA = A(t) (b— ‘1) — ) 2 (a- p)?

Durch Einsetzen erhalten wir wieder:

2
Vet — gy + <b - a) p(z,t) =0 (2)

4
=:A
- a+f a T ;
Unser 1.Ergebnis ist: u(z,t) = exp —Tt p(x,t) =exp (_it) o(z,t) ist Losung, falls ¢ = ¢(x,t) Losung

von (2) ist. Fiir A = 0 haben wir:

o(x,t) = F(x + ct) + Gz — ct)
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u(z,t) = exp (—gt) [F(z + ct) + G(x — ct)]

Hierbei handelt es sich um eine gedampfte Welle, die relativ unverzerrt ist. Im Falle A = 0, also RC = GL
kann man gute Signale aussenden. Fiir A # 0 (a # 3) versuchen wir Lésungen in Form fortschreitender ebenen
Wellen darzustellen, ndmlich p(z,t) = F(x — ct). Diese bezeichnet man auch als Front- bzw. Pulslosung.

Pz = FN7 Pt = CZFN
Durch Einsetzen in die Gleichung erhalten wir:
AF —PF" + AF =0

Daraus sieht man, da} F' = 0 gelten muf}, da A # 0. Losungen in der Form ¢(z,t) = F(x — ct) gibt es also
nicht, der Ansatz ist unbrauchbar. Wir versuchen es mit einem neuen Ansatz (siehe auch Blatt 6, Aufgabe 3):

¢(x,t) = F(z —~t) mit v # ¢
Durch Einsetzen erhalten wir:
V2EF" (x —~yt) — AF"(x —yt) + AF(z —~vt) =0

Wir setzen x — vt = 7 und dividieren durch 2 — ¢?:

F' (1) + F(r)=0

2 _ 2

Y C

Losungen dieser Differentialgleichung 2.0rdnung sind:

.| A .
F(r,v) = exp <1 MT) fiir v # ¢

Wir erhalten weitere Losungen durch Superposition:

p(x,t) = /g(v)eXp (i VQACQ(w—vt)> dy

o/
y#c

Eine Uberlagerung von Wellen verschiedener Geschwindigkeiten fithrt zu Dispersion. Fassen wir nochmals
zusammen: Wir haben uns die Telegraphengleichung 1 —c?g, +au; +bu = 0 angeschaut. Mittels des Ansatzes

u(z,t) = exp (—gt) o(z,t)

ergibt sich dann oy — 2@ + Ap = 0 mit b — ‘1—2 = A. Fiir A # 0 machen wir nun Gebrauch vom Ansatz
p(z,t) = expli(kz — wt)] und erhalten durch Einsetzen:

—w?p — 2 (—kz2) o+ Ap=0

W=+ A
w=vVc?k?+ A=c(k)k

Wir 16sen nach c(k) auf:

1
c(k) = EV k2 4+ A
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1.9. KONTINUITATSGLEICHUNG

Falls die Ausbreitungsgeschwindigkeit von k (oder auch w) abhéngt, spricht man von Wellendispersion. Eine
Differentialgleichung heifit dispersiv, falls sie Losungen der Form exp (i [kz — wt]) besitzt mit w = w(k) € R
mit w”(k) # 0. Im Fall w(k) € C heifit die Differentialgleichung diffusiv. Dazu wollen wir die Wirmelei-
tungsgleichung (Blatt 3, Aufgabe 2/3/4) untersuchen:

us — Dug, =0
Durch Einsetzen des obigen Ansatzes erhalten wir:
(—iw — D [-k?]) exp (i[kz — wt]) =0

Daraus folgt w = —iDk? € C. Dies Gleichung ist also diffusiv.

Zusammenfassung:

Wir haben uns beschéftigt mit:
1.) Schwingende Saite

2.) Umformung der MAXWELLgleichungen

Dies fithrte dann zur Telegraphengleichung.
3.) Losung der Telegraphengleichung

4.) Erhaltungsaussagen (Conservation Laws) der Physik

Damit wollen wir uns jetzt beschéftigen.

1.9 Kontinuitatsgleichung
Diese beschreibt die Erhaltung der Masse einer stromenden Fliissigkeit. Dazu sei ein beschrinktes Gebiet

G C R? gegeben. G befindet sich auBerdem innerhalb der stromenden Fliissigkeit und G sei die Oberfliche
von G. Dei Dichte der Fliissigkeit sei o(7, t); die Stromungsgeschwindigkeit wird mit ¢ = (7, t) bezeichnet.

t fest

W
Vo

%’,7/1

o

Durch Integration iiber die Dichte erhalten wir die Masse der Fliissigkeit innerhalb des Gebietes:

M= [ o(F,t)dr (1)
/

M &ndert sich, wenn Fliissigkeit durch G in G hinein- oder aus G herausstromt. Wihrend der Zeitspanne dt
dndert sich M wie folgt:

AM = —dt / oF 1Y - d5| (@)
oG
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Leiten wir die Formel (1) fiir die Masse zeitlich ab, so erhalten wir:

AM :dt/gt(F,t) dr
G

Durch Gleichsetzen von (1) und (2) resultiert also:
/Qt(F, t)dr +dr / o(F, t)0(F,t)-do =0
G ilel

Mittels des GAUSSschen Satzes erhalten wir dann wieder:

/Pﬂﬁﬂ+ﬁwm&mﬁmﬂyh:o

G

Also folgt die Kontinuitétsgleichung:

1.9.1 Erhaltungssatz

Die zeitliche Anderung der Gesamtmenge einer physikalischen GrioBe (gegeben mittels einer Dichtefunkti-
on/Konzentration u(7,t)), die in einem Raumbereich G enthalten ist, riihrt her vom FluB ¢(7,¢) dieser GréBe
durch den Rand 0G von G und der Geschwindigkeit, mit der die Grofle im Gebiet erzeugt oder vernichtet wird
(beschrieben durch f(7,t, u(7,t)):

% u(m)dT:/$(f,t)-da+/f(m,u(m)) i (1)
G oG G

Die Gleichung sieht dann im allgemeinen Fall so aus:

~——
¢=07
Es ist u = ¢ (Dichte) und f = 0 (Erzeugung). Durch Anwendung der Kettenregel ergibt sich aus o = o(7(t), t):

o7 (1), 1) = 00+ Folr(t), 1) 7

Des weiteren folgt aus Gleichung (2):
V(o) +0=0

Vo T+ 0oV -T+0 =0

Durch Einsetzen erhalten wir dann:

. . d .
Vo 0+ oV -5+ o(F(t).t) - Vo T=0

Damit folgt dann schliefflich:

Kontinuitédtsgleichung = ,,Erhaltungssatz*
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1.9. KONTINUITATSGLEICHUNG

1.9.2 Verkehrsfluf
Auto v

. B
)—m» Aut Ob ahn

0 T

u(z,t) = o(x,t) sei die Verkehrsdichte (=Anzahl der Autos pro Léngeneinheit) und ¢(z,t) = gq(z,t) sei die
FluBigeschwindigkeit des Verkehrs, also die Anzahl der Autos pro Zeiteinheit, die zur Zeit ¢t den Punkt =
passieren. f = 0 bedeutet, da} Autos die Strafle nicht verlassen und auch keine neue Autos hinzukommen.
[x1, 23] sei ein Stiick der Autobahn. Die Gesamtzahl der Autos auf diesem Abschnitt ist gegeben durch:

T2
/ o(z,t)dx
T

Fiir die Zahl der Autos pro Zeiteinheit, die zur Zeit ¢ bei x; auf das Stiick [z1, 23] fahren minus die Zahl der
Autos die bei 25 das Stiick [z, z5] verlassen.

T2 T2

d

T o(z,t) da:z/gt(x,t) dz
T 1

Man kann dies auch schreiben als:

T2

q(z1,t) — q(za, t) = —/qm(x,t) dz

Z1

Damit erhalten wir durch Gleichsetzen:

Qt(xat) + qz(xvt) =0

Es ist ¢ = G(o(x,t)), die Fluigeschwindigkeit héingt also von ¢ ab. Damit gilt ¢, = G’ (o(x,t))o,. Wir erhalten
eine nichtlineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung:

ot(z,t) + G'(o(w,t)) 0z (x,t) =0

0
q=w<1—>
01

~ sei die mittlere freie Geschwindigkeit und g; das Maximum der Autodichte. Aulerdem kann man noch einen
Korrekturterm aufgrund eines Bremseffekts unter Zunahme der Dichte beriicksichtigen:

q:qg(l—g> — ko, mit k > 0 = const.
01
Durch Einsetzen dieser Funktion in die partielle Differentialgleichung erhalten wir:

oz(z,t) + (1 — 25) 02(x,t) = koga
1

e

ko, nennen wir Viskositétskorrektur.

0t + 00s = kOua

Diese Gleichung nennt man BURGER’s Gleichung (Modell fiir kompressible Fliissigkeiten).
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Kapitel 2

Eindimensionale Wellengleichung

Wir betrachten wieder die eindimensionale Wellengleichung;:

Lu = ugy — gy = f(2,t) fir c € Rund t > 0

c sei konstant und auflerdem grofler als Null. Man verwendet folgende Begriffe:
0 Halbunendliche Saite: x > 0
0 Unendliche Saite: z € R
[0 Endliche Saite: a <z <b

Wir erinnern uns: Fiir Lu = 0 sei die allgemeine Losung gegeben durch:

u(z,t) = F(x + ct) + G(z — ct) mit beliebigem F, G

w(z,0) = p(x), u(z,0) = ¥(z) mit x € R

Dann gilt fiir die allgemeine Losung:

x+ct t x+cs
1
u(z,t) = 3 [p(z + ct) + p(z — ct)] + / s)ds+ — / / f(y,t —s)dyds
s=0xz—cs
Man kann dies auch schreiben als:
) z4ct t  xtc(t—s)
u(z,t) = B [p(z + ct) + p(x — ct)] + / s)ds + — / / y, ) dyds
s=0y=x—c(t—s)

Im weiteren sollen nun folgende drei Begriffe gekldrt werden:
0 Abhé#ngigkeitsgebiet
0 Bestimmtheitsgebiet
0 Einflugebiet

Lu=0,z€Rundt >0
u(z,0) = p(x), u(r,0) = ¥(z)

Wir gehen nun in die 2-t-Ebene und nehmen uns einen beliebigen Punkt (xq, to):
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Definition:
tA
(w0, t0)
to+
x = ctH xg — cty xr = —ct+ x9 + cty
Abhéngigkeitsgebiet
7 } N »
xo — clp xg xo + cto T

/ \

Es sei 29 € R und ¢y > 0 gegeben. Das Abhéngigkeitsgebiet A(xq,to) des Punktes (zg, o) ist das Intervall der
Anfangskurve (t = 0, z-Achse), in dessen Punkten die Anfangsdaten ¢ und ¥ benétigt werden, um wu(zo, to)
auszurechnen.

A(zo,t0) = {(2,0)||z — 20| < cto}

Die Geraden = = ¢t + v mit v € R = const. heilen +-Charakteristiken fiir L; die Gerade x = —ct 4+ § mit
0 € R = const. heifen —Charakteristiken fiir L.
Das Bestimmtheitsgebiet (Fortsetzungsgebiet) des Intervalls I der Anfangskurve (¢ = 0) sind alle Punkt
(x,t) der Halbebene ¢ > 0 mit A(x,t) C I. Das sind alle Punkte (z,t) mit ¢ > 0, fiir die aus den Anfangsdaten
o(z), \Il(i‘) langs I u(x,t) berechnet werden kann.

t

xo — cly xg + cty

A
\

Daher muf} gelten:
rog—cto <ax—ct<x+ct <xo+cty

Welche Punkte erfiillen alle diese Ungleichungen? Dazu verarbeiten wir die erste und die letzte Ungleichung,
womit dann folgt:

—c(to —t) <@ —x0 < c(t — o)

Da ¢ > 0 folgt t < to und |z — x¢| < ¢(to — ¢). Damit konnen wir nun da Bestimmtheitsgebiet mathematisch
beschreiben:

B(I) = {(x,t)||x — xo| < c(to —t)} mit I = [xg — cto, 0 + cto]
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2.1. DIE PARALLELOGRAMMIDENTITAT

I = I »

-

\

1

Das Einflu3gebiet E(I) des Intervalls I der Anfangskurve (¢t = 0) sind die Punkte (z,t) der Halbebene ¢ > 0,
fiir die gilt, dal das Abhingigkeitsgebiet A(x,t) NI # {}. Das ist der Bereich der Halbebene ¢ > 0, auflerhalb
dessen sich die Werte von u nicht &ndern, wenn die Anfangsdaten ¢, ¥ nur in I geéndert werden.

I=[zg—cto,xo+cto] : E(I) ={(z,t)[t >0,—ct+x0—cto <x <ct+z9+cto}

2.1 Die Parallelogrammidentitét

Lu = g — Cigs

Ein charakteristisches Parallelogramm hat nur charakteristische Seiten.

A

t

O v4: 2z —ct =~ = const.

U ~_: x4 ct =2 = const.

Vorbereitungen:

K sei Kurve in der (z,y)-Ebene. Wir wollen folgendes Integral berechnen:

I:/[h(m,y) dz + g(z,y) dy]
K

Dazu benétigen wir eine Parameterdarstellung 7(¢) der Kurve mit ¢ € [a, b]:

33
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Wir stellen nun die Charakteristiken mittels Parameterdarstellung dar:

o= ("5 0= ()
i = (") o= ()

Nun gilt mittels der Kettenregel:

. d = :
Uy, = u(7(t)), Tl = Vu(r(t)) - 7(t) = cuy + uy
- d
Uy = U(T‘(t)), &1@7 = —Cug + Uy
Dann bené6tigen wir noch den GAussschen Integralsatz in der Ebene:
A
t

oG

>
T

G sei Gebiet in der (z,t)-Ebene, G sei auBerdem positiv orientiert und geniigend gutartig. Des weiteren
sei P = P(z,t), Q = Q(x,t) € C*(G) gegeben. Dann gilt:

é / [Qz; P d(z,t) = ]{ [Pde + Qdi]

oG

Angewendet auf unser Problem resultiert:
// (utt — CQUM) d(z,t) = // [(—CQUw)I — (—ut)t] d(z,t) = 7{ (—ut dz — uy, dt)
G G oG

Wir gehen nun aus von einer Funktion v € C?(G)

A
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2.1. DIE PARALLELOGRAMMIDENTITAT

G = (ABCD) sei charakteristisches Parallelogramm in G. Dazu berechnen wir das Integral I:

1= // Ludxdt = % (fut dz — Cuy, dt) =

B c D A
:/ —updx — 2 uwdt —|—/ utdx—02uw dt)—l—/(—utdx—CQdet)—l—/(—utdx—cQuw dt) =
A B c D
c D A
—c [ (ug + cuy) dt+c/ Up — Cly) dt—c/ ut—i—cuw)dt—l—c/(ut—cuw)dt:
B D

C
c D
Uy, dt +¢ / Uy_dt —c /
B c

—C

Q-‘Q_‘
Q—-‘g‘
CL‘Q‘

&\Q

/B
A
B A
= [ L wdt e [ Gu,
A D

[ udte.) = e fuB) ~ u)] + c[u(C) - u(B)) - ¢[u(D) ~ u(C)] + e fu(4) - u(D)] =

G

=|2¢c[u(4) +u(C) —u(B) — u(D)]

Wir formulieren dies als Satz:

Satz [J:

Es sei Lu = uy — c®uy, und G = (ABCD) sei charakteristisches Parallelogramm fiir L. Ist u € C%(G), so
gilt:

// Lu(z,t)d(z,t) = 2¢ (w(A) + u(C) — u(B) —u(D))

ABCD)

Satz [J:

G C R?(x,t) sei ein Gebiet, wobei u € C?(G). Dann gilt:
Lu=0in G < u(A) +u(C) = u(B) + u(D) fiir jedes charakteristische Parallelogramm (ABCD), das in G
liegt.

Nachweis:

»=" folgt aus Satz 0. ,,<=* zeigen wir folgendermafien. Wir nehmen an, daf es ein (xg,t9) € G mit Lu(xg,tg) >
0 gibt.
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Da Lu stetig ist in G, gibt es ein G' C G, (xg,t0) € G' mit Lu(x,t) > 0. Wihle das charakteristische
Parallelogramm (ABCD) C G’ mit (xq,t9) € (ABCD). (Nach Voraussetzung gilt: a(A)+u(C) = u(B)+u(D).)
Dann folgt nach [:

0< / / Lud(x,t)
(ABCD)
Dies stellt also ein Widerspruch dar.

Ubung:

Entwickle u(xg,to — h) — u(xo, tg) mit dem Satz von Taylor bis zur 2.0rdnung und lassen h gegen Null gehen.

u(xo, to)

he he
h

2.2 Cauchy-Anfangswertproblem
Es soll folgendes Anfangswertproblem (CAUCHY-Anfangswertproblem) geldst werden:
Ut — CUpy = flz,t) mit z € R, ¢t >0

u(z,0) = p(x), ut(x,0) = ¥(z) fir z € R (%)

To — Cto ZTo + Ct()

Gesucht ist u(zo, to).

//Lua:t (z,t) / flz,t)daxdt =

A(ABC) A(ABC
c A

= / (—ut dz — Pu, dt + / —upda — Puy dt) + / (—ut dz — Pu, dt) =
A B c
zo+cto

= / —U(z)dz + c(u(xo, to) — u(xo + cto,0)) — ¢ (u(zg — cto, 0) — u(zo,to))
x—cto

1 to  xo+c(to—t) ] zo+cto 1
u(zo,t0) = % / / f(x,t) dedt + % / V(z)dx + 5 (¢(zo — cto) + p(xo + cto))
t=0 $=£U—C(to—t) xo—cto

36



2.2. CAUCHY-ANFANGSWERTPROBLEM

Satz [:

1.) Geniigt v dem Problem (%), so hat u die obige Darstellung (D’ ALEMBERTsche Formel).

2.) Sind ¢ € C?(R), ¥ € CY(R) und f € C1(R x (¢t > 0)), so ist u gemiB der D’ ALEMBERTschen Formel
in C?(R x (t>0))NC (R x (t >0)).

utt—CQUMZJL‘Q mit ¢t > 0 und x € R
u(z,0) =z firx € R
ut(x,0) =0 fir z € R
O 1.Schritt:
Wir suchen zuerst eine stationéire Losung:

L4

Uy = Ul(m) = 7@1’

O 2.Schritt:
Wir machen einen Ansatz fiir die gesuchte Funktion u(z,t):
u(z,t) = uy(x) + w(z,t)
Fiir w erhalten wir dann folgendes homogenes Problem:
Wiy — CWep =0
L4
w(z,0) =z + —z°, w(z,0) =0

12¢2
Dieses Problem ist nun einfach mit der b’ ALEMBERTschen Formel zu 16sen:

[w(z — ct,0) + w(z + ct,0)]

DN | =

w(z,t) =

2.2.1 Eindeutigkeit der Cauchyschen Anfangswertaufgabe: Energieintegralme-
thode

Es geht wieder um folgendes Problem:
Lu(z,t) = f(x,t) fir s € Rund t > 0

u(z,0) = p(z), ut(x,0) = U(x) mit x € R (%)
Das Problem (x) besitzt genau eine Losung, welche durch die D’ ALEMBERTsche Formel gegeben ist.

O Erste Moglichkeit zur Begriindung:

Ist @ eine weitere Losung, so gilt fir w = v — u:
Lw =0, w(z,0) = w(z,0) =0

Satz O liefert dann w(zx,t) = 0.
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Satz [1:
. A
T
(330, tO)
A(zo,t0)
»
xo — clg xg + cty T

B(A(xo,t0)) ist ((z,t) =0V (z,t) € B).

Firu e C?(R x (0,7))NCY (R x [0,T)) gelte uy — c*uyze = 0 fiir x € R, 0 < t < T. Es sei (z0,%), ¥o € R,
to € (0,T) beliebig aber fest. Aus u = u; = 0 folgt dann auf A(xg,1), da v = 0 im Bestimmtheitsgebiet

Beweis:
A
t (zo,t0) .
Es sei t € (0, to] fest.
T(t):l‘:ctJrIofcto Bt:{(lﬂ,t)Hx*IEdSC(to*t)}
t

»
xo — clg To + cto x

By = A(zo,t0), By = {(z0,%0)}
R(t)
1
E(t) = 3 / (uf + *u2) da
r(t)

E(t) >0Vt und E(0) = % / (u2(z,0) + Fuj(z,0)) dz =0

A(zo,to)

x = —ct+xo + cto = R(t)
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2.3. STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN DATEN

Unser Ziel ist, zu zeigen, daB E(t) = 0 fiir 0 < t < to. Das Vorgehen hierzu ist, E(t) zu bilden (R(t) = —c,

7(t) =c¢):
B(t) = & | R() (0 (R, 1) + 0 (R0, 1)) — #(0) (aF (r(2),0) + 0 (r(0),1) +

T

R(t)
1

r(t)

R(¢)
= —%c [(uf + Pul) (R(t),t) + (uf + 2u2) (r(t),t)] + % / 2uy (g — Ptigy)
~—_————

r(t) =0

R(t)

/ (2ututt + 202umuzt) dx

(®)

+2¢? (uguy),

= —%c [(uf + Pul) (R(t),t) + (uf + *u2) (r(),1)] + & [(uoue) (R(t),t) — (uzuy) (r(t),t)] =

_ —%c [(uf + Pul — 2cuzwy) (R(t), ) + (uf + Pul + 2cuzuy) (r(t),t)] =
_ _%C [(Ut B cum)Q (R(t),t) + (us + C“z)2 (r(t)»t)} <0

—%c [(uf + Pul) (R(),t) + (uf + ul) (r(t),t)] + 3 / (2upuge + 2¢% (uzwy), — 2cPuptiy,) do =

dx =

Da E(t) > 0, F(0) = 0 und E(t) < 0 gilt fiir 0 < ¢ < ty, haben wir somit folgende Erkenntnis gewonnen:

Et)=0= ;/(ut +c2u?) da

Bt

Damit ist also u(x,t) = const. V (x,t) € B (A(xo,tp)). Mit u(z,0) = 0 folgt dann wu(z,t) = 0V (x,t) €

B (A(.’EQ, to))

2.3 Stetige Abhingigkeit von den Daten

Wir haben also folgendes Problem:
Lu = uy — gy = f(z,t) fiir r € Rund ¢t > 0

PO(SDa \IJ7 f) = {
u(z,0) = p(x), up(x,0) = () fir z € R

Die Loésung kann mittels der D’ ALEMBERTschen Formel berechnet werden:

x+ct

[o(x +ct) + p(x — ct)] + / ds+210/t / fly,t —s)dyds

s=0y=xz—cs

x+cs

u(x,t) =

N =

Es sei nun Lo: C?(R) x C'(R) x C' (R x (r > 0)) — C*(Rx (t > 0)) die Losung des Problems, also Lo(p, ¥, f) :=
u. Ly ist ,stetig® in (@, U, f) bedeutet dann nach HM I, dafl es zu ¢ > 0 ein § > 0 gibt derart, dafl aus

(o, W, ) = (2,0, f)|| < & folgt:

1£0 (2,9, F) = Lo (e, W, f) || <

Wir definieren eine Norm in C?(R), C*(R):
IAIl = sup {[A(z)[|x € R}

Fiir CY(R x t > 0) gilt:

lgll = sup {lg(z, )], = € R, ¢ > 0}

1A 1 @I = I+ Dl + gl
Fiir eine Norm miissen folgende Eigenschaften gelten (siehe HM 1):
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O Jlull >0, [Ju|| =0 nur fir u=20
0 el = fo ffull
0w+l < flull + o]

Diese Eigenschaften kénnen als I:Jbung gezeigt werden. AuBerdem soll als Ubung gezeigt werden, daf8 aus
le =@l <6, [ —P| <4, | f— fll <d die Ungleichung ||u — @|| < € folgt mit folgendem d:

f< &
T l4to+ 383

Andere Formulierung:

Aus der gleichméfligen Konvergenz von ¢, — @, ¥, — U, f, — f fiir n — oo folgt:

L0 (#ns Uns fu) = Lo (6.0, )

Lo ((ﬁ,\il,f) fiir ¢, U, f € CO heiBt verallgemeinerte Lésung von Py(p, \i/,f), falls es Folgen (¢,), (U,),

(f) mit (o) € C2(R), (¥,,) € CL(R), (fn) € CHRx (t > 0) gibt mit Lo(@n, ¥n, fn) — L(H, T, f) fiir n — co.
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen. Das Problem Py(¢, ¥, f) ist wohldefiniert:

O Existenz (D’ ALEMBERTsche Formel)
O Eindeutigkeit (Satz O)

0 Stetige Abhéingigkeit von f, ¢, ¥

Uy + Uyy = 0 im R?

Wir schauen uns zwei Losungen der Gleichung an (Beweis durch holomorphe Funktionen):
1

v(z,y) =0 und w(z,y) = X sin(Ax) cosh(Ay) fiir A € R

Was passiert mit den Anfangsbedingungen?

v(z,0) = 0 und v, (z,0) =0

1.
w(z,0) = X sin(Az) und wy(z,0) =0
Fiir A — oo gilt:
1.
<O, X sm(/\z),()) — (0,0,0)

Die Daten konvergieren also gegeneinander. Falls das CAUCHY-Problem fiir die Potentialgleichung wohldefiniert
wire, miiften w(z,y) — v(z,y) fir A — oo gelten. Das gilt nicht, da:

1
lim X sin(Az) cosh(Ay) = oo fiir y > 0

A—00
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2.3.1 Zur Struktur der Terme in der d’Alembertschen Formel

x+ct xr+cs

[o(x +ct) + p(x — ct)] + / ds+—/ / fly,t —s)dyds

s=0y=z—cs

u(x,t) =

N =

Wir fiithren nun folgende Bezeichnung ein:

x+ct

(Tw)(z,t) ::% / w(s)ds

r—ct

Hiermit erhalten wir:

x+cs

u(e,t) = o () 1)) + (1% / [ swt-9aas

snyca

t
0
u(zx,t) = % [(To)(z,t)] + (IP)(z,t) + / (If(e,8))(z,t —s)ds
s=0
Wir betrachten die Heaviside-Funktion:

1 fir ¢>0
H(t) =
0 fir t<0
1
1 % fir |z| <ect
E(x,t) = %H(ct —lz|) = ¢

0 fir |z|>ct

(1) = B, t) = o H(ct — |z])

xr = —ct A T =ct

Wir fithren das sogenannte Faltungsprodukt ein:

(f%9) /fw—

Mit der Substitution y — s = z — y geht das Integral {iber in:

+oo
/ ﬂ$fosMb:%g*ﬂ(@
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Das Produkt ist kommutativ, man kann also f und g vertauschen. Die Variable, welche bei der Faltung eine
Rolle spielt, sei @ und ¢ ein Parameter (weil E innerhalb i und auBlerhalb gleich 0 ist):

+oo
B0+ (@) = [ Ba-pt¥wdy=5 [ $wdy=(19) @1

|z—y|<ct

Die Funktion sei nun so gutartig, da man die Zeitableitung in das Integral ziehen kann:

O (Ip)(x,t) = 0 (E(e, 1) x @) (x) = (O E(e,1) x ¢) ()

(Exf)( / / (z—¢&t— )f(ﬁ,T)dEdelcjo +/OOH(c(tT)|xf|)f(§,7)d§dT
f=—ocoT= 7=0¢=—o00

- / (€ 7) dedr

lz—&|<c(t—T)
—c(t—-T)<z—-&<c(t—T)
x—ct—7)<&é<z+ct—-T7)fir0 <7<t

Wir betrachten die §-Funktion und deren Eigenschaften. Die §-Funktion wird in der Distributionstheorie
als Grofivater der Distributionen bezeichnet.

0 fir =z+#0
o(x) =

oo fir =0

+o0
/ 0(z)dx =

/f 5(z — a) dz = f(a)

(0% f) (@) = (fx0) () = f(x)
Die é-Funktion ist also das neutrale Element der Faltung. u(z,t) = (E % f) (x,t) 16st uy — 2ug. = f(x,t).

L(E* f)(z,t) = f(x,1)

(LE* f) (x,t) = (0% f) (,1)

Durch Vergleich ergibt sich also LE = §. E heifit Fundamentalldsung (siehe Blatt 4, Aufgabe 2; schwa-
che Losung) der Wellengleichung Lu = sy — gy, falls gilt ,LE = §“. Die GREENsche Funktion ist eine
Fundamentallosung, welche bestimmte Randbedingungen erfiillt.

Wir notieren uns nochmals die D’ ALEMBERTsche Formel:

) z+ct t  xtc(t—s)
u(z,t) = 3 (p(z + ct) + p(x — ct)) + / x)ds +— / / (y,s)ds
r—ct s=0y=z—c(t—s)

R(z,t)
AuBerdem betrachten wir folgendes Problem (siche Aufgabe 2 auf 5.Ubungsblatt):

Ut — Ugy + U+ 2u; =0
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Uty — Uy = —u — 2up = T(u,u) (2, t)
—_———
f(z,t)
Ein Iterationsverfahren bietet sich hier an:

u(x,t) = R(x,t) + T(u, ug)(z,t)

u™ (2,8) = Rz, t) + T, uf" V) (2, 1)

Hier setzt man dan u(%) (z,t) = 0.

2.3.2 Einige Beispiele/Darboux-Problem, Gausat-Problem,
Charakteristisches Problem

Besonders in der Gasdynamik sind diese Beispiele wichtig.

1.) DARBOUX-Problem:

Lu = up — g

Die Charakteristiken sind x = *ct + «.

A
t

// Lu(z,t) dedt = 2¢ [u(A) — u(B) + u(C) — u(D)]

(ABCD)
Es seien im folgenden a, b > 0 und konstant.
Lu = f(xa t)
x
u(m,f) =pi(x) fir0<a<b
c
x
u(:v,—f> =o(x) fiir —a<z<0
c

Des weiteren soll gelten ¢1(0) = ¢2(0) (Vertriglichkeitsbedingung). Man spricht hier von einer
Vertréglichkeit von ¢; und s.
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Man erhélt dann, was wir hier nicht explizit vorrechnen, fiir die Koordinaten der Punkte A und B:

(e +E e+
B‘( 2 2c>

Ao <fCT’_§CT>
2 2c

Wir integrieren nun Lu = f {iber das Parallelogramm (0, B, (§,7), A).

J[ enawn =2 fa o (T vuen - o (57|

Durch Auflésen erhélt man nun u(&, 7).

0< CTerf <bs —cr<EL<2b—crT
E—cr

—a <
“="

<0scr—2a<¢<ecr

Wir betrachten nun das Anfangswert-Randwertproblem:
Ut — Czumx = f(.’L',t)
ug(xz,0) = @1 () fir 0 <z < 2xq

x
u(%E) = @o(x) fir 0 <z < 9

xr = —ct + 2z
tA
B xr=ct
U = @2 >
&)
A >
0| ur=v1 2o 20 x
E+cr E+ct
A= (&—c1,0 d B
(€~ cr0)wna 5 (£5T S

// Lu(x,t)dzdt = 2¢ [u(A) — w(B) + u(C) — u(D)]
)

(ABCD

// Lud(z,t) = j{ [—u¢ dz — Pu, dt]
G

oG
O Integration iiber +-Charakteristik
N
[ o= clu) - u(an)
M
O Integration iiber —Charakteristik
N

/Q = +4c[u(N) — u(M)]

M
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E—cT

I://f(x,t)d(x,t): / —p1(x)de — cu(&, ) —u(€ — cr,0)] +

0

el (£5) ] o (45
A

t
B

(& 7)

Wir integrieren nun iiber (4, B, (¢, 7),C):

e s (52) (52

(&, 7) erhdlt man nun, indem man u(§ — ¢7,0) eliminiert. Man setzt (¢ — ¢7,0) aus Gleichung (1) in
Gleichung (2) ein und erhilt die Losung:

<§+CT
- 2
0<&—cr <22

0 SIEO

2.) GAUSAT-Problem:

Fiir ¢t < x < oo sei folgendes Problem gegeben:

Lu = up — gy =0

u(z,0) = f(x)
u(et, t) = u (T, %) =gt) fixr t >0, 7=ct
A
t
T = —ct T =ct
C
B
u=g (z,t)
T >ct
D
A
»
Loy = f €z

45
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Man erhélt somit durch Einsetzen der Anfangsbedingungen:
u(z,t) = F(x + ct) + G(z — ct)

f(z) = F(z) + G(z)

g(t) = F(2ct) + G(0)

Damit kénnen wir bestimmen:
T

F(x) =g (5.) +G(0)

Gx) = f2) — g (5) — GO)

Dann erhilt man die allgemeine Losung, da G(0) verschwindet:

(@, ) 29(210 (x—i—ct)) +f(:c—ct)—g<216 (at—ct))

Durch eine Probe kann nun noch iiberpriift werden, dafi die Anfangsbedingungen wirklich erfiillt sind.
Wenn die Gleichung inhomogen ist, gehen wir folgendermaflen vor:

Lu = uy — gy = h(z, )

u(z,0) = f(z)
u(ct,t) = g(t) fir t > 0

Wir fithren eine Integration {iber das charakteristische Parallelogramm durch:

w(w,t) zg(210 (m+ct)) +f(x—ct)—g<216 (;v—ct)) o // h(e, ) d(E,7)

(ABCD)

Dies kann durch einfaches Nachrechnen gezeigt werden. Betrachten wir nun folgendes Problem:
Ut — gy = 0

u(z,0) =p1(z) fir0<z<a

U (&5%) =po(z)fir0<z<a

Fiir 0 < 8 < 1 gilt dann ¢1(0) = v2(0) (Vertriglichkeitsbedingung).

¢ xr=ct
e
7
//
U=
7
//
7
Z X 1
S =pB—,x=—=ct
/ c
//
e
//
7
Ve ($7t)
7/
7/
e
e
e
7
7,
Z
»
a U = P2 T
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2.3. STETIGE ABHANGIGKEIT VON DEN DATEN

Man kann somit eine Iteration aufstellen. Man erhélt dann eine unendliche Folge immer kleiner werdender
charakteristischer Parallelogramme. Wir wollen jedoch nun anders vorgehen. Dazu notieren wir uns die
allgemeine Losung:

u(z,t) = F(x + ct) + G(z — ct)

Durch Einsetzen der ersten Bedingung folgt:

p1(z) = F(z) + G(z)

pa(z) = F (14 P)z) + G ((1 - B)z)

Dann erhalten wir aus der ersten Gleichung:
F((1+P)z) = ¢1 (1 + p)r) = G((1+ B)z)

Mit der zweiten Gleichung ergibt sich dann:

p2(z) — o1 (1+ P)z) = G((1 = P)a) = G((1 + f)x)
Wir fithren nun neue Bezeichnungen ein:

1-p

(1+6)x::X7a:1+5

fir0<f<lei<a<l

Damit folgt dann:

e (135) - nm=6(155%) -6

e (135) ~ 910 = 6ax) - 6(x)

Die linke Seite ist uns natiirlich immer bekannt; wir setzen diese gleich P(X) und erhalten dann folgende
Funktionalgleichung:

PX)=GaX)-GX)mit0<a<1
Wir multiplizieren die Gleichung mit -1:
—P(X)=G(X) - G(aX)

Wir betrachten dies an der Stelle aX:
—P(aX) = G(aX) - G(a*X)
—P(a*X) = G(a?X) — G(a*X)

Wir addieren diese P, wobei sich eine Teleskopsumme ergibt:

=Y P(&’X) =G(X) - G(a"'X)
j=0
1.) Stetigkeit:
Die Funktion ist in x( stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein o > 0 gibt, so dafl aus x € D und
| — zo| < 0 =0 folgt, daB | f(x) — f(zo)| < € ist.

2.) f ist stetig in xg € D:

lim f(z) = f(zo)

T—xT0
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Aus der Stetigkeit von G folgt:

G(X iP ' X)
7=0
F(X) = p1(X) = G(0) + ) P(o’X)
j=0
u(:r,t):wl(x+ct)+iP(aj(x+ct iP o (z — ct))
j=0 j=0

Als Ubung kann man Bedingungen an ¢; und ¢ stellen, so daf8 die Summe konvergent ist. Es muf
aufspaltbar sein, so dal man alpha’(z) immer ausklammern kann (geometrische Reihe).

Es sei 1 (x) = 0 und pa(x) = z2. Dann erhalten wir:
; 2

; ol X ; X2

Pld’X) = R A ———

@)= ({75) = @i

Dann erhalten wir folgendes geometrische Reihe, deren Wert wir einfach berechnen kénnen (siehe HM
I):

4zct 1
Zazj [Hﬂ [(:E +et)? —(z — Ct)Q] = (1+ )2 1_a2 Bmt

o

2.4 Die Wellengleichung im halbunendlichen Intervall
Wir haben also folgendes Problem:
Ut — C Uy = f(z,t) firx >0,t>0

u(z,0) = p(x), ug(z,0) = U(z)

Auflerdem kann man eine Linearkombination verschiedener Randbedingungen vorgeben:
au(0,t) — Bu,(0,t) = B(¢t) fir t > 0

a(t) — Pu,(0,t) = B(¢t) fiir t > 0

A A (xv t)
¢ T =ct t
r=ct
x <ct
x <ct
L
T >ct
. T
d’Alembertsche Formel T e
> » »
0 T U, Ug £ 0 ct—x T+ct x
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Wir integrieren also iiber das Trapez T, wobei wir das Integral mit F'(z,t) bezeichnen wollen:

// Lud(g,7) = Az, t)
T

ct+x
x x
// Lud(¢,7) = — / U(s)ds+clu(z,t) — p(z + ct)]—c [u (0,t - E) - u(m,t)} +c {cp(ct —z)—u (O,t - Eﬂ
T ct—x
Mit der Abkiirzung A(t) = u(0,t) erhalten wir durch Auflésen nach u(z,t):
1 1 ct+x 1

x

u(e,t) = oo Fla, )+ 5 / W(s)ds + 3 ol + ef) — plet — )] + A (1= 2)
ct—x

Wir betrachten nun den homogenen Fall f(z,¢) = 0, womit auch F'(z,t) = 0 folgt:
1 1 1 T
- q? \II _ = / / _ _ li _
Ug (2, 1) 5 [U(ct+ )+ Vet —x)] + 5 [ (x + ct) + @' (ct — 2)] C/\ (t c)
Dariiber hinaus gilt:

u(0,0) = iig(l)u(x, 0) = ¢(0), u(0,0) = %E)I(l) u(0,t) = A(0) = A(0) = »(0)

e (0, 1) = %\I/(ct) + o et) — %)\’(t) 1 %/\(t) _

Wir erhalten nun:

N(t) + ?A(t) + (—ﬁB(t) — U(ct) — c<p/(ct)> =0

P(t)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung 1.0rdnung der Form:

x

y'(z) + alz) - y(z) = r(z) mit A(x) = /a(s) ds

Die allgemeine Losung einer solchen Gleichung kénnen wir angeben:

y=C-exp (—Alx)) + exp (~A(x)) - / r(s) exp(A(s)) ds

Falls a(x) fiir 29 = 0 konstant ist, geht die allgemeine Losung iiber in:

y(x) =C -exp(—a-x) Jr/r(s) -exp(a(s — z))ds

Wenden wir diese Formel nun auf unser urspriingliches Problem an:

—P(s)

A(t) = o(ct) +jexp [;c(s - t)] (;B(s) + U (cs) — c?gp(s)) ds
0

x+ct
1
[o(x + ct) + p(z —ct)]| + — / U(s)ds fir = >ct

DN =

2c J .
ulat) = atct
[(p(x—i—ct)—cp(ct—x)]—l—%/\Il(s)ds—&—)\(t—%) [U(O,t—%)} fir O<z<ect

ct—x

DN =
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Spezialfall f = =¥ = 0:

At) = ;/texp [gc(s - t)} B(s)ds
0

Es resultiert die Losung des Problems:

0 fir z>ct
— Ty .
) ¢ / e p[a (s t—l—x)} B(s)ds fiir z<ect e
e xp |2 (s—t+ =
B ) B ¢

Spezialfall a #2 0, 3 =10, f = 0:

x+ct
1 1
§[¢(x+ct)+<p(xfct)]+2— / U(s)ds fiir x>ct
c
r—ct
u(z,t) = "
L@ tet) —0(ct—a)+ ~ [ w(s)d +lB(t7£) fir 0<a<ct
5 lplz+e ct—x %0 s)ds + — p tir x<c
ct—x

Als Ubung kann folgendes gezeigt werden: u ist auch C? (z > 0, t > 0), falls p, B € C2, ¥ € C*, ap(0) = B(0),
a®(0) = B'(0), *¢"(0) = ; B"(0)

2.5 Verschiedene Anfangswert-Randwertprobleme

2.5.1 Fortsetzungsmethode
Wir behandeln die Probleme (siehe Aufgabenblatt 6, Aufgabe 2)

Lu = ugy — gy = f(x,t) fir >0,t>0
Pi(f,,0,B) 1 u(z,0) = p(x), us(x,0) = ¢(x) fir x>0 (Anfangsbedingung)
u(0,t) = B(t) fir t> 0 (Randbedingung)

und Ps(f,p, 9, B), das aus Pi(f,¢,1, B) entsteht, wenn man die Randbedingung durch u,(0,¢) = B(t) fiir
t > 0 ersetzt.

O 1.Schritt: Es geniigt, Pi(f, ¢, 1,0) (Px(f, ¢, %,0)) zu behandeln.

a.) Ist uy (u1) Losung von Py (f, ¢, 4, 0) (P2(f, ¢, 1, 0)) und us (uz) Losung von P (0, 0,0, B) (P2(0,0,0, B)),
S0 ist w1 + ug (U1 + u2) Losung von Pyi(f, v, v, B) (Pa(f, ¢, 1, B)).

b.) Ist w (w) Lésung von P;(—B", —B(0),—B’(0),0) (Pe(—zB",—xB(0), —xB’(0),0)), so ist u(z,t) =
w(z,t) + B(t) (u(x,t) = w(z,t) + B(t)) Losung von P;(0,0,0, B) (P»(0,0,0, B)).

O 2.Schritt: Zur Losung von Py (f, ¢, %,0) (Pa(f,p,1,0)) setze f(0,t), ¢, 1 ungerade (gerade) auf ganz R
zu Funktionen F'(e,t), ®, U fort:



2.5. VERSCHIEDENE ANFANGSWERT-RANDWERTPROBLEME

Satz:

Es sei g € R beliebig aber fest. Sind ¢, 1, F(0,t) gerade [ungerde] beziiglich xg, dann ist auch w(o,t)
gemifl der D’ ALEMBERTschen Formel gerade [ungerade| beziiglich xg.

f(z,1) fir >0 o(x) fir >0
Flo,t) = () =
tf(—x,t) fir <0 to(—x) fir <0
Y(x) fir >0
V() =
+p(—zx) fir z<0
A
t r=ct
x
t>—
c

»-
U, Uy T

Dies betrachtet ist fiir z > 0 die Losung unseres Problems P (f, ¢, %,0), denn es gilt u(o,t) > 0.

x+ct t r+c t s
1
u(z,t) = E[Q(x—l—ct)—i—q)(x—ct / P(s ds—l—— / / y,s)dyds
s=0y=z—c(t—s)

Die Losung von Py (f, p,1,0) (Pa(f, @, 1,0)) ist also gegeben durch:

1 1 x+ct 1 t  xtc(t—s)
u(z,t) = §(¢(x—ct)+<1>(x+ct))+% / \I/(s)ds—&—% / / F(y,s)dyds fir £ >0,t >0
z—ct s=0 y=z—c(t—s)

Wir schreiben die Losung in eine Form um, die f, ¢ und % beinhaltet:

L)o<t<
t  ztc(t—s)
1
u(z,t) = §[¢(x+ct)+¢(x—ct +— / P(s ds—f——/ / f(y,s)dyds
x—ct s=0y=z—c(t—s)
2)0<Z<t:

O(x+ct) = p(z+ ct)

O(x—ct) = —P(ct — ) = —p(ct — x)

x+ct 0 x+ct ct+x
U(s)ds = / U(s)ds + / U(s)ds = / P(s)ds
r—ct xr—ct 0 ct—x
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Die Losung fiir P (0, ¢, ,0) lautet damit:

x+ct
[p(z + ct) + d(x — ct)] +% / Y(s)ds fir 0<t<?®
T—ct

N | =

ct+x

%[qﬁ(m—l—ct)—qb(ct—x)]—i—%/w(s)ds fir 0<% <t

ct—x

Der erste Term beschreibt die Reflexion am festen Ende.

Driickt man auf der rechten Seite die Hilfsfunktionen ®, ¥ und F' durch die gegebenen Funktionen ¢, ¢
und f aus, so erhilt man die Formel am Ende von Z11, bei der fiir 0 < ¢ < £ der Form

) t  xtc(t—s)
x| fwowas

s=0y=x—c(t—s)

dazukommt und fiir 0 < £ < ¢ der Term L B (t — £) wegféllt und das Integral iiber das Viereck (A'BCD)

// f(&,7)dédr mit A = (¢t — x,0), B = (z+ct,0), C = (z,t), D = (0713_%)

W BCD

dazukommt.

(1)

b e
Qo
=
&
7axY

[lod = d- ]

A(ABC)  A(AOD) O(OBCD) A(0OA'D) O(OBCD) O(A’BCD)
Satz:
Es sei 2p € R beliebig.

i.) Sind ¢, ¢, F(e,t) ungerade beziiglich g, dann ist auch u(e,t) geméf der D’ ALEMBERTschen Formel
ungerade beziiglich xy. Das heifit, es gilt:

u(zg + x,t) = —u(xg —z,t) Vvt >0,V >0

Daraus folgt dann w(xo,t) = 0. (Py: u(0,t) = B(t) = 0)



2.6. DIE WELLENGLEICHUNG AUF EINEM ENDLICHEN INTERVALL

ii.) Sind ¢, ¢, F(e,t) gerade beziiglich z(, dann ist auch u(e,t) gemifl der D’ ALEMBERTschen Formel gerade
beziiglich xg. Das heifit, es gilt:

u(zo + x,t) = +u(rg —z,t)Vt > 0, Vo

Daraus ergibt sich u,(zq,t) = 0. (Siehe Py: u,(0,t) = B(t) = 0)

Beweis von i.):

up(zo +z,t) = dp(zo+ (x+ct)) + ¢ (xo+ (x —ct)) = = ((xg —x) — ct) — ¢ ((xg — x) + ct) = uy (xg — z,t)
rot+z+ct —xtct
ug(xo + ,t) = / P(s)ds = / Y(xog —7)dr =

xo+x—ct —x—ct

—x+ct (xo—x)+ct
S / Y(xo + 7)dr = / P(s)ds = ua(zg — 7, 1)
s=zo+T
—x—ct (xo—z)—ct

2.6 Die Wellengleichung auf einem endlichen Intervall

Es liegt das Problem
Lu = ugy — gy = f(z,1) fir 0<z<[,t>0
u(z,0) = p(x), ut(x,0) = Y(x) fir 0<
(P) = P(f,¢,%¢,B1,B2) ¢ u(0,t) = By(t), u(l,t) = Ba(t) fir t>0
[uz(0,t) = By(t), ug(l,t) = Bo(t)] fiir ¢>0
[aug (0,t) + aqu(0,t) = By (t)]

vor. Wiirden Lésungen in C2((0,1), z(t > 0)) N C*([0,1] x (t > 0)) gesucht, so hat man die Vertriglichkeitsbe-
dingungen zu beachten.

©(0) = B1(0), ¢(l) = B2(0), ¥(0) = B1(0), ¥(I) = B(0)

0 1.Schritt: Transformation der Randbedingungen zu 0
U = U(z,t) wird geméfl U(0,t) = By(t), U(l,t) = Ba(t) gewihlt. u(x,t) = U(z,t) + w(x,t) ist genau
dann Lésung von (P), wenn w Lésung des Problems P(f,$,,0,0) mit homogenen Randbedingungen
ist. Betrachten wir das Problem fiir w:

Lw(xat) = f(l’,t) - Lu(az,t) = f(:L‘,t)

w(z,0) = ¢(z) — u(z,0) = §(z)
wi(x,0) = P(x) — uy(2,0) = ()

w(0,8) = Bi(t) —u(0,£) = [0] w(t,t) = Ba(t) —u(t,t) = [0]

00 2.Schritt:
Das Losen von P(f,¢,1%,0,0) wird zerlegt durch Losen der Probleme P (0, ¢,0,0,0), P2(0,0,,0,0),
P5(f,0,0,0,0). Die Summe der Einzellosungen wuy, us, us ergibt sich Losung von P(f, ¢,,0,0).

0 3.Schritt: Py (0,0,0,0,0), Py(0,0,%,0,0)

Bei P, und P, handelt es sich um die freie Schwingung einer eingespannten Saite. Pj ist eine erzwungene
Schwingung. Die Probleme P; und P; 16st man mittels eines Separationsansatzes und Ps mit der Methode
von DUHAMEL. Der Separationsansatz u(x,t) = a(x)B(t) liefert fiir n =1, 2, ... zunéchst:

ulV (z,t) = sin (nwa) cos (?ct) und u? (z,t) = sin (?m) sin (nl—ﬂct)
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l

l
. 2 A 2 . /nm
Mit @n:Z/go({)sm( “¢) e (n 2, ...) und 1/)7,,:7/1/)(5)8111 (Tg) d¢ (n = 1,2, ..)
0 0
(FOURIER- koeflizienten) erhiilt man als Losungskandidaten fiir P (0, ¢, 0,0, 0)

t) = g D, COS (nTWct) sin (nwa>

nd als Kandidaten fiir P»(0,0,1,0,0)

us(z,t) = i #J}n sin (nl—ﬂct) sin (?m)
n=1

Dies sind Losungen im oben formulierten (zweimal stetig differenzierbar) Sinn, falls fiir die Fourierkoef-
fizienten ¢,,, ¥, erfiillt sind:

_0(1) wn_o( ) fir n — oo

Dies gilt beispielsweise, wenn folgendes erfiillt ist:
p € CHO,1J, 9(0) = p(I) = ¢'(0) = ' (1)) = "(0) = "(1) = 0
¥ € C%[0,1], (0) = (1) = ¢'(0) = ¢'(1) = 0

Man kommt mit deutlich schwécheren Bedingungen aus: siche HM-Skript SCHNEIDER, KNAB: §17, Satz
17.57. Sind diese Bedingungen nicht oder nur teilweise erfiillt (die Reihen sollen konvergent sein), so
spricht man wieder von verallgemeinerten Lésungen von P;(0,¢,0,0,0) und P»(0,0,1,0,0). In diesem

Sinn ist jetzt mit w, = “Fc

> 1. . . /nm
uo(x,t) = uy(x,t) + ua(x,t) Z:: {gpn cos (wpt) + — 1), sin (wnt)] sin (Tx)

n

eine Losung von P (0,,0,0,0) + P»(0,0,,0,0) = P(0,¢,1,0,0).

Fiihren wir diese Schritte nun ausfiihrlich aus. Der erste Schritt ist eine Transformation der Randbedingungen
zu Null. Wir verwenden den Ansatz u(z,t) = U(x,t) + w(x,t), welcher das Problem fiir w liefert:

Lw(z,t) = f(z,t) — LU (x,t) = f(x,t)
w(z,0) = ¢(x) — U(z,0) = @(x); we(z,0) = () — Ue(x,0) = 1;(33)
0

w(0,1) = By (t) — U(0,) =
Bedingung an U

w(l, 1) = Ba(t) = U(lL,t) =

Wiéhle U(z,t) = Bi(t) + 7

gungen:

Luw(z,t) = f(x,1)
w(z,0) = @(x), wi(z,0) = P(x)

w(0,t) = w(l,t) =0

Nach Schritt O Wir zerlegen in P (0, ¢,0,0,0), P2(0,0,,0,0) und P5(f,0,0,0,0):

—~

Bs(t) — By (t)). Damit 16st dann w folgendes Problem mit homogenen Randbedin-

Lu=0 Lu=0 Lu=f
P < u(z,0) = p(x), ug(z,0) =0 , Poq u(z,0) =0, ur(z,0) =¢(z) , P3< u(x,0) =u(z,0) =0
u(0,t) = u(l,t) =0 u(0,t) = u(l,t) =0 u(0,t) = u(l,t) =0
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Die Probleme P; und P, beschreiben die freie Schwingung einer eingespannten Saite (Separationsmethode).
Bei P; handelt es sich um eine erzwungene Schwingung (duflere Krifte) (DUHAMEL-Methode). Wir verwenden
nach Schritt O den Ansatz u(z,t) = a(z)8(t) fiir P;, Py. Durch Einsetzen folgt dann:

a(z)f(t) — 2o (z)B(t) =0
Bt)  o(x)

= = i = const.

1
2Bt alx)
o (x) — pa(z) =0 fir 0 <z <1, a(0 ) a(l)=0

B(t) — Aub(t) = 0 fir ¢ >0, B(0) =
1.) a(x)B(0) = ¢(x) (bleibt offen)
2.) a(x)B(0) =
3.) a(0)8(t) = a(l)B(t) =0

Die Lésung des Randwertproblems ergibt sich zu a(z) = exp(Az). Daraus erhalten wir A = p und somit
A = %,/pi. Die allgemeine Losung lautet damit:

a(z) = Crexp (yuz) + Ca exp (—/pix)

Aus a(0) = Cy + Cy = 0 folgt Cy = —C5 und weiterhin:

a(z) = C1 [exp (y/jix) — exp (—y/jiz)

a(l) = 0= Cy [ex m> —exp (/)] = exp (VL) — exp (= /l)] = 0
Aus exp (2\/al) = 1 = exp (27 - n) erhalten wir \/al = n7i und daraus wiederum /p = 271,

an(z) = C1 {exp <$1 : x) —exp (—nTWi . x)] = C'sin (?m) , a(z) =sin <nl—ﬂx> firn=1,2,3,...

Mit p = Problem fiir 8(t):

2.2
o NT

12

B(t) + ¢ B(t) = 0 mit B(0) =

Diese Differentialgleichung besitzt folgende Losung:

On(t) = cos (nllct> firn=1,2,3,...

Wir erhalten schliellich das Gesamtergebnis:

Up(2,t) = sin (?m) cos (nTwct) firn=1,2,3, ...

Des weiteren ist die Bedingung u(z,0) = ¢(x) zu erfiillen. Wir machen dabei folgenden Ansatz: Gesucht sind
Zahlen A, (n=1, 2, 3, ...) derart, daf fiir p(z) gilt:

o0 (o)
nm nm
321 U (X )tio 321 51n( @) cos (¢

Falls die Reihe ,,geniigend konvergent® ist, gilt:

x) = ,iAn sin (nllx)

t=0

ot
ot
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Hierbei handelt es sich gerade um die Fourierreihe von (z). Das ist erfiillt, wenn die A,, die Fourierkoeffizienten
der nach —! < x <[ ungeraden fortgesetzten 2l-periodischen Funktion ¢(z) mit ¢|[0)l]  sind.

l

/go({)sin ("lig) A6 =@, firn=1,23, ...

0

A, =

~I

Hierbei handelt es sich um die Fouriertransformierte. Die Losung von P; ist dann:

i n Sin ( ) cos (?ct)

o0

U1 4y, Uty MuB eine konvergente Reihe liefern, also muf} E n2|Gnl? (~ 4

L —= fiir ¢ > 0) konvergieren. Als

n=1
Ubung kann durch viermaliges partielles Integrieren gezeigt werden:

ou= [ elersin (") ag
0

Beim Losen des Problems P» erhalten wir analog folgende Bedingungen:

n?n? n?n?

p=——p B+ Tczﬂ(t) = 0 mit 5(0) =

Diese Gleichung wird gelost durch:

Bn(t) = sin (?ct)

Up(2,t) = ap(x)B,(t) = sin (%x) sin (?ct)

Dies erfiillt dann alle Bedingungen bis auf ¥ (x) = us(z,0). Gesucht sind also Zahlen B,, mit:

ZB" csln( ;T )

Dies 148t sich wieder durch Fouriertransformation verwirklichen:

l
Bn”T7T — O, it ¢y, = %/w(g)sin (?5) e
0

Damit gilt fiir das Problem Ps:

Z %lsm (n ) sin (n%ct)

Durch Addition der Einzellosungen wuq(z,t) und us(z,t), also durch

s C

l

(uy + ug) = ug(x,t) = Z D cos(wnt) + ¥n sin(wy,t) | sin (n—ﬂx> mit w,, = r
n=1 n !
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ergibt sich die Losung von:
LUO =0

uo(z,0) = (), u(xz,0) = P (x)
UQ(O,t) = Uo(l,t) =0

durch Superposition unendlich vieler Losungen (Reihen). Hierbei handelt es sich um eine Entwicklung nach
stehenden Wellen. Wir setzen nun:

P cos(wnt) + ¥n sin(w,t) = oy coswy (t + 0n)
Wn

Wie berechnet man nun die «,, und §,,7 Dazu bendtigen wir erst einmal die Additionstheoreme:
Qp, COS Wy (t + 8p) = @y cos(wpt) cos(wpdy) — ap sin(wyt) sin(wy,dy,)

Durch Koeflizientenvergleich ergibt sich:

Dn = ay cos(wpdy) und — % = o, sin(wy0r)

0, folgt aus der Division und anschlieBenden Anwendung des Arkustangens. Die «,, erhédlt man durch Qua-
drieren und Addition beider Gleichungen. Daraus resultiert dann:

> . /nm
ug(z,t) = nzl ay, coswy, (t + Jy,) sin (Tx)
u((Jn) (z,t) = ay, coswy (t + dp,) sin (nl—ﬂgc)
Dabei handelt es sich um eine stehende Welle:

0O Knoten:

l
wp = —kfirk=1,2,...,n—1:ug(xx,t) =0Vt
n

0 Béuche:

2k +1

T

lfirk=0,1,...,n—1

Bei u(()”)(x,t) schwingt jeder Punkt mit derselben Frequenz w, = %Fc. Des weiteren gilt ja bekanntlich w, =

27y, = i—”c. Daraus folgen dann die méglichen Wellenldngen A,, und Frequenzen v,, auf der Saite der Lénge I:
\ 27 21 c c
= —C = —_. . = — =N —
"o n' " A\, 21

v1 = 5 wird Grundfrequenz genannt; die anderen Frequenzen ergeben sich durch v, = nuv;.

T T
ouy — Tz, = 0 mit ¢ = —undunzﬁ —
0 200 o
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ug 16st P(0,¢,,0,0), also ugy — c*uy, = 0. Die allgemeine Losung der Gleichung ist u(x,t) = F(z — ct) +
G(z + ct) (Entwicklung nach fortschreitenden Wellen, Additionstheorem!).

™) (4 ) = i () + Yo g o (7 —
ugy  (z,t) = @y, cos(wpt) sin ( . x) + o sin(wy,t) sin ( 7 x) =
1. . /nT . /nT 1 zﬁn nm nm
= 5¢n [sm (T(sc + ct)) + sin (T(x - ct))} + 2o [COS (T(x - ct)) — cos (T(x + ct))}
Fiir die Losung von P»(0,0,,0,0) gilt:
ug(x,t) = i ld}" sin(wp,t) | sin (n—ﬂx)
2\4, W n I
n=1
Wir betrachten nun wieder Ps(f,0,0,0,0):
Lu = f(z,t) fir 0<z<[,t>0
P5(£,0,0,0,0) = ¢ u(0,¢) =u(l,t) =0 fir ¢t>0

u(z,0) =u(x,0) =0 fir 0<z<lI
Hier bietet sich dann die Methode von DUHAMEL an. Lose fiir 0 < n <t das Problem P:

Lu=0 fir 0<z<[,t>n
P=< u(0,t)=u(l,t) =0 fir t>n

Man erhélt dadurch also das Problem P, mit verschiedenen Anfangsbedingungen.

u(z,t,m) = Z fn(n) sinwy, (t — 1) sin (nl—ﬂx)
n=1 n

w

l
fulm =7 [ s€msin (") e

Mit dem Prinzip von DUHAMEL erhélt man nun:

t
u3(x,t)= /u(l‘vtan)dn
n=0

tol
uz(z,t) = / / [Z % . wisinwn(t — 1) sin (nl—ﬂx> sin (nfg)] f(&,n)dedn

G(z.&t—n)

G(z,&,t —n) ist die sogenannte GREENsche Funktion des hier betrachteten Anfangswert-Randwert-Problems.

Jwer =t

Wir machen die Probe:

LT oo )
. / [Z?sin(nlﬂx)sin(nffﬂ F(&m)dg — / / [Z?wnsin%(f—msin(Tx)sin(nff)] f&m)

o8
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ol
u;gm(z,t):_// lz?:”lf sinwy(t — ) sin (?a:) sin (”1”5)] £(€,m) dedy
0

t 1
21 ,nn? nm nmw
) _ 4 1 9 . . . nmw . nmw
U3 4e (T, 1) —|—/ [ > nc 2 sin wy, (t n)sm( ] x) sm( l f)] f(&,n)dedn
5_

0 ¢=0
Dartiber hinaus gilt ja nun:

n2r? 1 1
2 2
2 T n T n
l Wn, Whn,

Damit erhalten wir schlie3lich:
1
= |2 . /nT . /nm
U3¢y — c2u3:cz = Z 7 / f(gvt) Sin <T§> d€ sin (Tx) = f(xvt)
n=1 o)

Es handelt sich gerade um die Fouriertransformierte von f(z,t). Die Probe geht folglich auf!

Problem P(0,¢, ¥, By, Bs):

Wir behandeln nun die zweite Methode zur Lésung von P(0, ¢, ¥, By, Bs):
00 1.Schritt:

Wir erstellen als erstes eine ungerade Fortsetzung von ¢, ¥ nach [—[,0]. Ausgehend davon wollen wir
eine auf ganz R 2l[-periodische Funktion erhalten. Das Problem ohne Randbedingungen kann mit der
D’ALEMBERTschen Formel gelost werden.

O 2.Schritt: Losung von P(0,0,0, By, Bs):

Upp — gy =0 fir 0<z<[,t>0
P(0,0,0,By,B2) ¢ u(x,0) = us(z,0) =0 fir 0<z<I

Der Ausgangspunkt ist nun:
wet)=f(t-2)+g(t+2)

c c
Gesucht sind f und g. Wir definieren folgendes:

B By(t) fir t>0 By(t) fiir >0
Bi(t) = ; Ba(t) =
0 fir ¢t<0 0 fir ¢<0
A
t
i
l | x
t=—=+- t="=
c ! c
|
II |
(z,t) |
| l
A C<l,t+£——)
I : c c
|
u=20 B i
0 3} Pl
|
|
|
|
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Im Gebiet 1 gilt:

l
u(x,t)zOfﬁrOﬁtSEundOStSfEJr*
c c c

Fiir das Gebiet II folgt durch Umlaufen des eingezeichneten Parallelogramms:
u(z,t) — u(A) +u(B) —u(C) =0
~—— N
0 0

u(a:,t)ng(t—i-i—i) fiir —%+£§t§

ol8

c

Daraus ergibt sich dann:

— l
u(:r,t)Bg(t+aCcc> ﬁirOﬁtS%

Ein Vergleich mit oben liefert dann f(s) = 0 fiir s < 0. Wir setzen nun die entsprechenden Randbedin-
gungen ein. Fiir z = 0 folgt:

Bi(t) = f(t) + g(t)

Daraus resultiert nun auch g(s) = 0 fiir s < 0. Gesucht sind f und g — definiert auf ganz R — derart, daf
u(z,t) = f (t — %) +g (t + %) Losung wird. Fiir x = [ erhalten wir auflerdem:

BQ(t)zf(t—i>+g<t+i)

Wir ersetzen in der obigen Darstellung (siehe vorherige Seite) fiir B (t) die Variable ¢ durch ¢ — L:

m(re) o (e )

Durch Subtraktion der letzten beiden Gleichungen folgt dann:

Bu(t) - By <tl) g(”i> g<ti) =

Nun machen wir das gleiche Spiel mit By (t) mit der Substitution ¢ — ¢t — L:

Bs <t—i>:f<t—20l>+g(t)

Auch hier ergibt sich wieder durch Subtraktion:
_ — [ 21
Bit)-Ba (1= 1) =10 -1 (1= 2) = at0)

Es wir ¢ durch ¢ — 2n£ ersetzt und aufsummiert:
a I u l l
;p <t—2nc> = 7;) {g (t— (2n —1) c> —g (t— (2n—|—1)c)]
Hierbei handelt es sich offensichtlich um eine Teleskopsumme folgender Bauart:

l
E (an —Gpy1) =ap—ay1+a; —as+as—az+...

n=0

60
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Angewendet auf unser Problem ergibt sich:

Zp( t—2n- )=g<t+i>—g(t—(2kz+1)i)

Wir machen an dieser Stelle die Ersetzung ¢ — ¢ — £ und l&sen nach g(t) bzw. f(t) auf:

g(t):g<t_2k+ ) Z;,( 2n+1)l) f(t)zf(t—2(k:+1)i)+Zk:q<t—2ni>

n=0 n=0

Wir lassen k — oo laufen:

0=3r(i-enenl) o= (i-mt)

Es folgt dann:

- § o () (2]

+§: {BQ (t+i(2n+1)i) ~ B, <t+i2(n+1)i>} -

n=0

Schliefilich erhalten wir:
> l — T l
u(z,t) = By (tff) +n; { <t2nc> ~ B <t+c2nc)] +
—(2n+1)£ -B t—f—(2n+1)£
C 2 C C

+ Z {BQ <t -
n=0

Wir machen die Probe. Dabei stellen wir fest, dafi sowohl u(z,0) = 0 als auch u(x,0) = 0 erfiillt sind.

Des weiteren gilt:

o8

u(0,t) = By(t) — By(t) fiir t > 0

i m ) £ -t - en )
[ -+4) 23wt

Mit der Tatsache, daf es sich schon wieder um eine Teleskopsumme handelt, resultiert:

u(l,t) = By (t i) - B (t l> + Ba(t) = Ba(t) = Ba(t)

Damit geht die Probe auf.
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A
t AT ..
' Uberlagerung von Stérungen
2l
c
!
c
v v
\/
> >
z 0 Il =z

(Siehe Aufgabenblatt 6, Aufgabe 1)

2.6.1 Transmissionsprobleme

Angenommen, wir haben zwei Saiten mit verschiedenen physikalischen Eigenschaften (g, ¢), die aber an einer
Stelle fest miteinander verbunden sind: Die Wellengleichungen fiir getrennten Probleme lauten dann:

2 .o
_f up —cfuge =0 fir x<Oundt>0 . _ P
Lu—{ gt — gy — 0 fir 2> 0und £ > 0 mit u(z,0) = u(x,0) =0 fiir > 0

Die Losung des Anfangswertproblems s — c?ug, = 0 (fiir € R, ¢t > 0) ist:
u(z,0) =P (—i)

c

@(t—g) fir x<ect mit <0

C

u(z,t) = ut(w,0) = @' (—%)

0 fir z>ct

u(z,0) = u(z,0) =0 fir x >0

A
t
U1 U2
(z,t)
xr = —cit T = cot
- x > ct
u(;v,t)z@(t——)
¢ u=20
. » »
T —ct 0 T+ct x
—c<z<ct
0
1 x —ct 1 s 1 T 1 T 1
B ==> o (- of + — @’(—7)d=7q>(t—7) Ab(t—f)—dbo
w,?) 2{( c)+}+2c/ c 5 2 c+2 c 2()
x—ct N——

Gesucht ist

(@, ) = uM(x,t) fir <0,t>0
L uP(,t) fir 2>0,t>0
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mit uy — Bug, = 0 fiir t >0, 2 < 0 und uyy — 3z, = 0 fiir t > 0, > 0 mit den folgenden Bedingungen:

u(z,0) =@ <:17) fiir © < 0, u(x,0) =0 fiir £ > 0
¢

u(z,0) = &’ (—i) fir < 0, u(z,0) =0 fiir z > 0

Die Ubergangsbedingungen (Matching Conditions) stellen nun einen Zusammenhang zwischen den beiden
Problemen her:

u(0,t) = u®(0,1)

ulD(0,t) = ul?(0,t)

Wir kénnen die allgemeine Losung der beiden Gleichungen hinschreiben:

WD (z,t) = Fy <t - ”3) +Gy (t + x)
C1 C1

u®(z,t) = F, (t - x) + Gy (t + x)
C2 C2

O x> cot:

u? (z,t) = 0 fiir £ > cot (1)

Oz < —cyt:

W (z,t) = ® (t - ‘”) (3)

C1

00<x<eot:

u® (1) = Fy (t - x) (2)

C2
F; ist durch Randbedingungen bestimmbar.
O —at<z<O:
uV(z,t) = (t - x) + Gy <t + x) (4)
C1 C1

Hier hilft die Vorstellung von ein- und auslaufenden Wellen weiter. (1) ist logisch, da es sich um ein halboffenes
Intervall handelt. Fiir z < 0 sind die Anfangsbedingungen zu erfiillen; deshalb ist (4) die allgemeine Lisung,.
(3) hat die Struktur von (2), nur ist alles verdreht. Zu bestimmen sind nun noch die Funktionen F; und Gj.
Mittels der Ubergangsbedingungen folgt nun:

uM(0,8) = B(t) + G1(t) = Fa(t) = u@(0,1)

1 1 1
ulD(0, 1) — —@'(t) + — G (t) = ——F3(t) = u{P(0,1)
(&1 C1 C2

Man erhélt dann folgende einfache Differentialgleichungen:

202 (I),

Fy(t) = 2
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Co — C1
Gi(t) = @’
0=

Durch Integration erhélt man dann:

262
c1 + co

Fy(t) = ()

Gr(1) = ()

Also gilt:

O x> cot:

u@ (z,t) = 0 fiir £ > cot

O x < —eqt:

uD (2, 1) = ® (t - x>

C1

O 0<zx<ecaot:

2
u®(z,t) = 2 g (t - x) (Transmission)

O —cit<x<O0:

uD(z,t) = (t - x) + 2% (t + :1:) (Reflexion)

C1 c1 + Co C1

Man definiert nun Reflexions- und Transmissionskoeffizient wie folgt:

262 Cy — C1
,R=
c1+co c1+c2

T =

Hierbei gilt nun dariiber hinaus R+ 1=1T.
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Kapitel 3

Die Wellengleichung im R?

Betrachten wir zunéchst die homogene Differentialgleichung:
R > 2 = (z1,22,23), t € RT :uy(x,t) — Asu(z,t) =0
Ny=02 +02, +02 =V-V

Vorbemerkung:

Mit d7 wird im folgenden das Volumenelement, mit do das Oberflichenelement und mit dw Das Oberflichen-
element speziell der Einheitskugel bezeichnet.

B(z,r) = {y € R’[||ly — || <r}

S(z,r) = 0B(z,r) = {y € R’||y — x| = r}

/

yeSxr)ey=c+rn

n ist hierbei der duflere Einheitsnormalenvektor auf der Kugeloberfliche.

3.1 Kugelkoordinaten
Wir benutzen die Groflen r, 9, ¢:

T1 = pcospsind

To = psin psin ¥

T3 = pcost

Dies gilt fir 0 < p<r, 0 <9 <7 und 0 < ¢ < 27.
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A

Zs3

N

r=x(0,9,¢) =0

rsind
(961, T2, 333)
)
T1,T2
cos @ sin ¥
sin @ sin ¢
cos

Allgemein gilt fiir beliebige Koordinatentransformationen = = z(u, v, w); y = y(u,v,w) und z = z(u, v, w):

Oz
&
ou

0(z,y, 2)
O(u,v,w)

Mittels dieser Funktionaldeterminante berechnen wir das Volumenelement:

det (24, T9,2,) = 0

oz Oz
v w 8

& %o qv = |2@82) | 4 dede
L 9y 0(u,v,w)

v Ow

2 sin ¢

Also gilt fiir das Volumenelement:

dr = ¢*sindd (o, 9,

©)

Das Oberflaichenelement kann mittels Kreuzprodukt berechnet werden:

do = ||zg x x| d(V, ¢)

do = 0?sin¥d(9, p) = 0 dw mit dw = sin ¥ d(1, @)

Der Normaleneinheitsvektor ist dann gegeben durch:

cos psin
n(d,p) = | sinpsind
cos v

Satz 0:

/‘ fly)dr

ly—z|<r
(y€B(z,1))

Es gilt folgende Beziehung:

r

=/ / fy)do| do

0=0 |ly—z|=r

Beweis:

Wir integrieren in Kugelkoordinaten:

/ fly)dr =
)

yEB(z,r 4

r o 2w T 27

T

[ | twao|a

0=0 [yeS(z,0)

//]f(x+gn)92sim9d(g,z9,<p) j //f(x+gn(19,go))ggsim9d<pdq9 do =

=0 p=09=0 0=0 =0 =0

66
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Des weiteren gilt:

[ twar=¢ [ f@ao=c [ fo+oma

ly—z|=0 ly—=z|=1 In]l=1

3.2 Sphirisches Mittel der Funktion h = h(y) € C°(R?)

Uber S(z,r) bilden wir den Mittelwert von h iiber der Oberfliche:

1
My (r;z) = 3 h(y)do = P / h(z + rn) dw
S(z,r) lInfl=1
Dariiber hinaus kénnen wir das sphérische Mittel einer zeitabhéngigen Funktion A definieren:

47

lInfl=1

1
My (r,t;x) = — / h(z +rn,t) dw

Aus h € C*(R? x {t > 0}) folgt M}, € CF(R3 x (¢t > 0)).
M (0,t;2) = % / h(z,t) dw = h(z,t)
7r
lInl=1
Problem:
Gesucht ist u € C2(R3 x (¢t > 0)) N CL(R3 x (t > 0)) mit uy(y,t) — 2Dzu(y,t) =0,y € R® ¢ > 0.
u(y,0) = ¢(y), ue(y,0) = ¢(y) mit y € R®

O 1.Schritt:

Wir nehmen an, daf§ das Problem losbar ist. Es sei u = u(y,t) gegeben und z € R3, t > 0 beliebig.
Integriere die Gleichung iiber B(z,t):

/ uge(y,t) driyy = 2 / Azu(y,t)dry,) = ? / V- (ﬁu) (y,t) d7y)

ly—z|<r ly—z|<r ly—z|<r
/V~u7d7':/u7~ﬁda
G oG

Mit dem GAUSSschen Integralsatz folgt dann:

I=¢? / V- <§u) (y,t)dry) = c? / Vu(y,t) - ny do =
ly—z|l<r ly—z||=r

> 4
=c*r? / Vu(z +rn,t)-n(z+rn) dw = (327'2&41 / u(z +rn,t)dw =
7r

[In)l=1 Oru(z+rn,t) [In|l=1
=c*r? - 4m - 0. My (r,t; )

Wir notieren uns nochmals die Wellengleichung;:
1) ug(y,t) — 2 Agu(y,t) =0 fir y e R3¢t > 0

2.) u(y,0) = ¢(y)
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3.) wi(y,0) = ¥(y)
Auflerdem hatten wir das sphérische Mittel eingefiihrt:

h=h(x): Mp(r;z) = 1

h = h(z,t) : Myp(r,t;z) = 1 ! / h(y,t)do

1.) u geniige (1), (2), (3). (z,t) € R? x (¢ > 0) sei beliebig und fest.

0
uge(y,t) dry) = drcr? —M,(r,t; )

or
[ly—z||<r
/ wny, ) dr = 32 / uly, t)dr = &2 / / u(y.t)do | do =
[ly—z||<r ly—z|l<r 0=0 [ly—=z|=¢

[, 1
:83/92 / u(z + on,t)dw dg:47r[“)t2/g2-4— / u(z + on,t)dw| do =
77
=0 Inl=1 =0 Inl=1

:47r8t2/92Mu(g7t;x)dg
0=0

Damit erhalten wir:

g (y, t) driy) = 4nc?r?0, M, (r,t;z) = 4r / 0°0f My (o, t; ) do

ly—z|<r 0=0

T
Ar20,. M, (r,t;x) = / 92(9t2Mu(Q,t;$)dQ
0=0

Durch partielles Differenzieren nach r fillt das Integral weg:

& [2r0, M, (r,t; ) + 1207 M, (r,t; 2)| = r?0f M, (1, t; )

Es kann noch durch r # 0 dividiert werden:

¢ [20, M, (r,t;z) + 10F My (r, t;2)| = 107 M, (r,t; z)

Wir setzen My, (r,t;x) := X und formen den Ausdruck geschickt um:
EN AN+ =EN +(N)) = (A +rN) = ((rN))

Damit erhalten wir also:

O2 [rMy(r,t; )] = 02 [r My (r, t; )]

Wir fiithren eine neue Variable ein, ndmlich U(r, ¢;z) := r M, (r, t; x) und schreiben damit die Gleichung;:

(Uy — *Upy) (r,t) =0 fiir r > 0 und ¢ > 0
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Wir wissen, dafl U(0,t) = 0 fiir ¢ > 0 gilt.

U(r,0)=r- % . / u(z +rn,0)dw = ﬁ . / o(z+rn)dw =rMy(r; x)
lInll=1 lInl=1

Analog folgt:

Ui(r,0) =7 My(r; z)

Also schreiben wir uns nochmals das Problem fiir U(r,t) = rM,,(r, t; z) hin:

Uy — U, =0 fiirr >0und ¢ > 0

U(r,0) = rM,(r;x)

Ui(r,0) = rMy(r; z)

U,t)=0

Wir erinnern uns nochmals an das sphérische Mittel:

M, (r,t;x) = % / u(x + rn,t) dw
lInll=1
M, (0,t;2) = u(z,t)
O U(r,t) = My (r,t; ) + 10 My (1, t; )
o U(r,t)|,_y = u(x,t)
A

t

r>ct

»
r

Fiir > ¢t bekommen wir die Losung einfach durch Anwendung der b’ ALEMBERTschen Formel:

et
U(r,t) = % [(r+ ct)My(r+ ct,z) + (r — ct) My (r — ct; x)] + 2ic / sMy(s;x)ds
riet
Fiir 0 < r < ct gilt dann:
cttr
U(r,t) = % [(r+ ct)My(r + ctyx) — (¢t — r)My(ct —r;x)] + % / sMy(s;z)ds
ct—r

Auflerdem gilt durch Differentiation nach r und Einsetzen von r = 0:
1 1
0 U(r,t)|,_o = 3 [M(ct; ) + ct0 My (ct; ) + My (ct; x) + ct0 My (ct; x)) + % [ct My (ct; ) + ctMy (ct; x)]

u(z,t) = My (ct; x) + ctdp My (ct; o) +t My (ct; )

0y (tM, (ct;x))
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KAPITEL 3. DIE WELLENGLEICHUNG IM R?

1.) Unser 1.Ergebnis ist nun:

Ist u Losung des CAUCHY-Problems (1), (2), (3) im R?, so gilt:

w(z,t) = 0 (tMy(ct; x)) + tMy(ct; x)

2.) Ist p € C®, ¢ € C?, so ist durch (L)u(z,t) := 9, (tM,(ct; x) + tMy(ct; x) mit z € R3, ¢ > 0 eine Losung
des CAUCHY- Problems (1), (2), (3) gegeben.

Es sei h € C? und up,(x,t) := tMy,(ct; x). Es gelten allgemein:

(up)ee — 2 Aup(z,t) =0 fir £ € R und ¢ > 0

up(z,0) =0, (up)i(x,0) = h(zx)
Daraus folgt die obige Behauptung.

Einschub:

(L) lautet nun folgendermaflen:

u(x, t) = Opug(x, t) + uy(z,t)

Zu zeigen ist, daB 97 (Opuy,) — 2A (Opuy,) = 0 ist. AuBerdem muf gelten:
Outo(2,0) = ()

Ot (Oruy) (2,0) =0

[(up)er = 2 Dug], = 0= ((up)e), D(ug)e

Mit wu,(z,0) = 0 erhalten wir dann auflerdem:

(97uy) (2,0) = > Auy(z,0) =0

t
up(z,t) = o / h(z 4 ctn) dw € C?

[In]|=1
(un)e(z,0) = My (0;2) + tdy My(ct,x)|,_, = h(x)

(un), (z,t) = “h(?t) Lt

/ Vh(z + ctn) - ndw
Inll=1
Mittels Satz O und dem GAUSSschen Satz resultiert dann:

(un), () = &) / Vh(y unle,t) |1 / Ah(y) dr

t 47r 02t2 t drct
Ny =ct ly—z||<ct

47r(‘1

(un)e (,2) = —ggun(a,0) + 7 () () —

1 1
E o / Ab(y)dr + 0, / Ah(y) dr

ly—z<ct ly—z||<ct
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3.2. SPHARISCHES MITTEL DER FUNKTION H = H(Y) € C°(R3)

Wir setzen den Ausdruck fiir (up), (x,t) aus der ersten Gleichung in die zweite Gleichung ein:

ct
1 1 2 -
(un)y (x,t) = @& / Ah(y)dr| = 47rctat / 0 / Ah(z+ on)dw| do =

ly—zl| <t 0=0 ||njl=1

A2 / Ah(z + ctn) dw = ¢* - 4i AN / h(x + ctn) dw = 2 Auy(,t)
T

lIn]l=1 l[m]l=1

- et '

up(x,t) = 4t / h(z + ctn) dw

T
Infl=1
1 1
u(z,t) = 0y (tMy(ct; ) + tMy(ct;x) = O o / ©(y) dr(y) —i—m / P(y)do =
lz—yll=ct ly—z||=ct
—1/ 1 ctn) + V(e +ctn) - ctn] dw + ... = — / )+ Vo(y) - (y—2)| do =
= [gp(x ctn) o(z + ctn) cn] w T rap [gp(y oy)(y—x)| do =
lInll=1 ly—z||=ct
1 5
= I [w(y) +Ve(y) (y—2) + tw(y)} do
ly—z||=ct
Bemerkung:

1.) Fiir n = 3 ist im allgemeinen die Losung weniger reguliir als die Anfangsdaten (wegen ﬁgp in der Lésung).

2.) Das CAucHY-Problem hiingt im folgenden Sinn stetig von den Anfangsbedingungen ab. Aus i — ¢,
Vi — Vo, ¥ — 1 folgt dann uy — u fir k — oo.

Duk =0
Uk = Pk firt=20
ug, =Yg flirt =0
Also gilt:

Ou=0,u=yp, uy =

uge(x,t) — A Azu(z,t) =0
Die Losung soll nur vom Abstand ||x|| eines bestimmten Punktes abhéngen:
u(z,t) = v([z]l, 1), v = v(r,t)

cz(rv)w = (rov)u

Dann folgt sofort die Losung:

v(r,t) = ! [F(r+ct)+ G(r — ct)]

r

Dies hatten wir bereits im ersten Kapitel so gemacht. Wir setzen jetzt speziell die Funktionen gleich:
1
F(s)=G(s) = 58@(8)7 D(s) = P(—s)
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KAPITEL 3. DIE WELLENGLEICHUNG IM R?

Hieraus folgt dann:

O(r +ct) + O(r — ct) n Ct@(r +ct) — O(r — ct)
v(r,t) = 2 2r

P(ct) + ctd'(ct) fir r=0

fir >0

u(z,t) = v(]|z||, ) ist die sphérisch symmetrische Losung des Problems Cu = 0.

u(z,0) = o([l])

ug(2,0) =0

Wihle <i>(r) = \/m . Zu ® gehort die Losung @. Wir haben also folgendes Problem:
Ou=0

i(x,0) = d(r)

U (z,0) =0

Wir berechnen @(0, t):
2t2 -1 2t2
a0, 1) = 1 ZHF
22 — 1

Daraus resultiert:

Wiihle @), mit &, — @ fiir k — 0o (Pg(s) = Pp(—s)).

3.3 Cauchy-Problem fiir n = 2/Absteigemethode (Method of de-
scend)

Gesucht ist ein v € C*(R? x (t > 0)) N CYR? x (¢ > 0)). Mit Dau(z,t) = uy — ¢ (Ugyzy + Uzpz,) = 0 mit

u(r,0) = p(x) und u(z,0) = ¥(x) bei z = (x1,12) € R%, t > 0.

¢ € C3(R?), ¢ € C*(R?)

Betrachte das Problem formal als dreidimensionales Problem, das von 3 unabhéngig ist. © = u(z1, 22, x3,t)
gentige folgendem Problem:

Uty — € (Ugy oy + Uspzy) = 0, (21,20, 73) ER®, £ >0

u($1,$27$370) za(x17x27x3) = <)0(1?1?'1:2)

u (21,22, 23,0) = Y(x1, 22, 23) 1= (1, 22)

u ist bekannt und daraus ergibt sich u(zx,t) = u(z1, x2,0,t) mit T := (21, z2,0).
’LL(I, t) = ﬂ(f, t) = 3t (tMg(Ct; f)) —+ tME(Ct, f) =

1 _
=0 Inc2l / ‘P(yla Y2, yS) dg(yhymys) + analog
1(y1,92,y3)—(z1,22,0)||=ct

Betrachten wir nun:

@(yl s y2) da(yl ,Y2,Y3)

(y1,y2,y3) = (@1,22,0)|=ct
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3.4. DAS CAUCHY-PROBLEM FUR DIE INHOMOGENE GLEICHUNG (N =2, 3)/
DUHAMEL-METHODE

€3

(e

ct

T, T2

Wir schreiben die Kugelfliche in Parameterdarstellung an:

(y1 —21)° + (y2 — 22)* + 45 = 17

22 — |ly — 2|2, |y — z|]* < A
Y1
(Y1, y2) = Yo
y3(y1,92)
o o ct
do = ||y, x 7y, || d(y1,y2) = d(y1,y2)

2 — |y — =f?

Wir erhalten als Ergebnis (wobei die Integration iiber einen Kreis lduft):

u(x,t) = at d(y1>y2)

1 / (Y1, 92) 1 / YY1, y2)

- d , Y2 4+ —
ome e e e S [y — 2l

ly—z|<ct ly—=zll<ct

(Siehe Aufgabenblatt 9, Aufgabe 1: R? — R1)

Satz [J:

Fiir p € C3(R?), v € C?(R?) ist das CAUCHY-Problem eindeutig 16sbar in R3 x (¢ > 0). Die Lésung wird
durch obige Formel angegeben.

3.4 Das Cauchy-Problem fiir die inhomogene Gleichung (n = 2, 3)/
Duhamel-Methode

Ou(z,t) = f(z,t) firz € R", t >0
u(z,0) =0, ug(x,0) =0 fir z € R"

Betrachte fiir 7 mit 0 < 7 < ¢t das Problem. Die Losung sei dann w(x,¢; 7).
Uy —Au=0firzeR3 t>71

u(z,7) =0, w(x,7) = f(z,7) fir € R”

Nach dem Prinzip von DUHAMEL ist die Lésung von oben:

u(x,t) = /tw(x,t,T) dr
0

Wir schauen uns die inhomogenen Probleme an:
Uy — Apu = flz,t) fir z € R3,t>0

u(x, O) = ut<xa O) =0 (*)
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KAPITEL 3. DIE WELLENGLEICHUNG IM R3

Dies kann man analog zur eindimensionalen Gleichung mit der Methode von DUHAMEL losen: Suche w =
w(z,t;n), 0 < 1 <t mit wy — 2A,w = 0 fiir x € R?, t > 7. Die Inhomogenitit ,rutscht* in die Anfangsbe-
dingungen:

w(x,n;n) =0, w(x,n;n) = f(x,n) fir z € R"

Dann 16st w(zx,t) das Problem (x):

w(z,t) = /w(m,t;n) dn
0

Fiir n = 2 erhalten wir mit t — ¢t —7n, p =0 und ¥ = f:

t

S Sy, m) A(yr.vs) d
e VA= =y

n=0 ly—z|| <c(t—mn)

Wir schauen uns den Integrationsbereich an:

(m) = 0<n<ct [ly -zl < c(t—n)

A
U

Y2 >
é ér
n

Fiir n = 3 gilt (Satz O (1)) mit n — 7’ = c(t — n):

n=0<n =ct

77 = t < ’[7/ = O
dn’ = —cdn
.
n=1t— L
¢
o= [ |t AT P T8 oy
ulr,t) = Y PR Y, M) AT (y) no= -, 4do n =
4c? (t - 77) / n—n’'= 47rc? / / 77’
n=0 ly—z|l=c(t—mn) c(t—n) n'=0 ||y—z|=n’
1 f (gt =Lzl .
e ly—al @
ly—z||<ct

Dies bezeichnet man als retardiertes Potential.

0 Maxwellgleichungen:

Fiir das Vektorpotential und das skalare Potential erhélt man inhomogene Wellengleichungen.
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3.5. ABHANGIGKEITS, BESTIMMTHEITS- UND EINFLUSSGEBIET (N =2, 3)

O Potentialgleichung:
Au = 0 (PoissoNgleichung)

Au=p

Wenn man diese Gleichung 16st, erhilt man:

3.5 Abhingigkeits, Bestimmtheits- und Einfluigebiet (n = 2, 3)

1.) Abhéngigkeitsgebiet von (g, to): An(xo, o)

Dies ist der Bereich der Anfangsmannigfaltigkeit, in dessen Punkten ¢ und i gegeben sein miissen, um
u(xo, to) zu berechnen fiir folgendes Problem:

gy — A pu =0, u(x,0) = p(x), ug(x,0) = ()
Aus der Losungsformel kann man direkt ablesen:
Ag(zo,t0) = {y € R?||ly — xo|| < cto} = K (o, cto)

As(xo,to) = {y e R?| |ly — x| = cto} = S(xo, ctp)

M C R? (R3) sei ein beschriinktes Gebiet:
py) =¢(y) =0 fir y ¢ M
Frage: Was merkt ein Beobachter an der Stelle z fiir ¢ > 07 Fiir n = 2 gilt:

a = inf ||z —y||, b= sup ||z —
Jnf llz -yl yE]pWII vl

Fiir t < 2 ist u(z,t) = 0. Ab ¢t > ¢ merkt der Beobachter etwas von der Stérung und diese Empfindung
bleibt fiir alle Zeiten ¢. Es sei ¢t > %, @w=0und ¢ > 0:

u(ﬁmt):% / Ld€) d(y1,y2) = ! / Ld€) d(y1,92) >0

242 — [ly — |2 " 27c 32 — |y — 212
c ly — |l FARVA ly — |l

ly—=ll<ct
Dann liegt M in diesem Kreis:

M C K(x,ct)
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KAPITEL 3. DIE WELLENGLEICHUNG IM R3

Es existiert eine vordere Wellenfront, die den Beobachter zur Zeit ¢ = ¢ erreicht. Es gibt keine hintere
Wellenfront, sondern eine dauerhafte Nachwirkung an der Stelle . Diese Nachwirkung verhilt sich wie
0] (%) fiir ¢ — oo.

Fiir n = 3 gilt:

0 fir t< -

c
b
u(z,t) =< #0 fir ggtgf
c c

b

0 fir t> -

c

Es gibt somit sowohl eine vordere als auch eine hintere Wellenfront. Es gibt keine Dauernachwirkung und
es gilt das HuYGENsche Prinzip:

»Eine in einem beschrankten Gebiet wirksame Anfangsstorung wirkt sich an der Stelle « fiir hinreichend
grofe t nicht aus.

Dies ist iibrigens allgemein nicht giiltig fiir gerade Raumdimensionen, also fiir n = 2, 4, 6, .. .. Dies gilt
nicht fir n = 1:

x4ct
[o(x + ct) + p(z — ct)] + % / P(s)ds

r—ct

u(x,t) =

N |

Hier haben wir keine Diffusion.

Bestimmtheitsgebiet £, (M) mit M C R”

Dies ist die Menge der (z,t) € R** ! fiir die u(x,t) allein aus ¢(y), ¥(y) fiir y € M berechnet werden
kann.

Lo(M)={(z,t) e R""t >0,A,(z,t) C M}
Wir betrachten folgendes Beispiel fiir n = 3:
M = K(zo,r) = {y e R*| |ly — a0 < 1}

Die Behauptung sei nun folgende:

L) = {(@,H) e RO <t < 2, fly = woll < 7 — et}

Man spricht in dieser Dimension von einem , Kegel® iiber K (xg,7) mit der Spitze in (xo, %)

A
t

o3

Zo z1

Az(x,t) = {yl lly — l| = et} = S(z, ct)
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3.6. EINDEUTIGKEITSSATZ

1) (z,t) € L3(K(xo,7)) < | S(x,ct) C K(zo,7)

2.) (z,t) € L3(K(z9,7)) & x +nct € K(xg,7) ¥V nmit ||n|| =1
3.) (z,t) € L3(K(zg,7)) < ||z 4+ nct — ol <7

Es handelt sich um eine Mengengleichheit, die nachgewiesen werden mufl. Wiahle dazu n =

Einsetzen folgt dann:

Tr — X
Iz = ol

ct ct
(x—%)(1+>H=<1+>Hx—wm=ﬂx—%+dér
o=zl o=zl

T+ ct—xol| <r

A u#0firn=21(wenn AB #0)
b1 b u=0firn=3
c c
u#0firn=3,2
¢
c
u=0firn=1,2,3
»
M T
T
L1, T2
T, T2, T3

Es sei n = 2: ¢ =0, v = 0. Die Behauptung ist folgende:

1
lim w(z,t) =0, u(x,t) = O () fiir t — oo
t—o0 r

u(zx,t) d(y1y
u 2m / aﬂ ny—xw (vv2)
ly—z| <ct

Fiir t > % gilt ||y — x|| < b und daraus ergibt sich ||y — z|| < ct.

1
( / C2t2 ||y — tz ylyQ T / \/C2t27 (y Y2 ) -

Hy z||<b ly—=zll<b

1 const. const.

1
—_— . — = <
e JEE T /w(y) dy11e) = =5 < —
M

3.6 Eindeutigkeitssatz

Satz 0:

Hw o H

Es sei u € C*(R™ x |t > 0]). Fiir das Anfangswertproblem uy;; — A u(z,t) = 0 (fir z

2, ||z — moll < to — ct}).

€
(

K (z0,to) und

t>0), u(z,0) =0, u(z,0) =0V z € K(xo,t9) gilt: u(z,t) =0V (z,t) € L,(K(x0,t0)) ({(z,t)|0 <t <

7

Durch




KAPITEL 3. DIE WELLENGLEICHUNG IM R3

A
to
C
! B,
f f
|zoll — to ol zol| +to 21, 22

t sei beliebig aber fest in 0 <t < %0 und:

By = {z € R"||lz — zo|| < to — ct} mit Bo = \/(x0,t0), B = {20}
Dies stellt fiir n = 3 eine Kugel und fiir n = 2 einen Kreis dar.
0OB; = {z € R"|||z — x| = to — ct}

ugy — Nou =0 in R? x {t >0}

u(x1,x2,0) = @(x1,2), us(x1, x2,0) = Y(x1, 22)

1 - t
E(t) = 5/ [t 1) + AIFul*(e,0)] dr i 0 <1< 20
By
Da u¢(x,0) = 0 (aus Anfangswertbedingung) und u(z,0) = 0 gilt, ist Vu(z,0) = 0 und damit auch E(0) = 0.
Fiir alle ¢ gilt auBlerdem E(t) > 0. Weiterhin ist E(t) < 0:
E(t) <0= E(t) =0Vt = uy(z,t) = Vu(x,t) = 0V (2,t) € L, = u(z,t) = const. = 0 = u(z,0)

to—ct
: 1 - 1 -
E(t) = §6t / / (...)do| do= —g / [uf + CQHVUHZ} do + 3 /@ [uf + CZHVuHQ} dr
s=0 |||lz—zo||=0 OB B,
I = / {ututt + 0261%614 dr
By

Hieraus ergibt sich dann:
|| Vul? = ot (ﬁu : ﬁu> =2Vu, - Vu = (6ut) : (ﬁu)
Wir probieren ﬁ(utﬁu) = Vu - Vu 4+ u,VVu:

I = / Ut (utt + CZAU) +c2V (ufﬁu) dt = /c2ut§u -ndo

—_————
By 0 OB

E(t) = / {fg (u? + 02||§u||2) + uVu - n} do
aB;

—%llal?
€2 219,2 2, o ¢ = = = ¢ 2112
—5 (ut + || Vul] ) + cCuVu-n = —5 (nutnut +cVu - cVu —2cVu - utn> = fiHnut — cVul|
Somit folgt E(t) < 0.

78



3.6. EINDEUTIGKEITSSATZ

3.6.1 Beispiele zur h6herdimensionalen Wellengleichung

Es sei k € R und u = u(xy1,x9,t) € C?(R? x (t > 0)). u geniige der Gleichung uy; — c2Aou F k?u = 0. Wir
betrachten w = w(x1, x2, x3,t) = o(x3) - u(x1, T2, ).

Wi — A 0gw = (s — & (Ugyzy + Usya,)) 0(x3) — 20" (@3) (w1, 20,)) = 0 = u(0"? + 0k?) = 0

+k2u

Das heift, fiir o = o(z3) ist 0" Fo- K — 0 zu losen.

c2

04 (z3) = Asin <k$3> + B cos (kx;;)
c c
o_(x3) = Aexp (kz3> + Eexp (kx3>
c c

Satz [0

Es seien wy = wy(x1,x2,x3,t) und we = o1+ mit o4 geméf (x) gegeben. Dann gilt:

Wi, — Alhgwy =0 Uty — Alous + Kuy =0

Ubung:

Formuliere den Satz O fiir die Gleichung uy — c2uy,», + k*u = 0, w = w(xy1, T2,t) = o(x2)u(w1,1t).

Wir betrachten Probleme der Art uy—Asu—k?u = 0 (¢ = 1) mit z1, 72 € Rund ¢ > 0. Die Anfangsbedingungen

seien u(x1,x2,0) = @(x1,22) und ue(z1,x2) = Y(x1,22). Fir w = w(ry, 22, x3,t) := exp(kzs)u(zy, x2,t) gilt
Osw = 0 fiir (21,22, 23) € R und t > 0.

w(xy, 2, x3,0) = exp(kxs)p(z1,x2) = @(x1, 22, 23)

wt(xla L2, T3, 0) = eXP(k963)¢(3317932) = ¢(x1ax2vx3)

Mit Satz O (von Z18) ergibt sich:

1 1
wet) = [ oy o [ e)de

ly—=zll=t lly—ell=t

Wir machen folgende Nebenrechnung;:

1 +2 cos psin ¥
I=-—— o(y)dog) = — o(x+tn)dw mit 7 = | sinpsind | , dw = sin ¥ d(¥,
Amt W)~ 4t ®
ly—zll=t n]l=1 cos v
27 T
t
I = = / P(x1 +tcospsin®, zo + tsinpsind) | - exp [kxs + kt cos ] =
7
@=0 =0
2 ™
t
= exp(kx3) - — - @(x1 + tcos psint, zo + tsin psind) exp(kt cos ) sind dd | d
47 ¥
»=0 =0
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KAPITEL 3. DIE WELLENGLEICHUNG IM R3

Damit ergibt sich w(x,t) = u(x1,x2,t) - exp(kxs). exp(kzs) kann aus beiden Integralen herausgezogen und
damit gekiirzt werden.

t A
u(z1,z2,t) = 0, y / / P(x1 + teospsind, xo + tsin psind?) exp(kt cos¥) sind d¢ | de + analog fiir ¢
7r

©=09=0

T3

tsin

T1, T2

Es sei nun ¢ = tsind, dp = t cosd dv:

+V/12 g% fir 0<9< Z (obere Halbkugel)
tcos =

—\/12 — 0% fiir 5 <9 <7 (untere Halbkugel)

Wir machen wieder eine Nebenrechnung:

/ d
R | e e O R
9=0

_|_

0

d
+/¢($1+Qcosw,x2+gsm<p exp( k\/ﬁi) Y Q _

/t 92

@ (21 4+ 0cosp,x9 + psinp) - 2 cosh (k:\/t2 — gz) . H%dg
: -0
=0

Wieder in u(xy, z2,t) eingesetzt, ergibt sich:

u(xy, xo,t) —@/ /gp 21 + 0Cos p, Ty + psinp) cosh(k\/t2+g) d +/¢

»=0 0=

Wir setzen & = gpcos p, & = gsing und € = (&1, &2):

51,52 3
u(x1,0,t) = 78t / Pz +€) cosh(kW) - +/¢ -
ligl<t — liEl

Utt — Ugyzy — Uzgmy — k?u = 0 fiir (z1,22) € R2 t>0

u(xy, T,0) = (1, 2), (1, 2,0) = (a1, o)
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3.7. ANFANGSWERT-RANDWERTPROBLEM IM R? IM HALBRAUM

3.7 Anfangswert-Randwertproblem im R? im Halbraum

Wir betrachten ein Anfangswert-Randwertproblem im Halbraum {x3 > 0} := {z = (21,22, 23) € R3, 23 > 0}.
Gesucht ist u = u(z,t) mit

Ou(x,t) = f(x,t) fir x3>0,t>0
(P)< u(x,0) = (), ug(z,0) =9(x) fir xz3>0
u(z1,2,0,t) = h(x1, 22, 1) fiir (21,22) €R% £>0

Die gegebenen Funktionen f, ¢, 1) und h seien geniigend oft stetig differenzierbar.

1.) Besitzt das Problem eine dreimal stetig differenzierbare Losung in {z3 > 0} x {t > 0}, so sind die
folgenden Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt:

hli=0 = ¢lzs=0, hlt=0 = ¥]zs=0
(D304 f) log=0 = hutle=0, (L3¢ + f1) las=0 = hestle=o

2.) Es sei u eine Losung von (P). Gesucht wird v = v(z, t) so, daf fiir w(x,t) := u(x,t) —v(z,t) die folgenden
Gleichungen und Bedingungen erfiillt sind:

Osw(z,t) = F(x,t) :== f(z,t) — Osv(z,t) fiir 23 >0, >0
w(z,0) = po(x) := p(z) — v(z,0)
wi(z,0) = Po(z) = Y(z) — v(2,0)

1.) w(zy,22,0,t) = 0 fiir (x1,72) €R%, ¢t >0
2) F:@OZwOZOfﬁI’J?g:O

33320

Mit noch freien Funktionen a = a(x1,zs,t), b = E(xl,x27t), ¢ = (a1, xa,t) wird fiir v der Ansatz
v(z,t) = h(x1,22,t) + ax3 + bai + ¢rs gemacht. Es ist (1) erfiillt und von (2) ebenfalls ¢y = g = 0
fiir z3 = 0, wie man mit obigen Vertriglichkeitsbedingungen einsieht unabhingig von a, b und ¢. Wir
reduzieren das Problem also auf ein anderes mit homogenen Daten (f, ¢, ¢, h) auf der Hyperebene
{1‘3 = 0} = {(I17I271‘3,t) € R4|I3 = O}
v(x,t) = h(wy, w2, 1) + a(w1, 2, t)23 + B(ml,xg,t)xg + &(w1, T2, )T
Der Ansatz erfiillt dann Gleichung (x) unabhéngig von a, bund é.
F(fEl,fL’Q, Out) = D(u - ’U) = f(x17$2, 07t) - [vtt - 02 (U:El:l?z + U:EQ:EQ + U:Egzg)] (./,U17.’I:2,07t) =

= fz1,22,0,t) — [hue(@1, 2, 1) — ¢ (Rayay + hagay) (1, 22,1) — ¢ - 26(21, 22, 1)) =0
Mit einer bestimmten Wahl von a ist F(z1, z2,0,t) erfiillt.

3.) Weiteres Vorgehen:

Ow = F(x,t)
’LU(JS,O) = ¢o($), wt(:c,()) = @ZO(I)
w(z1,x2,0,t) =0

Z*:', po und 1/30 seien die nach x3 < 0 ungerade fortgesetzten Funktionen F', ¢y und . Betrachte nun das
Problem P, in R3 x (t > 0). Es sei @ = w(x,t) die Losung von P,. Zu zeigen ist, dal @ ungerade in x3
ist beziiglich dem Nullpunkt.

11](.131,@'2, _x3,t) = —w($1,$2,$3,t)
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Wir definieren folgende Funktion:

w(zy, X2, T3,t) = W(T1, T2, —23,t) + W(T1, T2, X3, 1)
Oi(zy, z9, 23,t) = F(x1, 29, —23,t) + F(x1, 29, 23,1) = 0
Also gilt auBerdem:

w(xy, 2, 23,0) =0, W (x,0) =0

Daraus ergibt sich also @ = 0 nach dem Eindeutigkeitssatz. w(z1, 72, 23,t)|,,~o = w(z,t) ist nun Lésung
des w-Problems ohne~ Daraus folgt dann, dal u = w + v das Ausgangsproblem 15st.

Abschlielend kann noch angemerkt werden:
a.) Probe sollte gemacht werden, da nur von der Existenz der Losung u ausgegangen wird

b.) Probleme hinsichtlich der Differenzierbarkeit von ¢, zﬁo und F bei z3 = 0.

Wir wollen das folgende Problem

- { Dyu(x

,t) = hi1(z) cos(wt) + ha(x)sin(wt) fiir z € R3 ¢t>0
u(z,0) =

ug(x,0) =0 fir =€ R3

mit reellen Funktionen hy und hy losen. Dazu setzen wir h(x) = hq(z) + ihao(z). Dann ist folgendes Problem
zu l6sen:

(P) = Osu(z,t) = h(z) exp(—iwt) fir z€R3 t>0
] u(z,0) = u(x,0) =0 fir z€R3

Die Losung von (P) ist dann Re(u(z,t)), wenn u das Problem (P) 16st. Es sei h(x) fiir ||z| > R. Fiir t > M%R
erhalten wir mit der KIRCHHOFFschen Formel:

1 : exp (iklly — x|) . ] + R

u(z,t) = o exp(—iwt) / h(y)w dr, fir x € R®, ¢ > —
llyll<r
Werten wir die Formel aus (k = %):
h(z)exp {—w (t — M)} 1 h( Ll
z . y) exp [iklly — z]]
Wt =gm [ lo—al = gz (i) [ PEC
ly—zl[<ct ly—zll<ct

Es sei h(y) = 0 fiir [ly|| > R: Falls ¢ > 58 ¢ oilt {y[||y[| < R} < {yllly — || < ct}. Begriinden kann man
dies durch |ly — 2| < |ly|l + ||z < R + ¢t — R = ct. Weiterhin gilt fiir ¢ > 128

exp [iklly — =[]

Iy — 2 dr(y) = exp(—iwt)U(z)

u(x,t) = ﬁexp(—iwt) / h(y)

lyl <R

Folgerung:
Nach geniigend langer Zeit schwingt das Objekt mit der Stérung.
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3.8. DIE WELLENGLEICHUNG IN BESCHRANKTEN RAUMGEBIETEN
(ENTWICKLUNG NACH EIGENFUNKTIONEN DES —A-OPERATORS)

Betrachten wir die HELMHOLTZ-Gleichung/Schwingungsgleichung: Aw + k?w = 0. Diese kann mit dem Sepa-
rationsantz a(x)B(t) gelost werden. Es sei h(y) = 0 und ||y|| > R:

~ 1 exp lik|ly — x
T R TR

y—x
lyll<r . .

AU+ kU =h

3.8 Die Wellengleichung in beschrinkten Raumgebieten (Entwick-
lung nach Eigenfunktionen des —A-Operators)

G CR? sei ein beschréinktes Gebiet mit G = GUOG. OG sei stiickweise glatt. Gesucht sei u = u(x,t), definiert
fiir x € G, t > 0. Wir haben also das Problem:

(utt — 62A3u) (z,t) =0firz e G, t>0

u(z,0) = p(x), ut(z,0) = Y(z) fir x € G

w(z,t) =0firz € 0G und t > 0

Wir machen einen Separationsansatz. Dies kann man bei beschrinkten Gebieten immer versuchen!
u(z,t) = v(x)T(t)

Wir setzen diesen Ansatz in die obige Gleichung ein und erhalten:

T'v—ETAv=0  |:(c*-vT)

LT"(t) Av,
ST - v W=

A sei der Separationsparameter. Wir erhalten also zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

T"(t) + A\T(t) =0

Av(x) 4+ M(z) =0, v(x) =0 fir x € G

Zu betrachten ist das Eigenwertproblem —Awv(x) = Av(x) (z € G), v(z) =0 (z € 9G). Gesucht sind Losungen
v # 0 und zugehorige \’s, also gerade die Eigenwerte.

1.) Jeder Eigenwert ist positiv.
—Av = )\v inG

Wir multiplizieren nun mit (x) durch und integrieren:
/fAv(x)@(a:) dz = )\/ |v(x)|? dz
G G

Auflerdem gilt:

Vot = -V (?vﬁ) + VoV = |Vul]? = AT+ V (ﬁw)

A—

—Av@dx—k/\6U|2dx=/6ﬁv-ndx:>/|§v|2dx:)\/\U(x)|2dx
G G G G

=0 >0 >0
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Daraus folgt dann A = 0 oder A > 0. A = 0 bedeutet:

/ [Vo]2dz =0
G
Damit erhalten wir schrittweise:

Vo=0inG
v = const. in G

Aus vyg = 0 folgt dann v = 0 und dies ist nach Definition keine Eigenfunktion.

Ubung:
Mit v als Eigenfunktion zu A ist auch v Eigenfunktion zu .

2.) vy sei Eigenfunktion zum Eigenwert A;. vy sei Eigenfunktion zu A2 und es gelte Ay # \g, dann gilt v; L vs.
/v1 (x)v2(z)dx =0

G

Wir rechnen dies nach:
—Avl = /\11}1

_AUQ = )\27}2
Es sei A1 # Aq.

(A — o) /m(x)vg(as) d(z) = / [v1 Ave — vaAvy] da

G G
/ {6 (1)1602) v (1}261)1) — ﬁvl . 6’02 + 6’02 . ﬁvl} dx = / |:1)161)2 — U26U1i| ndo
G aG

3.) Es gibt abzéhlbar viele Eigenwerte A1, Ao, Ag, ... mit 0 < Ay < Ap < A3 < ... <Ay < Apgp < ...mit
A, — 00 fiir n +— oo.

4.) Zu jedem Eigenwert gibt es hochstens endlich viele Eigenfunktionen (endliche Vielfachheit).

5.) Jede Eigenfunktion v gehort zu C1(G).

3.8.1 Entwicklungssatz

Es sei f € C?(G) und f(z) = 0 fiir z € 9G. Dann gilt:

f(z) = iakvk(:ﬂ) firz e G
k=1

Die Konvergenz ist gleichmiiflig (also unabhiingig von ) auf G.

Man hat dann:

/ f(@)op(a) de
G

" /v,%(x) dz

G
u(z,t) = v(z)T(t) fiir v1, ., mit A;
T"(t) + AT (t) = 0 = Tj(t) = Ajcos(y/Ajet) + B;sin(y/\jet)

firk=1,23,...
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(ENTWICKLUNG NACH EIGENFUNKTIONEN DES —A-OPERATORS)

Ergebnis:

Sind ¢, 1 in G geniigend oft stetig differenzierbar, so ist die Losung des Anfangswert-Randwertproblems (1),
(2), (3) durch die Reihe

u(z,t) = i [((p,vn) cos (C\/Et) + (;/)\’/%> sin (cmt)] vp ()

gegeben, wobei (e, o) fiir zwei reellwertige Funktionen f und g folgendermaBien definiert ist:

(f.9) = / f(@)g(z) dz
G

Ist G = {(x,y) € R?|0 < x < a, 0 < y < b} ein Rechteck, so wird das Eigenwertproblem (4)
—Ugy — Uyy = Av(z,y) mit (z,y) € G, v(0,y) = v(a,y) = v(z,0) = v(z,b) =0

wieder mit einem Separationsansatz v(x,y) = X ()Y (y) gelost. Man erhélt die orthonormierten Eigenfunktio-

nen

2 . /nw . /mm .

Unm (z,y) = —= sin (—x) sin (Ty) firn,m=1,2,3, ...
a

Vab

mit den Eigenwerten
o= (25 + (52
a b
Ist G = {(z,y) € Rlz? + y?> < R?} ein Kreisgebiet, so wird (1), (2), (3) mit Polarkoordinaten geschrieben
(u(rcos ¥, rsindd, t) := w(r,9,t)):
1 1
wy — ¢ (wrr + ~wy + wa> =0
T T

w(r,9,0) = f(r,9) (= ¢(rcos ¥, rsind)) 0<r <R t>00<9<2m

we(r,9,0) = g(r,¥) (= Y (rcos 9, rsin}))

w(R,9,t) =0
Der Separationsansatz w(r,d,t) = a(r,9)5(t) mit a(r,9) = A(r)O(0) liefert fir A(r) eine BESSELsche Dif-

ferentialgleichung mit Parameter n € N von der eine im Nullpunkt reguldre Losung gesucht wird. Bei der
Gleichung fiir © ist zu beachten, daf eine 27-periodische Losung © = O(r) gefordert ist.
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Kapitel 4

Nichtlineare Wellengleichung

Hier wollen wir die eindimensionale nichtlineare Wellenausbreitung anhand der Gleichung

Qt(a:,t)—i-c(g(x,t))ggg(x,t) =0 (1)

behandeln. Solche Gleichungen erhilt man aus Erhaltungssiitzen, welche die Form g;(x,t) + ¢.(z,t) = 0 (2)
haben. Hier bedeuten p die lineare Dichte einer physikalischen Quantitéit und ¢ der Fluf} dieser Grofe (die Menge
pro Zeiteinheit, die den Punkt x zur Zeit t passiert; % ergibt sich Flufigeschwindigkeit). Als ersten Ansatz nimmt
man einen funktionalen Zusammenhang ¢ = Q(p) an. (2) geht dann iiber in o;(z,t) + Q' (o(z,t)) 0 (z,t) = 0,
eine Gleichung der Form (1) mit ¢(p) = Q'(g). Gleichung (2) bedeutet in Integralform:

d [

T oz, t)dz + q(z, )32, =0  (3)

z1

Leider kann dieses Kapitel nicht fortgesetzt werden, da sich der Dozent zwei Wochen vor Ende der Vorle-
sungszeit an der Schulter verletzt hat.
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