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Kapitel 1

Einfiihrung in die Problemstellung

Die Funktion f : [a,b] — R heifit stiickweise glatt (stiickweise stetig differenzierbar), falls f auf [a, b] stetig
ist und f’ auf [a,b] hochstens endlich viele Unstetigkeiten der folgenden Art hat: Ist ¢ eine Unstetigkeit von
f', so sollen

f(et) = lim f'(z) und f'(c—) = lim f(x)

T>c rx<c

existieren und endlich sein.

(C’l[a, b]) = { £+ ]a,b] — R™, jede Komponentenfunktion von f ist stiickweise glatt}

1.1 Kiirzeste Verbindung zweier Punkte im Raum

Es sei D = {77 € (C[0,1])3, #(0) = 7, 7(1) = 71 }.

1
Gesucht ist 7 = i € D mit L(7pp) < L(7) fiir alle 7 € D, wobei L(7) := / |7 (¢)||dt die Linge der durch
0
7 =7(t), 0 <t <1, beschriebenen Raumkurve ist. Die Losungen des Problems sind Geraden:

me(t) =7?0+t(7?1 —770) firo<t<1

1.2 Geodatische Probleme

Gegeben ist eine Fliche F im R?, etwa in impliziter Darstellung ¢(z,y,z) = 0. A und B seien gegebene Punkte
auf F' mit den Ortsvektoren 7, und 7. Es sei D = {77 € (C1[0,1])3, #(0) = 74, (1) = 7z }. Es ist

1

L) = / 17 ()]t

0

auf D zu minimieren unter der Nebenbedingung ¢(7(t)) = 0 fiir 0 < ¢ < 1.
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1.3 ,,Fermatsches Prinzip*

Gegeben sei ein Medium G' C R? mit (z,y, z) € G und der Geschwindigkeit des Lichts v = v(z,y, z) an dieser
Stelle. A, B € G seien Punkte. Gesucht ist der Weg des Lichtes in G von A nach B. Das Fermatsche Prinzip
besagt nun:

Das Licht wahlt den Weg, den es in kiirzester Zeit zuriicklegen kann.
B

—

A F=7(1) mit o <7 <7

—

™(T0) = Ta, T(T1) =75

Die Zeit von A nach B auf der Kurve 7= #(7) ist nun:

Die mathematische Formulierung lautet folgendermaflen:
. 3
D= {F: 7(r) € (Clroml) s fmo) = 7, 7(m) = FB}
Gesucht ist nun 7= 7, (1) € D mit T (Frin) < T(F) V 7 € D, wobei gilt:

e
T ‘/ o( ()

Ist die Kurve eben mit der Darstellung y = y(x) mit a < z < b, dann folgt:

/Wd
T =

Minimum auf D

1.4 Das Problem der Brachystochrone

Durch 2 Punkte A und B in einer senkrecht gedachten Ebene ist eine Kurve C so zu legen, dafl ein Massenpunkt,

der sich lings C' nur unter dem Einflu} der Schwerkraft bewegt, in kiirzester Zeit von A nach B gelangt.
(0,0)

A I »
Ip x
C
yB_' B
Y

\/

Nach dem Energieerhaltungssatz gilt nun:

1
imv2 —mgy =0

Damit erhalten wir durch Auflosen v:

=29y



1.5. ISOPERIMETRISCHE PROBLEME

Gesucht ist nun y = y(z) mit y(0) = 0, y(x,) = ys, daB folgender Ausdruck minimal wird fiir y € C*[0, z,]:

) f/\/i

B
Das Integral /

d
\/% muf} damit existieren fiir y(z) > 0. Wir vertauschen einfach die Bezeichnungen der
y(x

Achsen oben. T'(y) lautet jetzt:
L Ty
Y (x
T(y) = d
() o / .4z
0

Dies stellt nun kein Problem dar, da das Integral /
0

existiert.

%\a

1.5 Isoperimetrische Probleme

Gegeben ist die Zahl [. Gesucht ist eine geschlossene ebene Kurve der Lénge [, die eine moglichst grofle Fliche
berandet.

// 7(5 fids

A ist der Inhalt von F' und der berechnet sich
nach:

_Z/MO

Wihle nun ¢ = (g

) firo<t<1

)undﬁ.ﬁz

/
Fiir den Tangentenvektor ¢ gilt ¢ = ((p/(t)>. Da der Normalenvektor 77 auf diesem senkrecht steht, konnen wir
V(1)
/
7 schreiben als 77 = <¢<,0€2(2)> Des weiteren ist 7(0) = #(1) und damit gilt fiir das geschlossene Integral:

A= § e as=| [ e o
0

OF




KAPITEL 1. EINFUHRUNG IN DIE PROBLEMSTELLUNG

R 2
Gegeben ist D — {r: (2222) e (€0,1)) ", 7(0) = 7(1), 7(t) # 5, 7 injektiv af (0,0>}. Gesucht ist dann

1 1
7 e D mit A(F) (= A(p,¥)) = /gp(t)w’(t) dt ist maximal unter der Nebenbedingung / |7 (@) dt = 1.
0

(=)

T

AuBlerdem folgt mit v = (y

>und§~z_}'2:

]9 vd0=2a= § on+yma) as = f o) - v ) ar
oF

F oF

1
A= fletw®) - v 0] dt =[5 [ oo - voe o) @
0

Auch diese Formel werden wir spiter noch benétigen.

1.6 Kettenlinie

Ein nicht dehnbares homogenes Kabel der Lénge [ wird in den Punkten A und B aufgehiingt. Es unterliegt
der Schwerkraft. Gefragt ist nach der sich einstellenden Form y = f(x).

A
B

T, Ty T

Bedingung:

Die Schwerpunktskoordinate ist fiir die gesucht Losung minimal. Gesucht ist y = f(x) mit f(x,) = ya,

zB

g
f(zs) = ys, fir die /f(m)\/l + f'(2)? dz minimal ist unter der Nebenbedingung / V14 ff(x)de =1

TA A



1.7. MINIMALFLACHENPROBLEME/PLATEAU-PROBLEM

1.7 Minimalflichenprobleme/Plateau-Problem
A

fuir0<t<1

A/ \yA
Inhalt von F = A(f) = // \/1+ f2+ f2d(z,y) minimal wird.

G

1.7.1 Minimale Rotationsflache

Y

>

T

Gesucht ist Kurve y = y(z) durch A und B derart, dafl der durch Rotation der Kurve um die z-Achse
entstehende Korper minimale Oberfldche hat.

1.7.2 Beispiele zum Plateau-Problem

1.) Minimalflachen:

2.) Zwei Flachentypen bilden drei verschiedene Oberflichen:
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® ®

3.) Sonstige Flichen:

Einseitige Oberflache Zweiseitige Oberfliche

System bestehend aus drei Oberflichen Zusammengefiigte Kurve

1.8 Hamilton-Prinzip

Wir stellen uns vor, dafl der Zustand eines physikalischen Systems zur Zeit ¢ durch einen Vektor () =
(01(t), ..., on(t)) mit t € [tg,t1] festgelegt wird. £ = L(t,q1,- -, Gn,P1,---,Pn) sei die zugehdrige LAGRANGE-
Funktion. Der im Zeitintervall [to,¢1] bei bekannten Zustinden gy = B(to) (Anfang) und g1 = F(¢t1) (Ende)
ablaufende Vorgang wird durch die Kurve & = 3, (t) beschrieben, die das Wirkungsintegral

t1

5(g) = /E(t»sﬁ(t),~~~wpn(t);wi(t)w~~»901L(t))dt

to

minimal (oder wenigstens stationir) macht und @, (to) = Go und G, (t1) = @1 erfiillt.

Zusammenfassung aus den vorhergehenden Beispielen:

Jeweils liegt eine Vorschrift vor, die Funktionen aus einer Funktionenmenge (D) eindeutig eine reelle Zahl
zuordnet. Wir haben also folgende Vorschrift:

F:D—R

10



1.8. HAMILTON-PRINZIP

F nennt man nun Funktional (,Funktionfunktion®). Gesucht sind Elemente y aus D, fiir die F(y) extremal
wird. In HMII hatten wir folgendes Problem:

fTMCR"—R

y:f(xlv"'axm)

Hier hatten wir endlich viele Unbekannte. Nun betrachten wir aber y = F(y) und hier handelt es sich um
,unendlich viele Unbekannte“zur Festlegung einer Funktion.

1.) Gesucht ist eine C>-Funktion, welche die kiirzeste Verbindung zweier Punkte einer Geraden beschreibt,
die in den Punkten A und B senkrecht auf der Geraden steht.

B

A

Man wird feststellen, dafl dieses Problem keine Losung besitzt.

2.) Voraussetzung, dafl eine Losung existiert, muf} riickwirkend bestétigt werden.
»Die grofite ganze Zahl G ist gleich 1.¢

Da 1 € Z, folgt G > 1. Falls G > 1 folgt, G®> > G. Dies geht nicht, da mit G aus G? € Z und G schon die
grofite ganze Zahl ist. Daraus folgt dann G = 1. Wir haben wir vorausgesetzt, daf es eine grofite ganze
Zahl gibt, weshalb wir auf diesen Unsinn kommen!

3.) Minimum auf D:
+1
= [
1

D= {y e CU-1, +1]y(~1) = —1,y(1) = 1}
A
y

1A

Da F(y) > 0, ist die Frage nach einem Minimum keinesfalls sinnlos! Aus y’ = 0 folgt y(z) = const. ¢ D.
Wenn das Problem also durch y,, losbar ist, mufl F(y,,) > 0 sein. Es sei y,, € D eine Losung, also gelte
F(ym) =a>0.

11
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1 fir e<zx<1

Durch Nachrechnen erhilt man:
5 1

1 41 115 1,
0 €
2 3
0<F(y€):g<€ (<a)
Also erhalten wir:

5
€<3§a

Das geht fiir jede Zahl a > 0. Unser Problem hat folglich keine Losung!

Bemerkungen:

1.) Es wird D fast ausschlieflich C C'. Es handelt sich um einen Vektorraum. D) ist jedoch im allgemeinen
kein Vektorraum. Als Beispiel betrachten wir:

D= {y € C'[a,b]|y(a) = a1, y(b) = b1} (af + b5 #0)

Dies ist kein Vektorraum, denn aus yi, yo € D folgt y1(a) + y2(a) = 2a;. D ist sehr oft eine konvexe
Menge.
Konvex Nicht konvex

12



1.8. HAMILTON-PRINZIP

D heiit konvex, falls aus y1, yo € M folgt, dal gy + (1 — ¢)go € M fiir alle ¢t € [0, 1]. Eine konvexe
Funktion y = f(z) ist beispielsweise:

A
y

Fiir konvexe Funktionen gilt nach unserer Definition f” > 0. (Die Ableitung liegt immer auflerhalb der
Menge.) Ist unsere Menge D konvex?

a1 = ty1(a) + (1 —t)ya(a) = tar + (1 —t)a; = a1

by = tyr(b) + (1 — t)ya(b) = by

Die Voraussetzungen zur Konvexitédt sind also erfiillt.

13
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Kapitel 2

Grundlegendes zur Optimierung

Y sei ein Vektorraum mit D C Y. Aulerdem sei ein Funktional F' : D — R gegeben. Gibt es ein § € D mit
F(y) < F(y) Vy € D, so heiit 7 globaler Minimumpunkt fiir F' auf D. Gilt F(y) < F(y) V y # 7 mit
y € D, so heifit F(7y) striktes (eigentliches) Minimum; g minimiert F' eindeutig.

M sei Menge reeller Zahlen mit —M = {z| — z € M}. Hier gilt dann min(M) = — max(M).

A
y

Lemma [I:

7y minimiert F' auf D « F(y+v) — F(y) >0Vv €Y mit y+v € D.
7 minimiert F auf D eindeutig < F(7+v)— F(y) >0V v €Y mit y+v € D und v # 0.

Es liegt der Vektorraum Y = C{a, b] und D = {y € C[a, b],y(a) = 0,y(b) = 1} vor.

Fo) = [ (@) do

Das Integral ist auf jeden Fall grofler als Null, womit es sinnvoll ist, ein Minimum auf D zu suchen. Mit y € D
und v € Y gilt y + v € D, falls v(a) = v(b) = 0 ist.
Dy = {v € Y|v(a) = v(b) = 0}

Betrachte fiir beliebiges v € Dy mit § € D den Ausdruck F(g + v) — F(y). Das Ziel ist, 7 € D so zu finden,
daf} dieser Ausdruck > 0 wird fiir alle v € Dp. ¥ € D sei fest: y € D < y =y + v, v € Dp. AuBerdem gilt
|D =7 + Dy|. Es sei als Ubung aufgefafit, sich dariiber Gedanken zu machen. Ein Ausdruck dieser Form kam
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in HM schon zweimal vor, ndmlich bei linearen Gleichungssystemen und linearen Differentialgleichungen. Wir
schétzen nun ab:

b b
Fy+v)—F(w) = / [v’(x)2 + 2/ (z)v' (2)] da > /Qy’(x)v’(x) dz (> 0)

a a

Das Gleichheitszeichen gilt fiir v'(2) = 0 V z. Damit folgt dann, dafi v(z) = const. und mit v(a) = v(b) = 0,
b

daB v = 0 ist. Gibt es nun ¥ € D mit /y'(x)v’(x) dz =0V v € Dy. Eine Moglichkeit wire, dal 7' = « ist.

Dann ist das Integral aufgrund der Randbedingungen fiir v'(x) gleich Null. Daraus folgt dann:

7:y1_y2x+y2a_ylb
y a—>b a—>b

_ 2
F@) _ (yla _be)

y(x) ist die Minimalfunktion und F(7) das Minimum.

2.1 Satz von du Bois-Reymond/Lagrange/Fundamentallemma der
Variationsrechnung

Satz [:

b
E sei g € C%[a;b] und es gelte /g(:z:)h’(x) dr =0V h € Clla,b] mit h(a) = h(b) =0 (V h € Dy). Dann ist

g(x) = const. ¥ x € [a, b].

Beweis:
T 1 b
Wihle (z) :/ o(t) — m/gm dr| at. /(g(t) —C)dt)| Esseih o€ Do b€ CYa,b], (@) = 0,

a

h(b) = 0. Wir bendtigen auBerdem:

b

V(@) =g(o) - 7 [ g(r)ar

a

Die Voraussetzung liefert nun:

b
0= /g(a:)i/(x) dz

b b b

/ﬁ’(m)gdx:/fz’(x) g(z) — bia/g(T)dT dr = /bil’(:c)g(x)dx— bla/bg(r) drjﬁ’(x)dxzo

a a a

Daraus folgt dann 7/(z) = 0 ¥ & und damit:

1
b—a

g(w) =

b
/g(T) dr = counst.

16



2.1. SATZ VON DU BOIS-REYMOND/LAGRANGE/FUNDAMENTALLEMMA DER
VARIATIONSRECHNUNG

Folgerung [1:

b
f, g € C%a,b]. Es gelte /[f(x)h(x) +g(z)h'(z)] dz =0V h € Dy. Dann gilt f(z) = ¢'(x) V z € [a, b].

Beweis:

Es sei u(z) die Stammfunktion von f(t):

u(z) = j Ft)dt

Damit folgt dann durch partielle Integration:

x

/b F(@)h(z) da = [ ] £(1) dt] h(z) b - /b [ / £(1) dt] K (z) dz

=0

Also gilt weiterhin:

x

b b
/[f(:c)h(:c) +g(z)h/(z)] dz = / [g(:ﬂ) - /f(t) dt] B (z)dz =0V h € Dy

€Ca,b]

Mit Satz O folgt dann:

o(z) = / fwdt+cefd@ =@

Folgerung [1:

b
Es sei f € C%a,b] und es gelte /f(x)h(x) dx =0V h € Dg. Dann gilt f = 0. Beweisen kann man dies, indem

man in der Folgerung [0 g = 0 setzt.

Satz O (Verallgemeinerung von Folgerung [):

Es sei f € C%a,b] und m € N. Weiterhin sei ]D)E,m) ={y e C™[a,b] |hP(a)=hrP () =0,k=0,1,2, ...,
b

m} gegeben. Es gelte /f(x)h(x) dr=0VY he ]Dém). Die Behauptung ist nun, daf§ f(z) =0V z € [a,b].

a

D{™ c Dy

Aus Satz O erhalten wir Folgerung O.

17
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Beweis:

Wir wissen:

b
/f(x)h(x) de =0V h €Dy

b
/f(x)h(x) dz =0vh e D™

Mit Satz O folgt dann f = 0.

Beweis:

Wir nehmen an, daf§ f # 0. Daraus folgt dann f(c) > 0 fiir ein C € (a,b). Es gibt ein Intervall [«, 5] C (a,b)
mit f(x) > 0 fiir « € [, B] und stetigem f. Wihle:

) (2 —a)(B—a)™ e D™
h(z) =
0 fir z<a,z>p0

Setze dies nun in die Voraussetzung ein:

b B
0= /f(m)ﬁ(m) dz = /f(w)fz(x) dz >0

Dabei handelt es sich um einen Widerspruch.

Bemerkung zu dem letzten Beispiel:

b
F(y) = /y’(ar:)2 dx wird eindeutig auf D = {<e C'a,b],y(a) = y1,y(b) = y2} durch gy(z) minimiert:

a

a—2>b o a—2>b

N Yy Y2a — y1b
y(x) =

Dann soll F(y) Minimum auf I werden:
b
F(y) = 25/ (y'(z)* +sin’(z)) dz

a

Die Losung ist:

F@+v)—F@) =F@F+v)—F@) >0

~

18



2.2. VARIATIONSPROBLEM MIT NEBENBEDINGUNG

Lemma [J:

7 minimiert F auf D. < ¥ minimiert ¢?F + ¢ auf D (¢1 # 0, co = const.)

2.2 Variationsproblem mit Nebenbedingung

Satz [1:
D sei Teilmenge des Vektorraums Y. Es seien N Nebenbedingungen gi, ..., gy gegeben und F sei auf
D definiertes Funktional. Es mogen Zahlen Aq, ..., Ay und ein § € D derart existieren, dafl 7 [eindeutig

bestimmte] Minimalfunktion von F=F+ A1g1 + Aago + ... + Ay gy ist. Dann minimiert y das Funktional
F leindeutig] auf der Menge {y € D|g;(y) = ¢94,(¥), 7 =1, ..., N}.

Mittels ¢g;(y) = 1; mit [; =1, ..., N konnen die Ay, ..., Ay eliminiert werden.
Beweis:

Nach Voraussetzung wissen wir:

F(y) > Fy)vyeD

Durch Einsetzen von F folgt:

N
F(y) + ZAjgj(y) > F(y) + Z)\jgj@)vy eD

N

F(y) > F@)+>_ X (9,(m) —g;(y)) Yy €D
j=1

Daraus ergibt sich dann:

fly) 2 F@)VyeD,g;[@) =gi(y) mit j=1,..., N

Die A nennt man auch Lagrangesche Multiplikatoren.

2.2.1 Oberflache einer rotierenden Fliissigkeit

A

§§y=f(r) J
/60 w\ ! T}

Im Zylinder befindet sich Wasser der konstanten Dichte p vom Volumen V. Gesucht ist die sich einstellende
freie Oberflidche, die folgendermaflen charakterisiert ist:

0 Das Volumen V bleibt unveréindert.

19
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00 Die potentielle Energie wird minimal.
Wir berechnet das Volumen der Fliissigkeit:

2

=V = //lf/(T)rdrdgody—%r/ rf(r)dr
0y=0

@=07r=

Des weiteren benotigen wir die Energie:
1o
E(f)= gydm—|—§7“w dm
Das Massenelement dm kann auflerdem aus der Dichte und dem Volumenelement berechnet werden:

dm = pdV

Damit folgt:

!
[gy — ;7'2@«)2] or drdpdy = 2w / [;gf(r)2 3" 205 f(r)| rdr =

[gf(r)2 - rzwzf(r)] rdr

Formulierung der Aufgabe:

Gesucht ist y = f(r) mit 0 <7 <[, die E(f) minimiert auf D = {f € C0,1], f(r) > 0} unter der Nebenbedin-
gung g(f) = V. Betrachte nun E(f) = E(f) + Ag(f):

l
o) = 3e2m [rfyar=|ne-x [rerarmicn =2
0

[9(f +0)2(r) = W2 (f +0)(r) + X (f +0)(r) = gf*(r) + °w f(r) = Mrf(r)] dr =

[grv® + 2gr f(r)o(r) — rw?u(r) + Aro(r)] dr
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2.2. VARIATIONSPROBLEM MIT NEBENBEDINGUNG

Wir schitzen die Funktion nach unten ab:

l

1
E(f+v)—E :7‘[‘@/ grv? + ( 29fv—7“2w v+ Av) 7] d?”Z?TQ/ [2gf—r2w2+)\]rv(r)dr
r=0 r=0

l

Das Gleichheitszeichen gilt nur, falls / orv? dr = 0, das heiit nur fiir v(r) =0V v.
r=0

!
/ [2gf — r%w? + Al ro(r)dr =0Vv mit f +v €D
r=0

Dies bedeutet nach unserer vorherigen Sétzen, dafi der Ausdruck in der Klammer gleich Null sein mu$f:

y= ()= 5 (7~ )

Firy = f(r) = % (r’w? — ) gilt:
E(f+v)—E(f) >0Yvmit f+veDund v #0
l
Das A wird nun mit V' = 27 / rf(r) dr eliminiert. f > 0 bedeutet, da8 r2w? — A > 0 und damit A < 0. Durch

r=0
Einsetzen von f fiir f folgt:
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KAPITEL 2. GRUNDLEGENDES ZUR OPTIMIERUNG
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Kapitel 3
Die Variation eines Funktionals

Es sei Y ein Vektorraum mit D C Y und F: D — R sei ein Funktional. Es sei yg € Dy und v € Y mit:
Es gibt ein € > 0, so daf {y|y = yo + v, |e| < eo} C D.

rd

Yo

Wir betrachten jetzt ¢(e) = F(yo + ev) mit ¢: [—p,0] — R und g9 < € < gg. Wir definieren nun ¢'(0) =
0F (yo;b). Diese heifit 1.Variation von F' in gy in Richtung v (1. GATEAUX-Ableitung von F' in yo in Richtung

).

Ausfiihrliche Formulierung:

1 o1
§F(yo;v) = lim = (p(e) — ¢(0)) = lim = (F(yo + £v) — F(yo))
e—0 ¢ e—0 ¢
Hierbei handelt es sich gerade um die Definition der Richtungsableitung aus HMII. Beispiele hierfiir sind:
¢"(0) = 6°F(yo; v)
Dieses wird als 2. Variation bezeichnet.

1.) f: R™+— R ist ein Funktional mit Y =D = R"™.
8f(yo; v) = Dy f(y0) = Vf(yo) - v

2) [1R=R, p(e) = f(y +ev)

©'(0) =6 f(yo,v) = f'(y0) - v

o sei zweimal differenzierbar:

') = f'(yo +v)v, ¢"(€) = f"(yo + ev) - v?
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KAPITEL 3. DIE VARIATION EINES FUNKTIONALS

Damit gilt:

¢"(0) =6 f(yo;v) = " (yo) - v°

Wir wollen nun f(yo + €v) in eine Taylor-Reihe entwickeln:

Flyo+ev) = f(yo) + f'(yo) - ev + %f”(yo) 202 + 0(e?) = f(yo) + €6 f(yo; v) + %62521‘(3/0; v) + O(e?)

Die Verallgemeinerung ist:

1
F(yo +¢ev) = F(yo) + €0 F (yo,v) + 5625217(3/0,”) + 0(e?)

Analog gilt fur ¢(e):

Pl) = 9(0) +29/(0) + 3629 (0) + O(2), & 1= 0

1 . oo
fo; = Um = [f(x1, 22, ... @i + 6, iq1, .o, Tp) — f(T1,. - 2pn)] mit (21,22,..., T +&,Tit1,...,%n) =T +£6;

e—0 &
1
OF (y;v) = lim Z [F(y +ev) — F(y)]

Definition:

D heilt offen, wenn es zu jedem y € D auch ein € > 0 gibt mit folgender Eigenschaft:

{zllz—yl <e} D

Wir wollen an dieser Stelle den Begriff ,Norm“ wiederholen. Man kann eine Norm auf verschiedene Art und
Weise definieren:

|Z|| = V& & =1/2? + 23+ 23

[7]] = max (Jz;],j =1, 2, 3)

Die Eigenschaften der Norm sind:
O |Z]| >0 (=0« Z=0)
O o] = |all|Z]
O 17+ gl < 2] + (|1

Es sei I = [a,b] und G C R ein Intervall. Dann definieren wir folgende Norm:

el ry = max (y(z), Iy (@)])
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Lemma [J:

Y sei Vektorraum, D C Y und F, G: D — R seien Funktionale, fiir welche die §F(y;v) und 6G(y;v)
existieren, wobei y € D, v € Y fest sind. Dann gelten:

0 6(F + G)(y;v) = 0F (y;v) + 0G(y;v)
O §(cF)(y;v) = cdF (y;v) fiir c € R

Die in y in Richtung v GATEAUX-differenzierbaren Funktionale bilden einen reellen Vektorraum
beziiglich der iiblichen Operationen bei Funktionen.

O 6F(y;cv) = cdF (y;v) fir c € R
0 0F(y; —v) = —0F (y; v)

Wir wollen die beiden letzten Eigensehaften beweisen:
1.) Fall ¢ = 0:
dF(y;0) =0
SF(y:0) = lim ~ [Fly +<-0) ~ Fly)] =0

2.) Fall ¢ #0:

1 1
OF (y; cv) = lim R [F(y +ecv) — F(y) =c- lim — (F(y+mnv) — F(y)) = ¢dF(y,v) mit n = ce
e— n—0mn

Lemma [J:

y, v € D, Y mit €, n seien derartig, dal die im folgenden auftretenden Grenzwerte alle existieren:

d
1.) 0F(y+nv;v) = gF(y + ev)

e=n

2.) 8°F(y; cv) = 262 F(y;v) mit c € R

Wir beweisen die erste Aussage:

. 1 . 1 / /
OF (y +nv;v) = lim — [F(y +no +ev) = F(y +no)] = lim = [p(e +n) —o0)] = ¢'(n) = ¥ ()],
Nun bleibt noch die zweite:

52F(y;v) = ¢"(0) = lim ~ /() — ¢/(0)] = lim = [6F(y + ev; v) — 6F(y; )

e—0 € e—0 €

Bezeichnungen/Abkiirzungen:

F(y) = /f(a:,y(x),Dy(a:))da: mit z € R", y(z) € RY und G C RY (N =1, 2, 3)
G

yl(xlaan'“va)

y2(x17$2)"-7$1\7)
y(z) = :

yn(l'1,$2, cee 7‘rN)
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KAPITEL 3. DIE VARIATION EINES FUNKTIONALS

Alle moglichen partiellen Ableitungen 1.0rdnung aller Koordinatenfunktionen nennen wir (D,y;(x)).

Dy(z) = (Dlyl(m)a ooy Diyn(x), Doy(), . . ., Dayn(z), D3y1(x), .. ., D3yn(z), ..., Dyyi(z), .. .,DNyn(x)) eR™

Dyy(z) Day(z) Dsy(z)
(U CRY xR™ x R™Y
= f(z,2,p)
= o o) =12
pf = Upiseo s foun) = 1o

Behandeln wir zwei Spezialfille, die sehr haufig auftreten:
On=1:
y ist eine skalare Funktion und Dy(x) ist der Gradient von y.
0O N=1:
Es handelt sich um eine Raumkurve. Dy(x) ist die Tangente an die Raumkurve.
OF (y;v) =7

o(e) = Fly+ev) = / F(@y(@) + ev(@), o (@) + v/ (2) da
G

Q4 <

#(e)= [ LFy(@) + colw), Dy(a) + Do) dr =

[f2 - v(z,y +ev, Dy + Dev) + f, - Dv(z,y + ev, Dy + ¢Dv)] dz

S

¢'(0) = 6F(y,v) =/[fz ~o(z,y(x), Dy(x)) + fp - Du(a,y(x), Dy(z))] dz
G
Man kann dies auch in Koordinatendarstellung schreiben:

n
fz"U:Zfzj * Uy
j=1

Allgemein merken wir uns:

5w 0) = [ [£-60,(0) Dy@) o(a) + fule y(a), Dy(a) - Do) da

G eRrRn cRnN

Schauen wir uns dazu noch einige Spezialfille an:

On=1N=1

Dny(z)
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O n, N=1:

= [Iy@lds  N=1z=np=Grpae ) =

Da wir nur eine Variable haben gilt Dy = (v} (x), y4(z),...,y,(z)).

f(z,2,p) \/p1+p2 -+

fz =0, fp = (fp17 .- -afpn) = ﬁ7 fp(m,y(x),Dy(m)) =

o / ol

Durch partielle Integration folgt:

1 1 -
0_0/ @ [T

y'(x) - v(x)

OFW) = ]

Es gelte n=2und N = 1.

1

F(y) = F(y1,y2) / v

0

Diese Funktional wird benéttigt bei der Berechnung von Flicheninhalten geschlossener Fliachen.

f(x,Z,p) = f('r721722ap1ap2) = Z1P2

Um unsere Formel anwenden zu kénnen, benotigen wir:

fz = (fznfzg) = (p270)
fP = (fplafpz) - (0721)

1
v) = / [p201 + 218l a2 (o), A = / (@) (&) + 1 (2)()] de
i (@) 9 (x) )

Durch partielle Integration folgt dann mit v, = v; = 0:

1 ! /
0/ —yi () 0/( f&) (z)dz =0
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KAPITEL 3. DIE VARIATION EINES FUNKTIONALS

Es sei folgendes Funktional gegeben:
Fo) = [ 1996 ds
G
Den Gradienten kann man nur von einer skalaren Funktion bilden, also gilt n = 1. Wir berechnen den Fall
z € G C R3, also haben wir N = 3.
p € R?, Dy(z) = Vy(x)

= fz1, 22, 23,y(21,22,23), D1y, Doy, D3y)

Mit unserer eingefiihrten Schreibweise folgt dann:

fx,z,p) =pl+ps+p3=p-p
Damit gilt nun:
f2=0, fp =2p, fy(a,y(z), Vy) = 2Vy
OF (y;v) = 2/634(:5) - Vou(z) dz
e}
Wir setzen voraus, dal v auf der Oberfliche 0G des Gebiets G gleich Null ist.
V- (vﬁy) =Vo- 6y +vAy

Dann folgt unter anderem mit dem GAusSschen Satz:

/ﬁy(x)ﬁv(a:)dx:/ﬁ {vﬁy} da:—/vAydxz/vﬁy-ndo—/v&ydx: — [ vAydx
G G

G oG

Q\

Q

3.1 Plateau-Problem

nm=/¢mmmxnwmmw
G

Es gelte G C R? und n = 2, also © = (1, 72). AuBerdem haben wir N = 3:

93(9617332)

Dy(z) = (D1y1(z), D1ya(), D1ys(x), Day1(z), Daya(), Days(x))
f = f(‘rvzvp) = f(xlax%Zl,2272371717?271737]9471757]96)
In HMI hatten wir folgendes berechnet:

N R R N N2
@ x B2 = (a X b) : (a X b) = l&|21B)1? - (a- b)

Also gilt damit:

2
f= \/(p% + 3 +p3) (Pi + 13 +p§) — (P1pa + P25 + P3pe)
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3.1. PLATEAU-PROBLEM

fo, = % - [2p1 - (P + P2+ DE) — 2 (p1pa + P2pa + P3D6) - P4l
for = % - [2p2 - (p% + P2+ 15) — 2 (P14 + P2pa + P3pe) - Ds]
fps = % - [2ps - (3 + P2 + 1E) — 2 (p1p4 + P2ps + P3Ds) - Ps]
Ipa = % - [2p4 - (p% + p3 +p§) — 2 (p1pa + p2p4 + P3p6) - D1
fos = % < [2ps - (p1 + 3 +13) — 2 (D1pa + P2pa + p3ps) - p2]
Ips = % - [2p6 - (pT + P3 + p3) — 2 (p1pa + P2pa + P3ps) - P3]

Fiir pq, po und p3 gilt also:
1

Ip [D1y||Day||* — (D1y - Day) Day|

B 2
2: \/(P% +p3 +p3) (pi + 13 +p§) — (P1pa + P2p5 + P3pe)

Analog folgt fiir ps, ps und pg:

1

B 2
2 \/(p% +p3 +p3) (Pi + 13 +p§) — (P1pa + P2p5 + P3po)

fo [Day||D1y||* — (D1y - Day) D1y]

Wir notieren damit das Endergebnis:

Dsyl|2 (Dyy - D D1y||? (Dyy - D — (Dyy-D Doy - D Dyy-D
5F(y;v):/” 2y||* (D1y - D1v) + || D1yl]® (Day - Dov) — (D1y zyi( 2y - D1v + Dyy - Dav) d(w1, 2)
2
G

[[[D1yl? | D2yl|? — (D1y - Day)]

F(y) = y*(b)
SF(y,v) = ¢'(0), p(e) = F(y +ev) = (y + ev) (b) = 42(b) + 2ey(b)v(b) + £2v2(b) = 2y(b)v(b)

Wir haben F': D CY — R, wobei F' linear sei, also folgende Eigenschaften besitzt:
O F(yr +y2) = Fy1) + F(y2)
0 Floy) = aF(y)

Ein lineares Funktional ist beispielsweise:

b

Fly) = / y(z) dz, F(y) = o (z)

§F(y;v) = ¢'(0) = F(v), 0°F(y;v) =0

Dies ist genau das, was man bei linearen Funktionen erwartet, ndmlich y'(x) = const. und y”(z) = 0.

p(e) = F(y +ev) = Fy) +¢F(v)
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KAPITEL 3. DIE VARIATION EINES FUNKTIONALS

3.2 Konvexitat

Auf dem ersten Ubungsblatt hatten wir gezeigt:

ftiz1 + taxe) < tif(x1) +taf(2z2)

Es sei hier zq, t5 € [0,1] Vo, r9 € ITund t; +t; = 1.

Definition:

Eine Menge G C RY — R heifit konvex, falls f(t 21 + toxs) < t1f(21) + taf(xs) V t1, to wie oben und V
1, To € G gilt, falls G selbst konvex ist.

Ist f € C1(I), dann gilt: f ist konvex auf I genau dann, wenn die Ableitung f’ monoton wachsend ist. Daraus
folgt:

f(x) = flzo) > f'(wo)(x — zo) Ve, 0 € T

A
y

Definition:

f: G CRYN > R heiBt konvex auf G, falls f € C*(G) und f(z) — f(zo) > V(o) - (¥ — x0) V , 29 € G
bezichungsweise f(z 4 v) — f(z) > Vf(z) - v.

Es sei die Funktion f(Z) = ||7]|? fiir £ € R" gegeben. Unser Ziel ist, folgendes zu zeigen:
V£ (o) - (T = o) < £(7) — f(To)

Der Gradient unserer Funktion ist V f(Z) = 2&. Also muB gelten:

2% - (& — To) < || Z|* — || %o

Durch Umformen folgt nun mit der SCHWARZschen Ungleichung;:

26+ b < 2|@[B] < llal® +|1p|

230 - & — 2| Zo||* < | Zoll* + 1|Z]|* — 21|70 |1®

f(&) = ||Z| fir z € R™
V&) 7 < f(@+7) - f(Z) = |7+ 7] - ||7]
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3.2. KONVEXITAT

Fiir den Gradienten gilt:

8]

V@) =

8

Fv F(F+0)
=TT <
IR

Der letzte Schritt folgt aus der CAUCHY-SCHWARZschen-Ungleichung.

[ ]lll= + vl
]

Vi) 7= = llzll = f(Z + ) = f(Z)

1

g9z, y) = V1+z>+y? (= f(1,2,9))
Wir schauen uns dazu ganz allgemein folgende Funktion an:

g(Z) = /1 + ||Z|]? fiir z € R, Vg(&) = @
Vy(z) 7 < g(Z+7) — g(F)
O Aussage O:

Es sei f: G C R™ — R ein Gebiet. f sei auf G konvex und besitze in zg € G eine stationire Stelle (das
heiBt mit V f(z¢) = &). Dann wird f in 2o minimal.

O Aussage O:

Ist f auf G strikt konvex, so besitzt f hochstens einen stationdren Punkt xg in G.

Beweis:

Wir nehmen an, daf§ zg, 1 mit xg # x; stationéire Punkte sind. Dann gilt:
f(@) > F(o) fiir = # 7

f(2) > f(a) fir o # 2

Die erste Beziehung gilt fiir alle z, also insbesondere auch fiir z;. Die zweite Ungleichung gilt natiirlich
auch fiir xg, womit also folgt:

f(z1) > f(xo) und f(wo) > f(1)

Dies stellt ein Widerspruch dar, womit die Aussage bewiesen ist.

1.) f(x) = ||z||? ist strikt konvex auf R™.
2.) f(z) = ||z|| ist konvex auf R™\ {0}.

Dies kann man zeigen durch:

- T
]

Vi(x) v

<z + vl =[]
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KAPITEL 3. DIE VARIATION EINES FUNKTIONALS

Zu zeigen ist, daf g(x) strikt konvex auf R™ ist:

g(x) = V14|l

Wir verwenden obige Funktion f(y) = ||y| mit y € R*™!. Dann ist g(z) = f(1,2) mit z € R™.

gl +0) = g(z) = f(Lz +0) = f(Lw) = f(L2) + (0,0)) = f(L,2) = Vf(L,x)- (0,0)

- > (1,z)
Vi) = ﬁ7 Vi(l,z)= NaEarE

Wir multiplizieren skalar mit (0, v):

- . v :(1’;5)'(0,11): T
Vf(La)-(0,0) VI+z[2 14z

Das Gleichheitszeichen gilt fiir:

(&)= ()
(e2) =)

Fiir A =1 gilt x + v = z und damit v = 0, womit dies gezeigt ist.

= Vg(x) v

Ubung:

Es ist zu zeigen, daB Vg(z) - v < g(x +v) — g(z) ist.
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Kapitel 4
Konvexe Funktionale

Definition:

F: D CY — R sei Funktional. F heifit auf D konvex [strikt konvex], falls aus y und y + v folgt, dafl
dF (y;v) existiert und F(y + v) — F(y) > 6F (y;v). [Gleichheit gilt nur fiir v = 0.]

Satz 0:

Es sei F' auf D [strikt] konvex. Dann minimiert jedes yo € D, fiir das 0F (yo;v) = 0V yo + v € D gilt, F' auf
D [eindeutig].

Beweis:

Es sei y € D beliebig. Unser Ziel ist es zu zeigen, dafi F(y) — F(yo) > 0. Setze hierzu v = y — yo. Dann folgt
hieraus y = yog + v. Dann kénnen wir die Definition anwenden:

F(y) — F(yo) > 6F(yo,v) =0

Wenn v # 0 ist, gilt das Gleichheitszeichen.

1.) Y =Cla,b], 0, B € Cla,b], o(x) > 0 fiir z € [a, b]

b

F(y) = / [o(@)y(2) + A)y(a)] da

a

Es ist das Minimum auf D zu berechnen:

b

5F(y;v):/[fz'v+fp'v,] dz

a

Es gilt hier n = 1, da es sich um ein skalares Feld handelt. Aulerdem gilt N = 1, da wir nur die Variable
x haben. (v(z) € R)

f(:c,z,p) = Q(l‘)22 + 6(33)2’ fl) =0, fz = 29('7;)2" + B('T)

Fiir unser Integral bendtigen wir nun:

fo(a,y(@),y (2)) - v(z) = 20(2)y(z) - v(z) + B(z) - v(2)
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KAPITEL 4. KONVEXE FUNKTIONALE

b
/ (@) + B(z) - v()] de

Schauen wir uns nun die Konvexitit des Funktionals an:

b
Fly+v)—F(y) = / [o(z) (y* + 2yv + %) + By +v) — o(x)y® — By] da =

a
b

- /Q(x)UQ(:r) dz + §F(y,v) > 6F (y;v)

a

Gleichheit gilt nur fir v = 0. F ist strikt konvex auf D = Y = CJa,b]. Nach Satz O ist yo € D aus
0F (yo;v) =0V v € Y zu berechnen.

/b (2)y” + B(x)y] d=

b
O0F (yo;v) = /[2@(3:)3/0(3:)11(3:) + B(z)v(z)] dz = 0V v € Cla, b]
ab
SF (i) = [ Rea)yo(w) + B(@)] vl) do =0

Nach einem der Fundamentalsétze der Variationsrechnung folgt, dafl der Klammerausdruck gleich Null
ist:

B(x)

yo(x) = _29(33) fira<z<b

b

Fo) = [ [sn*(@) + (o) do

a

Dieses Funktional soll minimal werden auf D = {y € Cla,b], y(a) = a1, y(b) = b1} mit a? + b3 # 0. Mit
yeEDund v eY gilt y+v € D.

v €Dy ={y € Cla,b]|y(a) = 5(b) = 0}

Es geniigt, den Storterm, welcher nur von x abhingt, wegzulassen und den restlichen Ausdruck zu
untersuchen:

Fy+v)—F(y) > 0F(y;v)Vv € Dy

Dies gilt auf jeden Fall, da dies nach Beispiel 1 mit o = 1 und ¢ = 0 so ist. Gleichheit gilt genau dann,
wenn:

b
/vQ(x) dz =0
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Es resultiert also v = 0 € Dy; F' = F(y) ist auf D strikt konvex. Nach Satz O ist 6 F (yo,v) =0V v € Dy
zu l6sen.

b
2/yo(x)v(9:) dz=0Vv e Dy

a

Daraus folgt y = yo(x) =0V 2 ¢ D, womit das Problem nicht losbar ist.
y A

1__

i
a
a1 = 0 b1

Es sei G C R3 und es gelte n =1 und N = 3.

F(o) = [ 19l da
G

Y =CHG), D= {y e C'(9ly(x) = g(z), x € G}, yloc = ¢
Es sei y € D und v € Y. Dann ist y + v € D genau dann, wenn v € Dy mit Dy = {y € C1(G)|y|ac = 0}.

OF (y;v) = 2/63/(96)61}(36) dz
G

Fly+v) = F) = [ [I91? + 29y Fo [Fof - [Fy)?] do =
G

- / [S0|2dz + 6F(y,v) > 6F(y;v) Yo € Do
G

Gleichheit gilt genau dann, wenn v = const. mit v € Dy. Da an den Réndern v = 0 gilt, ist v = 0 iiberall
erfiillt. F(y) ist damit auf D strikt konvex. Nach Satz O miissen wir nun yo € D aus 0F (yo; v) bestimmen:

0F (yo;v) = 2/63/0(3:) . ﬁv(x) dr =0Vv €Dy
G

Satz:

Falls es ein yo € C%(G) N CH(G) mit Ayg(x) = 0 fiir z € G (yo € D) und yo(x) = g(z) fiir z € G,
dann gilt F(y) > F(yo) V y € D mit y # yo.

Beweis:

Es sei v € Dy:
/ﬁyo -Vovdz
G
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KAPITEL 4. KONVEXE FUNKTIONALE

Es gilt nach HMITI:
V- (vﬁyo) = Vv - Vyo + vAyo
Damit folgt nach dem GAUSSschen Satz:
/ﬁyo Vodz = /6 . (vﬁyo)dx — /vAyodm = /vﬁyo -ndo=0=0F(yo,v)
G G G oG
=0
Der vorletzte Schritt folgt dadurch, dafl auf dem Rand v = 0 ist.

Wir behandeln im folgenden eindimensionale Probleme:

b
F(y) = / f@y(@), v () da

In Integranden haben wir eine Funktion f = f(x, z,p) mit € [a,b] und (z,p) € D C R? (Gebiet). AuBerdem
setzen wir voraus, dafl f, und f, stetig ist, da8 also £, f, € C([a,b] x D).

D" = {y € C'a,b], (y(x),y'(x)) € D,0 < z < b}

Die Funktionen, welche bei b willkiirlich sind, aber bei a vorgeschrieben wird, liegen in DP:
D’ = {y € D*’|y(a) = a1}

Die Funktionen, welche sowohl bei a als auch bei b vorgeschrieben sind, liegen in D:

D = {y € D’ly(b) = b1}

Und natiirlich benétigen wir noch:

Dy = {y € C'a,b]|y(a) = y(b) = 0}

Man erkennt, da D ¢ D® ¢ D*® und Dy C D*®.

Definition:

f = f(x,z,p) heifit [stark] konvex beziiglich z, p (f bei festgehaltenem z beziiglich z, p konvex ist),

falls f(z,z+¢,p+9) — f(2,2,p) 2 fo(z,2,P)0 + fp(z, 2,P)Y V (T, 2+ @, p + ¥), (z,2,p) € [a,b] xD=: S
gilt. Gleichheit gilt nur, falls ¢ - ¢ = 0 gilt.

Es sei f(z,2,p) = p?. Dann gilt f, = 0 und f, = 2p.

Gleichheit gilt nur im Falle v = 0. Daher gilt auch fiir beliebiges ¢, dafl ¢ - ¥ = 0 ist; es liegt also starke
Konvexitét vor.

Betrachten wir:

u=f(z,z,p) =ap+z fr=u f=1

Hierbei handelt es sich um eine Ebene im (u, z, p)-Raum.

f@zt+o,p+9) = flw,z,p) =x(p+d)+2+o—ap—z=ap+o=fh+ f0

Wir haben immer das Gleichheitszeichen, womit die Funktion konvex, aber nicht stark konvex ist.
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Lemma:

f sei beziiglich z, p [stark] konvex. Dann gilt F(y +v) — F(y) > dF(y;v) V y, y + v € D*®. [Gleichheit gilt
nur, falls v(z) = const. fiir a < z < b.]

Beweis:
f@y(@) + @),y () +0'(2) = fla,y(@),y () = fo(2,9,9)0(x) + folz,y,5")0" (2)
[Gleichheit gilt, falls v(z) - v'(z) = 0 ist, also v(x) = const.] Wir integrieren dieses Beziehung von a bis b:

b b

/f(fmy(w) +o(@), ¢ (x) + ' (@) = f (@, y(x),y (2)) do > /fz(x,y, y)v(e) + fple,y,y)o' (z) da

a a

F(y+v) = F(y) > dF(y;v)

Satz [:

Ist f beziiglich z, p [stark] konvex, so ist F' auf D® (und auf D) [strikt] konvex.

Beweis:

Es gilt nach dem vorhergehenden Lemma:
F(y+v) — F(y) > 0F(y;v)Vy € D® und v € C'[a, b] mit v(a) =0

[Gleichheit gilt fiir v(z) = const. = 0, da nach Vorgabe v(a) = 0 ist.] Da D C D’ haben wir die strikte
Konvexitit auch auf DP.

b
Fly+v) = F(y) 2 6F(y;v) = / [fa(@,y(@), v (@)v(@) + fpla,y(x),y' (@) ()] dz

Satz [:

Gilt fiir yo € D®? %fp(x,yo(aj),y()(x)) f2(z,y0(x),yo(x)) (EULER-Gleichung E) fiir a < z < b, so folgt:
SF (yo;v) = fp(b;30(b), 45 (0))v(b) — fp(a, y0(a), yo(a))v(a) ¥ v mit yo +v € D*P.

Beweis:

b
/ (@, yo(2), yo ())o(2) + fp(, yo(2), yo(x))' (2)] da =

:/ Lijfp(w,yo,yo)v(w)+fp(x7yo( ), yo(x) } =/bd (,y0(%), o (x))v (@)

5]
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KAPITEL 4. KONVEXE FUNKTIONALE

Satz [:

Es sei f beziiglich z, p [stark] konvex auf [a,b] x D (1) und yo € D*® geniige der Gleichung (E) (2). Dann
minimiert yo das Funktional F

i.) [eindeutig] auf D, falls yo € D
ii.) [eindeutig] auf D°, falls yo € D® und f,(b, yo(b), y4(b)) =0
iii.) [eindeutig bis auf Konstanten] auf D, falls f,(b,y0(b), y4(b)) = f»(a,yo(a),yH(a)) = 0

Beweis:
(1) ist die Voraussetzung von Satz O und (2) die Voraussetzung von Satz 0.

i.) Aus Satz O folgt, dal F' auf D [strikt] konvex ist. 0 F'(yo;v) wird fiir alle v € Dg nach Satz O gleich Null.
Satz O liefert dann die Behauptung.

ii.) F ist auf D® [strikt] konvex nach Satz 0. v fiir §F(yo; v) bedeutet v(a) = 0. Nach Satz 0 muf} ein Minimum
die Gleichung 6F(yo;v) = 0 V v mit v(a) = 0 erfiillen. Hieraus folgt dann f, (b, yo(b), y4(b)) = 0.

iii.) Wir wissen, dafl nach dem Lemma gilt F'(y 4+ v) — F(y) > dF(yo;v) [Gleichheit, falls v = const.]. Nach
Satz O gilt §F(y;v) =0, falls f,(a,yo(a),y5(a)) = fp(b,yo(b), y4(b)) = 0 ist nach Satz O.

Zu ii.), iii.) und Satz O:

Probleme, bei denen auf dem Rand nicht vorgegeben ist, bezeichnet man als Probleme mit freien Rand-
werten.

Y

»
a b b b =x

Die bei der Minimierung von F auf D® bzw D%? zusétzlich auftretenden Randbedingungen heien die zugehori-
gen natiirlichen Randbedingungen.

Zur Euler-Gleichung (E):

Ist f € C?[a,b] x D, so lautet (E) ausfiihrlich:

Foa (.90, Y0) + foz (@, 90, ¥0) Yo + for(@, ¥0,0)vo = f=(2, yo(x),y6(x))

Es handelt sich um ein Randwertproblem fiir eine nichtlineare Differentialgleichung 2.Ordnung fiir yg.
Wir betrachten nun den Satz O fiir Spezialfille:

O Funktion f hiingt nicht von z ab: f = f(z,p)

Hier sei das Problem der Brachystochrone angegeben. Wir suchen die kiirzeste Laufzeit:

T(y) = Vl@jo g
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O Funktion f hédngt nicht von z und z ab: f = f(p)

Ein Beispiel hierfiir ist die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten:

b

L) = [ VIT ) da

a

y(@) = a und y(b) = by

Corollar [:

Es sei f = f(z,p) beztiglich p auf [a,b] x I [stark] konvex und

i.) D= {y e C?a,bly(a) = a1,y(b) = b1}, y'(z) e [ fira <z <b
b
dann gilt: Jedes yo € D mit f,(x,y,(x)) = const. fiir a < x < b minimiert F(y) = /f(x, y'(z)) dx [eindeu-

a

tig] auf der Menge D.
i) D = {y € C'[a,bly(a) = a1,y (z) € I (a < = < b)}

dann gilt: Jedes yo € D® mit f,(z, y4(x)) = const. fir a < z < b und f,(b, yy(b)) = 0 (natiirliche Randbe-

b
dingung) minimiert F(y) = /f(x, y'(x)) dx eindeutig auf DP.

Beweis von i.):

D ist eine Teilmenge von D®® womit wir Satz [ anwenden kénnen. Betrachten wir die EULERsche Differenti-
algleichung:

d
() = 0
Dies gilt, da f nicht von y(z) abhéngig ist.

Beweis von ii.):

Es ist fy(z,y4(x)) =0 fiir a < z < b und yo(a) = a1 zu erfiillen.

Corollar [:

bl—al
b—a

Es sei D wie oben und f = f(p) auf I [stark] konvex und m = . Dann ist yo(z) = m(x —a)+a; €D

b
die [eindeutig festgelegte] Minimalfunktion fiir F(y) = / f((z)) dz auf D.

a

Wir haben folgendes Funktional:

F(y)/2

y'(z)*dz auf D = {y € C'[1,2]]y(1) = 0,y(2) = 3}

SH
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KAPITEL 4. KONVEXE FUNKTIONALE

Als Ubung kann gezeigt werden, daf f stark konvex ist. Damit ist das Integral strikt konvex und wir kénnen
die EULER-Gleichung verwenden. Nach Corollar O [Teil i.)] gilt dann:

oo,/ (@) = 24/ () = Gy

y'(z) =Cz
Durch Integration folgt:

1
y(z) = 50552 + Cs

Mittels der Randbedingungen y(1) = 0 und y(2) = 3 kénnen wir C' und C5 berechnen:

1
3=2C+ Cy
y(z) =a” -1

Betrachten wir nur die erste Randbedingung, also D* = {y € C'[1,2]|y(1) = 0}, so gilt nach Corollar O [Teil
ii.)]:

Y@ =050 =0

Damit erhalten wir schlie3lich V z:

y(z) =0

Betrachten wir das Problem schliefilich noch auf D% = {y € C'[a,b]}, so folgt Vz:

y(z)=C

Die Lange einer Kurve berechnet sich nach:
b
Fo) = [ VTP ds
A

Y

bt

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
| |
| |
a b T
0 Fall O: D a,ar), (b,b1)

d  y(z)

Daraus folgt ¢/ (x) = const.

=0
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4.1. NACHTRAG ZU [STARK] KONVEXEN FUNKTIONEN

0 Fall O: D : (a,ay)
Es gilt y/(x) = const. und auflerdem:
y'(b)
1+y'(b)

Damit ergibt sich 3/(b) = 0 und somit auch y'(z) = 0, womit y(z) = const. = «; ist.
0 Fall 0: D%®
Aus y'(x) = const., y'(b) = y'(a) = 0 folgt y(z) = C mit C € R.
4.1 Nachtrag zu [stark] konvexen Funktionen

Vorbereitungen:

Betrachten wir h € C?(I) mit dem Intervall I C R und a, b € I.

b b b
h(b) — h(a) = /1 “h(r)dr = [(r = bW (7 / T —b)h"(r = (b—a)h/(a) + /(b — )R (1) dr

b

1) h(b) — h(a) = (b— a)h'(a) + /(b _ () dr

Mit b =1 und a = 0 folgt dann:

1

2.) h(1) = h(0) = K'(0) + /(1 — 7R (1) dr
0
Setzen wird b = p 4+ 1 und a = p, so gilt aulerdem:

P+
3) h(p+ ) — h(p) = '(p) + / (p+ 9 — T (r)dr

Es sei U C R" offen und konvex. Auflerdem sei f : U — R zweimal stetig differenzierbar. z und = + y
seien € U, womit mittels der Konvexitit folgt, dal {z + ty,0 < ¢ < 1} C U. Betrachte nun:

h(t) = f(z + ty) mit t — x + ty — h(t)
Wir bezeichnen (t) = x + ty mit p: R — R™.
h(t) = (f o 9)(t)
Dann berechnen wir A/(t) und h”(t).
(1) = f' ())& (1) = V(e (1) = V(z+1y) -y
Die zweite Ableitung schreiben wir mittels der HESSEmatrix:
W) =y " He(w+ty)y = D foen (@ +10)yun
k=1

Gleichung (2) fiir h(t) = f(r + ty) mit 2z, +y € U € U C R” ergibt dann:
1
1) flatv) = f@) = (@) y+ [ =D Hy o+ ryyr
0
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KAPITEL 4. KONVEXE FUNKTIONALE

Satz [:

Es sei f = f(z,p) und f, seien definiert und stetig auf [a,b] x I. Es gelte fp,(z,p) > 0 fiir jedes = € [a, b]
und alle p € I. Dann ist f = f(z,p) auf [a,b] x I beziiglich p [stark] konvex.

Beweis:

Unser Ziel ist, folgendes zu zeigen:
f@p+1) = flz,¢) = fplz, p)Y
Setze in (3) h(p) = f(x,p) ein:

pty

Fap+ ) — Fap) = Bfole.p) + / (04t — 1) fypla,m) dr

>0 fiir 70
O Fall O: ¢ >0
Dann ist das Integral auf jedem Fall > 0 und der Satz ist fiir diesen Fall gezeigt.
0 Fall O: ¢ <0

Wir drehen einfach die Integrationsgrenzen um:

p+ p P
/ (p+ 0 — ) fypl,7) dr = — / (p+ 0 — 7) fyppl,7) dr = / (7 = (p+ ) fop(z, 7) dT > 0
P p+ p+

Gegeben sei folgende Funktion:

f(z,p) = V1+p?

Wird dies zweimal nach p differenziert, so gilt f,,(z,p) > 0, womit Konvexitit gewéhrleistet ist. Analog gilt
dies auch fiir:

f(@,2,p) = V1+ 22 +p?

Satz 0:

f = f(x,2,p) sei definiert auf [a,b] x U U C R? (konvexes Gebiet) und dort zweimal stetig differenzierbar.
Die HEsSEmatrix von f beziiglich z, p sei fiir alle « € [a, b] und alle (z,p) € U positiv semidefinit. Dann ist
f beziiglich (z,p) konvex.

Beweis:

Eine (m,n)-Matrix ist positiv (semi)definit, wenn A = AT und ¢(z) = 27 Az = Z ajprjry >0V o € R?
k=1
(positiv semidefinit) und > 0 V x # 0 (positiv definit). Wir betrachten:

f(l',Z + <P7p+ dj) - f(JU,Z,p) Z fz(l‘,Z,p)QD + f[)(‘raz7p)w
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4.1. NACHTRAG ZU [STARK] KONVEXEN FUNKTIONEN

Mit der Beziechung (3) ergibt sich dann:

p fl‘a: fxz f:vp 0
fz(LZ,p)'0+fz(50’27p)'<P+fp($’zvp)¢+/(1*T)(Oasﬁﬂl}) fez [z pr ((:C,Z,p)JrT(O,QD,i,ZJ)) o | dr
0 foe fpz fop P
Man kann dies nun schreiben als:
fa:m fwz fmp 0
/(1—7)(0790,1#) fex  foz fzp ((xazap)'i‘T(Oa(P»Z/J)) o | dr=
0 foe  fp= fop (0

- 0/1(1—r> (0 sz ot 7o) (F) dr 20

>0

Damit ist die Aussage bewiesen.
Wir werden die Definitheit nun folgendermafien nachpriifen. Betrachten wir hierzu folgende Matrix .A:

-

A ist positiv semidefinit (definit), falls a > 0, ac — b*> > 0 (a > 0, ac — b? > 0) gilt.

Betrachten wir:

f(z,2,p) = V1+ 22 +p°

Hier folgt dann einfach:

fzz > Oa fZpr;D 7f22p >0

Damit ist die Funktion konvex.

f(zyz,p) =22+ b?p? mit b #£ 0

Wir hatten hierzu beispielsweise die Funktion f(z) = ||z|| betrachtet und damals festgestellt, daf diese konvex
in R™{0} ist. Berechnen wir also:

fzz > 07 fzzfpp - z2p =0

Damit ist die HESSEmatrix positiv semidefinit und f ist nach Satz 0 beziiglich (z, p) konvex fiir (z,p) # (0, 0).
f ist nicht stark konvex, da die Matrix den Eigenwert Null besitzt nach det(,A) = A1 - Ag - ... A,,. Man kann
dies jedoch auch anders machen. Zu untersuchen ist dann:

2@ + b2pip <
V22 +0Pp?
Gleichheit (und damit starke Konvexitét) gilt nur, falls ¢ - ¢ = 0 ist. Wir multiplizieren die Ungleichung mit
dem Nenner > 0 durch:

2o+ UpY + 2% 1 07p? < V22 0202 (2 + 9)2 + B2 (p + 1))

VEFP TP - VTP

Den rechten Term kann man als Linge eines Vektors interpretieren.

2o+ 0y + 2% + 7P < H (bi)) H H <b(joif/)>> H
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KAPITEL 4. KONVEXE FUNKTIONALE

Dann formt man die linke Seite um:

2(z+ @) +Up(p+¢) < H (é;) H H (b(iaii)) H

Die linke Seite stellt nun gerade ein Skalarprodukt dar:

2z 4 @) +0p(p + ) = (bja) ' (Mﬁki))

Damit stellt die obige Ungleichung nichts anderes als die SCHWARZsche Ungleichung beziiglich der beiden
Vektoren dar. Gleichheit gilt nur, falls beide Vektoren linear abhéngig sind:

Gi)=2G)
zA=1)=pund p(1 —\) =

Setzen wir beispielsweise A = 2, dann erhalten wir ¢ = z und ¢ = p. Damit ist die Funktion nur konvex.

Weitere Regeln fiir Konvexitét:

Starke Konvexitdt bezieht sich immer auf die Variablen z und p:
1.) stark konvex + konvex = stark konvex
2.) positive Funktion von x - stark konvex = stark konvex

3.) f(z,z,p) = a(z) + B(x)z + y(z)p ist konvex (nicht stark konvex).

Betrachten wir:

f(x,2,p) = —2(sin(x))z + p* + 22V/1 4 22

In einem fritheren Beispiel hatten wir nachgewiesen, dafl p? stark konvex ist. Fiir den ersten Term liegt nach
Regel (3) Konvexitét vor. Da beim dritten Term v/1 + 22 stark konvex ist, ist auch der 2%+/1 + 22 stark konvex
und damit auch der gesamte Ausdruck.
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Kapitel 5

Anwendungen

Wir wollen in diesem Kapitel néher auf folgende Problemstellungen eingehen:

0 Geodétische Linien

[0 Brachystochrone

0 Kettenlinie

[ Isoperimetrisches Problem

0 Minimalflichenproblem

5.1 Geodatische Linien

Wir wollen nun diese Linien auf einem geraden Kreiszylinder betrachten.

Pl<07 Zl)

P (2, 22)

T

O<pa<m
Wir suchen die Kurve in Parameterdarstellung, wobei wir » = 1 setzen:

cos ¢
r(p) = | sinp | fiir 0 < ¢ < 9
z(p)

Es gilt 2(0) = 21 und 2(p2) = 2. Gesucht ist zo € D = {z € C[0, p2]|2(0) = 21, 2(¢2) = 22} mit:
P2

Fao) < F(2) = [ VI+ 77000
0
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KAPITEL 5. ANWENDUNGEN

Mit unseren Bezeichnungen kénnen wir schreiben f(p) = /1 + p2. Wir wissen, da8 strikte Konvexitét vorliegt.
Damit folgt nach Corollar O:
29 — 2
z(p) = 2. Y+ 2z
P2

Damit gilt also:

cos(p)
r(p) = sin(¢) fiir 0 < ¢ < o
ZQSD_QZ1 (p + Zl
A
z
2
21
Z2

Y »
~ 2
2

5.2 Brachystochrone
A(0,0) |

Y17 B(xlayl)

y
\/

Das zu untersuchende Funktional lautet:

Zu untersuchen ist ein Variationsintegral mit dem Integranden:

1+ p?
z

f(m5z7p) =

Diese Funktion ist jedoch nicht konvex. Deshalb betrachten wir dasselbe Problem, aber wir vertauschen die
Achsen.
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5.2. BRACHYSTOCHRONE

A(0,0) Y1
i »
Yy
g y =y()
T B(l“la 91)
T

\/

Dann sieht unser Integral folgendermafien aus:

_ xl\/1+y’2($)
T(y)—o/\/mdx

Dieses Funktional ist also zu minimieren aus D = {y € C%[a, b]|y(0) = 0,y(x1) = y1}. Bei diesem Vorgehen
konnen jedoch gewisse Kurven verloren gehen.

@ 2p) = % 1+

Da dieser Ausdruck stark konvex ist, ist T'(y) strikt konvex auf D und wir kénnen den Satz 0 anwenden:

ol (@), (@) = f(9(@), o' ()

Diese Differentialgleichung ist nun zu losen.

1 ! 1
y(@) —, wobei C' = const.

VE/T+y@) C
Durch Auflésen nach y'(z) erhalten wir dann:

ylz(x) = ﬁ fir x < 02
Wir lesen hier ab, dafl /(0) = 0 ist; also liegt im Ursprung eine waagerechte Tangente. Anstelle von z wird
nun der Parameter ¢ (bei Zykloide: Rollwinkel) eingefiihrt.

A
(]

»

T

z(0) = %2 (1 —cos®d) = C*sin® (g) , z(0) =0

Damit dieses auch wirklich eine Parametertransformation ist, mufl () bijektiv sein. Bei Injektivitéit darf die
Ableitung von z(¥) nicht gleich Null sein:

2
i:((p):%sin19>0fﬁr0<19<7r (firo<d <t <m)
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z = z(9): [0,91] — [0, 21] ist bijektiv, falls 0 < ¥ < 7. Wir schreiben nun y(z(9)) = y(«#). Dann resultiert
mit der Kettenregel:

sin 9

y(9) =y (x(9))a(9) = ' (z(9)) - %
) : (1 — cos 4 4
:U(ﬁ) = y/2($(19)) : % sin? 9 = o i (012(1 — Ci)sﬁ) . % sin2 9 = %(1 . COS19)2

Wir ziehen die Wurzel:

_ 2
y(v) = %(1 — cos 1)

Durch Integration folgt:

y(v) = %(19 — sin)

Damit haben wir eine Kurvendarstellung, welche durch A(0,0) geht.
C?, ¥ sind so zu bestimmen, daf} (z(¢9), y(¢9)) durch B verlduft.

(z1,91) = (2(V1),y(1))

Zerlegen wir die Parameterdarstellung der Zykloide:

z(0)\ _ [ C? n —C?cos ¥
y(v)) — \C* —C?sind
Wir betrachten folgende Funktion:

fir v >0

Y)Y —sind
ho) = z(¥9) 1 —cos¥

Berechnen wir den Grenzwert mittels der Taylorreihenentwicklung, so folgt:

h(0) =0, 191'1_)I1217rh(19) =00

Auflerdem kann man nachpriifen, da§ h’'(¢9) > 0 ist fiir 0 < ¢ < 27, h(?¥) ist damit streng monoton wachsend
auf [0, 27} und A ([0,27)) = [0, 00). Daraus folgt dann, daf es genau ein J; € [0,27) mit h(d) = £-. Es gilt
damit:

D h(wh) < () = g

T1

Wir erreichen damit nur die reellen Zahlen, welche kleiner als g sind. Berechne ¥; aus h(¥;) = % und <

1

s
S

Setze nun (erste Gleichung nach C? auflosen):

T1
C?=—"—
1 — cosq

Dann ist die Losung unseres Problems durch folgende Funktionen gegeben:

1 —cosd
= ——— " fir0<9 <
x(¥9) =z T cosd, fir 0 <9 <9 (<)
- ¥ — sind
) =z 1 —cost

Von der Anschauung her ist C? der Radius des Kreises, welcher durch Abrollen die Zykloide bildet.
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5.3. MINIMALFLACHENPROBLEM

5.3 Minimalflichenproblem
A

T3

1

Gesucht ist eine Fliche F' mit OF = « mit minimalem Flicheninhalt. Gesucht ist y = y(x1,72) € C1(D) mit
ylop = 7, fiir die der Flicheninhalt minimal wird:

F(y) = //\/1 +yz, + vz, d(z1, 22)
D

Uberpriife, ob F auf D [strikt] konvex ist. Ist dies der Fall, konnen wir die EULERsche Gleichung aufstellen.

!

F(y+v) = F(y) > 6F(y;v)Vv € Dy (v

ap =0)

Wir berechnen zunéchst die GATEAUX-Ableitung;:
OF(y;v) = // [fz v+ fp - Dv] d(z1,22)
D

Unsere Funktion héngt von zwei unabhéngigen Verédnderlichen ab:

1 Y41
L1,T2,%, 3 = 14 2+ 2, :0, :<fp1>: ( )
f(w1,22,2,p1,p2) pi + 13, [2 Ip Fon 1—|—p%+p§ Do
SF (y;v) = // %—M d(a1, z2)
1 + yxl + ywz
D
Es mufl nun gelten:
yIElU%l + y$2vﬂf2 2 2 \/ 2 2
e <l oL Ok - 1R i,
Wir multiplizieren mit dem Nenner durch und formen um:
1 1
L2, 2+ YoV + aves <1482, 3201+ 02 + 402 = || (v | ||| @+ 0
Yao (Y + V)z,

1 1 1 1
Ya, (Y+0)zy | || Y (Y +v)a,
Y (Y + V)z, Yas (Y +v)a,
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Dies ist die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung, womit die Aussage gilt. Gleichheit liegt vor, falls beide
Vektoren linear abhéingig, sprich Vielfache voneinander sind:

1 1 1 1
Yay || (y + v)l’l = | Yz | = A Yo, + Uz,
ya:z (y + U):L’z ng yajz + vajz

Aus der ersten Zeile folgt A = 1. Daraus wiederum ergibt sich v,, = 0 und v,, = 0. Damit ist v(z1,22) =
const. = . Wegen v(x1,v2) = 0 fiir (21, 22) € D erhalten wir v = 0. F ist damit auf D strikt konvex.

Nun ist die EULER-LAGRANGE-Gleichung zu 16sen. Gesucht ist y € D mit §F(y;v) =0V v € Dy. Wir setzen
nun der Ubersichtlichkeit halber:

yibl ym’z

- W=
\/1+y31 +y%g \/]‘+y%1 +y:%2

Daraus folgt dann mit §F(y;v) = 0:

0= // [Uvg, + Wog,] d(z1,22) = // [(Uv)g, + (W0)y,) — Uz, v — W,v] d(zg, x0) =
D D

:é/ {6. (g;;) —v(Uml—l—sz)} d(ar, 22) :ag (V[{;;) ~da—é/v(Um+Wm)d(ml,:cz>=0\fv

Der erste Term verschwindet, dafl v|sp = 0 ist. Damit der zweite Term gleich Null ist, mufl auf D gelten:

le + sz = 0
Y21 Yaa
Uy, = — 3 [Z/zl Yorz, T yxzyxle]
LHys, 92, (1442, +92,)°
sz _ Yzozo Yz,

5 = 3 [ywlyx1x2 +yI2yw2$2]
VIituz, tuz, (1492 +12,)°

Uy + Way = Yoror (1 Y2, +Y2)) — Y2 Yorar — Yor Yoo Yaowr + Yaows (1+ Yo + Yaa) — Yar Yoo Yarws — Yoy Yo

Daraus ergibt sich dann durch Zusammenfassen des Ausdrucks folgende partielle Differentialgleichung;:

yzlzl(l + yi) - 2yCD1yI2yzlz2 + yl’gfrz(l + %2:1) = 07 (1'1,:,52) € D

Randbedingung: y(¢(t), ¥ (t)) = x(t) (ylop =)

Hierbei handelt es sich um eine nichtlineare partielle Differentialgleichung, deren Losung sehr aufwéandig ist.
Das gute an der Gleichung ist jedoch, da nur Ableitungen vorkommen, aber nicht die Funktion y selbst. Es
sei nur erwihnt, dafl diese Gleichung mittels der Legendre-Transformation gelost werden kann.

5.4 Kettenlinie
A

y

Y2+

Y1+

T i) T
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5.4. KETTENLINIE

o sei die Dichte, welche wir als konstant annehmen. Es ist also das Minimum der potentiellen Energie zu finden:

Z2

Uly) =99/yd8=99/y(a:)\/mdx

1

Die Randbedingung fiir dieses Problem ist, daf} die Lange der Kurve konstant ist:
T2

/ Ity @?de = L(> H)

x1

Wiederholung:

Betrachten wir zuerst allgemein das Funktional F', welches auf D minimal werden soll:

b
ﬂmz/}@wummme

Mit folgender Nebenbedingung:

b
ﬂ@=/ﬁ%ﬂ@d@»M=L=mmt

a

Betrachte mit A = const. das Hilfsfunktional:
F(y) = F(y) + A\G(y)

Wiederholen wir an dieser Stelle den Satz [J:

Sei gy eine Losung von F (y), welche auf D minimal werden soll. Dann eliminiere mittels der Nebenbedingung
aus yo die Zahl . Dies ergibt dann die gesuchte Losung.

Andere Nebenbedingung:

Die Fliche sei ¢(z,y,z) = 0. Gesucht ist die Kurve auf F'. Dann sind folgende Randbedingungen mdoglich:
0 Die Kurve muf} eine Ungleichung erfiillen.

O Die Kurve muf} zusitzlich eine Differentialgleichung erfiillen (LAGRANGE-Problem).

Es sei D = {y € C[0,1]]y(0) = y(1) = 0} gegeben. Auf D soll dann folgendes Funktional minimiert werden:
1 1

/y’(x)2 dz unter der Nebenbedingung /y(x) dz =1

0 0

Das zweite Funktional, welches eine Fliache unter der Kurve darstellt, ist nun gerade unsere Nebenbedingung
G(y). Dann betrachten wir:

F(y)=F(y) +A\G(y) = [ [y'(2)> + \y(z)] dz auf D

o,

[z, 2,p) = Az +p?
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KAPITEL 5. ANWENDUNGEN

Da wir die Summe einer konvexen (z) und einer stark konvexen Funktion (p?) haben ist f stark konvex und F
strikt konvex. Durch Losung der EULERschen Gleichung erhalten wir also eine eindeutige Losung des Problems.

ol (@), (@) = fly(@), o' ()

d
—2 =\
dz Y
Daraus folgt die Differentialgleichung:
A
" _ N
(r) =3

Wir suchen hier nun Losungen auf D, also mit y(0) = y(1) = 0. Durch Integration erhalten wir zwei Integrati-
onskonstanten, welche wir mit den Randbedingungen bestimmen:

Aus der Nebenbedingung kann nun A bestimmt werden:

jy(w)dx :/1
0 0

Dies ergibt dann A = —24 und durch Einsetzen in obige Funktion y(x) folgt schlufiendlich:

(x2—a:) de =1

RV

y(z) = —6 (2% — z)

Nun wieder zuriick zur Kettenlinie:

Es ist das Minimum auf D zu bestimmen von:

z

F(y)=/[ng(x)\/1+y’2+/\\/1+y/2} dz

1

Dieses Funktional ist jedoch nicht konvex, womit unsere vorherigen Erkenntnisse nur bedingt anwendbar sind.
Formen wir den Ausdruck deshalb so um, dafl er konvex wird. Wir veréindern die unabhéngigen Veridnderlichen.

yly

Y1

»
X H T2 X

Die Lénge der Kette sei L. Die unabhéngigen Variablen lings der gesuchten Kurve sei die Bogenldnge s.
Gesucht sind z(s) und y(s) fiir 0 < s < L. Es ist also folgendes auf D = {y € C1[0, L]|y(0) = y(L) = 0} zu

minimieren:

- U(y) =

oh y(s)ds

f—

S
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5.4. KETTENLINIE

Unter der Nebenbedingung:

L
/m'(s) ds=H
0

Wegen 2'(s)? + y/(s)? = 1 (siehe Definition der Bogenlinge, HMII) ergibt sich fiir die Nebenbedingung:
L

H= /\/1 —y'2(s)ds
0

Bemerkung;:

Aus 2'(s)? 4+ y/(s)?)1 folgt, daB |y/(s) < 1 ist fiir 0 < o < L. Aus ¢/(s) = 1 folgt v/(s) = 0; die Kurve wiirde
also senkrecht zur z-Achse stehen. Wir hétten somit eine Spitze in der Kurve und dies ist physikalisch nicht
sinnvoll. Betrachten wir nun:

L

F(o) = [ [os) + W57 ds

0

Ist dieser Ausdruck konvex? Dazu betrachten wir:

f(s,2,p) = 2+ A/ 1 — p?

z ist als lineare Funktion konvex und Ay/1 — p2 ist fiir A < 0 stark konvex. Damit ist die Summe aus beiden
Funktionen stark konvex und F strikt konvex. Wenn wir also jetzt die EULERsche Gleichung l6sen, haben wir
ein eindeutiges Minimum.

1.) Lose die zugehérige Gleichung (E) auf D fiir F.
2.) Eliminiere A

y = y(s) ist symmetrisch um s = % Es gilt daher 3/ (%) = 0. Dann bilden wir:

fo=1, fy=A—L

Vo

Die EULERsche Gleichung resultiert dann sofort:

190, 4/ ()) = £, 9(5),0/ ()

d y’(s) L (L
&Iy ur()_s_2un y(0) =0,y 5 0
/
— & =35+ C
1—y/(s)?
Mit der Randbedingung 7/’ (%) folgt die Konstante C' = % Wir quadrieren uns lésen nach y/(s)? auf:
N2
-5 L
2(s :(872)2fﬁr0§8§—
oG- B) 2

Fiir ¢/(s) < 0 erhalten wir:
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KAPITEL 5. ANWENDUNGEN

Mit y(0) = 0 ergibt sich mittels einer Integraltabelle (beispielsweise BRONSTEIN):

i t—L L\ 2 12 L
:/—22dt: )\2+(32> — [V i 0<s< T
o YA+ (t—3)

Mittels der Nebenbedingung erhalten wir fiir 0 < s < %

g:/\/l—y’(s)st
0

Daraus und mit y(s) ist dann A < 0 zu eliminieren. Mittels der EULERschen Differentialgleichung kénnen wir
die Wurzel eliminieren:

\/_7()__)\19()__/\ 1
+

2o fon e

Gibt es nun ein A < 0, so daf dies gilt? Setzte nun p = —\ und betrachte das Integral g(p):

r ds
o
o VK +(s—%)

Mit der Regel von de ’'Hospital ergibt sich nach miithsamer (!) Rechnung;:

9(0) =0, Tim g(u) = 2. g'(u) > 0

00 2

Da g stetig und mit ¢'(u) > 0 streng monoton wachsend auf [0, oc] ist, wird nach dem Zwischenwertsatz jeder
Wert zwischen 0 und g genau einmal angenommen. Wegen H < L gibt es genau ein A\g mit % = g(—Xo). Mit
diesem Ao erhilt man:

\/)\2 ——s \/)\2+—fur0§ <

Mit a'( = 1 erhéilt man:

N

=jVPWWP®=Z¢LW%P®—jVPﬂ%P®=
0 0 s

H _ L
=3 + Aoparsinh <,9/\02>

Wobei wir wissen, dafl das A\g einer Gleichung geniigt, welche wir 16sen konnen. Wir fassen zusammen:

L 2 L2 H _L
—“)\2—1—(2—3) —\/)\(2)—1—4undx(s)—2+)\oarsinh<s)\ 2) fir 0 <s <
0

w\m

O

/L A2 4 )th:

v
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5.4. KETTENLINIE

Aus der Beziehung fiir  erhalten wir auflerdem:

H L

r— 2 s— 2

inh 2 | = 2
s ( Ao ) Ao

Daraus erhalten wir schlieflich die explizite Darstellung:

r— 2 .2
y(x):—)\ocosh< )\02 ) —\/)\%—i—z
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Kapitel 6

Relative und lokale
Extremwerte/Stationire Stellen von
Funktionalen /Eckenbedingungen

Gegeben sei ein Funktional F auf D C Y — R.

Definition:

In u € D liegt fiir F auf D ein lokales Minimum vor, falls gilt F(u) < F(v) V v € D, welche ,,in der Nihe
von u“ liegen.

6.1 Metrischer Raum

Dies ist eine Menge X mit einer Funktion d: X x X +— R (,distance*) mit folgenden Eigenschaften:
1.) d(xz,y) > 0V z, y € X; Gleichheit nur fiir x =y
2.) Symmetrie: d(z,y) = d(y, )
3.) Dreiecksungleichung: d(z, z) < d(z,y) + d(y,2) Vx,y € X

Ubung:

Betrachten wir X = R und d(z,y) = |z — y|. Dann kann als Ubung iiberpriift werden, das obige drei Eigen-
schaften gelten.

6.2 Normierter Raum

Es sei Y ein Vektorraum mit folgenden Eigenschaften:
1.) ||z|| > 0V = € Y; Gleichheit nur fiir z = 0
2) lle+yll <zl + [yl vV, yeY
3) ezl =lalz| Vz €Y, VaeR

Es sei y = Ca, b]. Dann unterscheidet man:
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KAPITEL 6. RELATIVE UND LOKALE EXTREMWERTE/STATIONARE STELLEN VON
FUNKTIONALEN/ECKENBEDINGUNGEN

a.) Integralnorm:

b
lylls = / ly(z)] dz

b.) Maximumsnorm:

[yllo = max |y(x)| fiir € [a, ]

(y, || - |I) sei normiert. Y ist dann auch ein metrischer Raum, beispielsweise mit der Metrik d(z,y) := ||y — x|
Sei a € Y und § > 0 gegeben. Dann definieren wir folgende Umgebung U mit dem Maf §:

Us(a) = {w € Y|[w — al| < &}

Diese nennt man §-Umgebung von a. D C Y heifit offen, falls es zu jedem a € D ein § > 0 gibt, so daf
Us(a) C D ist.

Beispiel:
Betrachten wir den R™. Die Elemente dieses Raumes sind n-Tupel von reellen Zahlen:
a=(ai,...,a,) mit a;j € R

Dann kennen wir verschiedene Normen:

i.) Euklidische Norm:

2

n n P
la = > a3 > ol L p>1
j=1 j=1

ii.) Maximumsnorm:

lal| = max {|a;|,j =1,...,n}

n
iii.) [lafl =) layl
j=1

Veranschaulichung von Us(a) fiir n = 2 fiir i.), ii.) und iii.) (a = 0)
A A A
Y Y Y Lo
)
»> >
0 0 x 0 0 x 8 x
Us(0) ={w e R, [lw|| <0}, w=(z,y)  |lwl| <d: max(|z], |y[) < |z + [yl <0
3D: Kugel 3D: Wiirfel mit Seiten 3D: gedrehter Wiirfel

parallel zu Koordinatenebenen
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6.2. NORMIERTER RAUM

Betrachten wir Y = [a,b], u: [a,b] — R
i.) Integralnorm:
1

b
Jull = / (@) de| p>1

Besonders wichtig in der theoretischen Physik ist die L3z-Norm, also fiir p = 2. Man spricht von qua-
dratintegrablen Funktionen. Wir beweisen zur Ubung fiir den Fall p = 2 die Dreiecksungleichung: Die
Behauptung ist also, daf} gilt:

jlu(z)+v(w)2dx 5 < /b|u(:v)|2d;z: § + /bv(:c)|2dx

Als erstes quadrieren wir die Ungleichung. Da alles > 0 ist, macht dies keine Probleme:

1
2

1
b b b 2

b b
/ (z)? dx—i—/ dx+2/|u |dx</ (x )2dm+/v2(m)dx+2 /u(x)2d$ /U(I')de
Jetzt fallen einige Terme heraus:
1 1
b b 2 b 2
/|u(x)v(a:)|dx < /u(:c)2 dz /v(x)2 dx
b
[l kel g,
b T 2
/u(av)2 dz /v(x)2 dz
a a
Man hat also:
b b
/f(x)2 dz = /g(w)2 de=1
Damit erhalten wir folgendes Problem:
b
Gilt / f(z)g(z)dz < 1, wenn bekannt ist, daB / f(z)?de = / g(z)?dx =17
1
Nun gilt allgemein nach den Binomischen Formel: ab < 3 (a2 + b2)

/bf(w)g(x)d %/f dx+/()d =1

ii.) Maximumsnorm:

lul| = max {|u(z)|,a < x < b}
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KAPITEL 6. RELATIVE UND LOKALE EXTREMWERTE/STATIONARE STELLEN VON
FUNKTIONALEN/ECKENBEDINGUNGEN

Wir wollen nun auf dem Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen ¥V = C’l[a,b] folgende Normen

definieren:

1.) Starke Norm:
l[ullo = max {[u(z)],a <z < b}
U3 (w) = {u e C'a,b]|llu— wlo < 6
Man spricht hier auch von der starken §-Umgebung.

2.) Schwache Norm:
l[ully = llullo + llu'llo

U3 (w) = {u e C'a,b]|llu—w| < 6}

Diese wird als schwache 4-Umgebung bezeichnet.

Y y

0 Aussage 0: U} (w) C U (w)
u € Ui (w) : |Ju—wol| + Ju' —w'llo <6
Daraus ergibt sich dann |ju — wp| < 6, also u € U (w).
O Aussage O:
(up) CY,uey
Man hat eine Konvergenz beziiglich der starken und der schwachen Norm:

Up — u fir n—ocoinY & |ju, —uljo — 0 fir n+— oo
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6.2. NORMIERTER RAUM

[[tn = ully =0

Essei F: D CY +— R. F heifit in yg € Y stetig in xg, falls gilt:

lim f(wa) = f (1 @0) = f(zo)

nk—oo (TLO—)OO

Fiir jedes Folge x,, — xo gilt f(x,) — f(zo). F heiit stetig beziiglich der starken Norm [schwachen
Norm], falls aus w,, — wug beziiglich || - ||o [|| - ||1] folgt, daBl F'(u,) — F(ug) fir n — oc.

Aussage [0:
Ist F in ug beziiglich | - ||o stetig, so ist F' in ug auch beziiglich || - ||; stetig.

Aussage O:
Die Umkehrung bei Aussage O gilt nicht. Aus Aussage [ ist bekannt:

Beweis von Aussage [1:

1.) Aus |jus — ugllo — 0 fiir n — oo folgt, daBl F'(u,) — F(ug) fir n — oco. Wir wollen zeigen:

2.) Aus |lun — uollo + |Jul, — upllo + 0 fiir n+— oo folgt F(uy,) — F(up) fiir n — oo.

Mit ||u, — ugllo — 0 folgt aus 1.) die Behauptung.

Beweis von Aussage [:

Wir machen ein Gegenbeispiel. Wir wéihlen ein Funktional, welches nur Ableitungen enthélt:
1
= / V1+y'(z)?de
0

1.) Fist auf C'[a, b] stetig beziiglich der || - ||;-Norm.
Zu zeigen ist, dafl aus y, — yo in || - ||1-Norm folgt: F(y,) — F(yo)-

lyn = woll + llym — voll — 0 fiir n — oo
15, = vollo = max lyn () = yo ()] = 0 fiir 1 oo

Wenn dies in diesem Sinne konvergiert, dann liegt gleichméflige Konvergenz vor und wir kénnen
Grenzwert und Integration vertauschen:

1
lim F(y,) = hm \/1—|—yn dm—/ lim /14y (z)2dz=F

n—oo

F ist also stetig beziiglich der || - ||;-Norm.

2.) F ist jedoch nicht stetig beziiglich der || - ||o-Norm.
Setze dazu y,, (z) = L sin(n?mrz) — yo(z) = gleichméBig auf dem Intervall [0, 1], das heiBt ||y, —0]|o —
0 fiir n +— oco. Wére F beziiglich der | - ||o-Norm stetig, so miifite gelten F(y,) — F(yo = 0) = 1.

Hier gilt aber:
1
F(y,) = / \/1 + n2n2 cos? (n2nx) dz — oo fiir n — oo
0

Damit ist das Funktional nicht stetig beziiglich der || - ||o-Norm.
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FUNKTIONALEN/ECKENBEDINGUNGEN

Definition:
Es sei F: D C Y — R, wobei C'[a,b]. Gibt es ein v € D und ein § > 0 mit
F(u) < F(v)Vv e DNUY(u) starke
, S0 heif}t u Minimalfunktion von F'.
F(u) < F(v)Vv eDNUL(u) schwache
starkes
F(u) ist relatives (lokales) Minimum fiir F' auf D.
schwaches
O Aussage O:

Jedes starke lokale Minimum ist auch schwaches lokales Minimum, aber nicht umgekehrt.

Beweis von Aussage [:

Die Voraussetzung ist F'(u) < F(v) Vv € D N UP(u). Wir behaupten, da§ F(u) < F(v) Vv € D N U (u).
Mit Aussage O gilt dies, da U} (u) C U (u).

Die Voraussetzung ist F(u) < F(v) V v € D N U} (u). Dann behaupten wir, da F(u) < F(v) Vv e DN
U2 (u) im allgemeinen nicht gilt!

Fo) = [/@P + 5/ (@)% do, D = {y € €10 1)(0) = y(1) = 0}

y' ist das, was die starke von der schwachen Norm unterscheidet.

a.) y(z) = 0 ist lokales schwaches Minimum von F' auf D.

Betrachten wir die Definition. Es sei v € U{(0), das heifit, ||v — 0|y = ||v|lo + [|[v[lo < 1. Hieraus folgt
[[v']lo < 1 und damit |v'(z)| < r[réaf]( [v'(z)] < 1V 2 € [0,1]. Daraus ergibt sich dann —1 < v/(z) < 1 und

somit v'(x) +1 >0V z € [0, 1]. Betrachten wir den Integranden:

—— ———
>0 >0

V(2)? 40 (2)2 = (2)? [ (2) +1] >0

Daraus resultiert:

F(v) > F(0) = 0Yv € Ui (0)

b.) y(z) = 0 ist nicht lokales starkes Minimum von F' auf D.
Zu jedem & > 0 gibt es v € U(0) mit F(v) < F(0) = 0. Betrachten wir fiir 0 < p < 1 und ¢ > 0:

T fir 0<z'p
v(z) = v € UP(0)

ql(wfl) fir p<z<1
p—
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6.2. NORMIERTER RAUM

;
i
I | >
p 1 *
F(v) = 0/1 [v/(@)? + v'(@)"] do = f (1 * ;) " 1p—2p <1 1 EP)

lim F(v) = —c0
p—1

Es gibt damit ein pp mit pg < p < 1 und F(v) < 0 fiir diese p.

Satz:

Jede notwendige Bedingung fiir ein schwaches lokales Minimum ist eine notwendige Bedingung fiir starkes
lokales Minimum.

Im folgenden werden wir uns einige Hilfsséitze notieren.

Hilfssatz [J:

x

Fiir y € C'[a, b] gilt: y(z) = y(a) + /y’(t) dt,a<z<b

a
Seien ¢y, ..., cy € [a,b] die Unstetigkeiten von ¢’ (die Ecken von y). Setze ¢y = a und ¢y, = b. Sei € [a, ]
beliebig fest. Damit liegt = im Intervall [cg, cxy1].

@ N—1 @ k—1 S9!
/ ¥/ (1) dt = y(2) — 9(@) = 9(X) —yler) + 3 Wlcser) — uey)] = / OLEDS / () dt
a J=0 Ck J=0 @

Hilfssatz [J:

Es sei h € Cla,b] und y(z) = /h(t) dt, dann gilt y € C'[a, b] und ¢/ (x) = h(z) fiir die z, in denen h stetig

. a
ist.

Machen wir uns das ganze anschaulich ohne Beweis klar.

a c x b =«
Liegt der z-Wert rechts von ¢, so folgt:

h

y(z) = / h(t) dt + / h(t) dt

a C
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Es ist y/(z) = h(x) fiir z ein Stetigkeitspunkt. Was ist ¢/(c)?

y(z) = / h(t)dt = o/ (z) = h(z), ¥/(c) = lim h(z)

Tr—c
a

Hilfssatz [:

b
a.) Aus /y’(;z:)2 dz = 0 folgt ¥ = 0 auf [a, b].

b.) Aus ¢/(z) = 0 mit x + ¢, folgt, y(x) = const. auf [a, b].

Beweis fiir a.)

Es gilt /()2 > 0 und 2 € C[a, b]. Daraus ergibt sich, da folgendes Integral existiert:

b Ck41

0:/ dx—Z/ (co=a, ey =)

a =0

Daraus ergibt sich dann:

Cht1
y'(2)?dz=0firk=0,..., N

C

Und hieraus ergibt sich wiederum y'(z) = 0 fiir ¢x < & < Cgg1.

Beweis fiir b.)

A

Y

>

C1 C2 Ck Ck+1 Cn X
Es gilt ja nun ¢/(x) = 0 fiir 2, < < ck11. Da y(z) stetig ist, folgt, daB y(z) = const. fiir a < z < b. Hier ist
auch eine Argumentation mit dem Hilfssatz moglich.

Hilfssatz 0:

b
Es sei g € C[a,b]: Es gelte /g(x)n'(a:) dz = 0 fiir alle n € C'[a,b] mit (a) = n(b) = 0. Dann gibt es eine

Konstante C, so dafi g() = C' in allen Stetigkeitsstellen von g ist.
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Nun wieder zuriick zu unserem Funktional:
/fa:y (z)) da, ye(é’l[a,bD

f = f(x,2,p) hat den Definitionsbereich [a,b] x R? (xR"™ x R™). f sei des weiteren € C'. Man erhélt damit
durch partielle Differentiation stetige Funktionen.
6.3 1.Euler-Gleichung/Gleichung von du Bois-Reymond

Satz [I:

Hierbei handelt es sich um eine notwendige Bedingung fiir ein schwaches relatives Minimum.

Fiir y € C''[a, b] sei F(yo) ein schwaches relatives Minimum. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R, so daf

fol@,y0(®), () = / F (w0 (2), wo () dt + ¢

erfiillt ist fiir jedes z € [a, b], fiir das y; stetig ist.

Bemerkung;:

Ist yo € (C’l [a, b]) , S0 bedeutet:

I Ja

Ips J
fp = : ) fz = .

fon fen
Beweis:

Es ist die Frage, ob folgender Grenzwert existiert:

x

lim [ A(t)dt
x<c a

Dies schitzen wir ab:

‘/ / dt’*‘/ t)dx <ma>](\h()||cfm|:const.~|cfx|

Wenn man nun den Grenzwert 2 — ¢ bildet, so ergibt sich 0, da max |h(t)| = const. ist.

Beweis:

Betrachte y(z) = yo(z) + ev(x), wobei v # 0 eine beliebige Funktion aus C'[a, b] ist mit v(a) = v(b) = 0 und

dem reellen Parameter e. Wéhle fiir 6 > 0 € gemé8 |g| < ﬁ. Dann gilt |ly — yoll1 = |lev|r = [e]llv|1 < 0.
Das heifit, die y liegen in U} (yo). Nach Voraussetzung yo gibt es ein § > 0 mit F(yg) < F( )Yy € Ukyo).
Nimm dieses 8, welches nach Voraussetzung gegeben ist, und die y = yo + v mit |e] < ot . Fiir diese y gilt

also F(yo) < F(y) = F(yo + ev) = ©(¢). Daraus folgt dann, daf ’'(0) gleich Null sein muﬁ
b
¢'(0) =0=0F(yo; v / ,y0(2), Yo (2))v(x) + fp (@, yo (@), yo () (2)] dz
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Wir wilzen eine Ableitung auf v(z):

b

M@mw:/’—/ﬂwwwm%u»+mwm@mmm>MWMx

a

Dies gilt fiir alle v € C'[a, b] mit v(a) = v(b) = 0. Nach Hilfssatz O folgt dann, daB der Klammerausdruck eine
Konstante ist:

fo(@, yo(x), yo(x /fz (t,yo(t), yh(t)) dt + C

Bemerkungen:

Ist x(z / 1=t yo(t), yo(t)) dt stiickweise stetig, so wird [a, b] in Intervalle eingeteilt:

a

b C1 Cc2 b
/()a))'dxz/—k/—i—...—&—/

a.) Folgerung 0:

A
y

Wird die lokale schwache minimierende Kurve Ky durch y = yo(x) beschrieben, so gilt zwischen zwei
Ecken von K die 1.EULERgleichung in Differentialform:

ol wol), b (@) = £+, v0(a) v 2)

Diese Gleichung trat bisher im Zusammenhang mit konvexen Problem auf.

b.) Folgerung O:

/fz(tayO(t)’ yé(t)) de

Es gilt f, € C, womit das Integral insgesamt stetig ist auf [a,b]. Damit ist fo(z,yo(z ),yé(a:)) stetig in
Eckpunkten von K. Diese konnen charakterisiert werden durch (e, yo(c)) mit p_yi(c—) # y{(c+) = p4.
Dies bedeutet:

fp(ca y0(0)7p7) = fp(c’ yo(c)7p+)

Man bezeichnet auch f,(z, yo(x), yo(x)) als U(z,y(z), y'(x)).
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6.4. 1.WEIERSTRASS-ERDMANNSCHE-ECKENBEDINGUNG

6.4 1.Weierstrass-Erdmannsche-Eckenbedingung

Satz U:
Als Voraussetzung gelte Satz [J.

Es sei ¢ € (a,b), wobei (¢, yo(c)) eine Ecke von Ky : y = yo(x) mit p— = y{(c—), p+ = yj(c+). Dann gilt
Ul(c,yo(c),p—) = Ule,yo(c), p+) (WEIERSTRASS-ERDMANN 1), wobei U(z,y(z),y' (x)) := fp(z, y(z),y' (x)).

Bemerkungen:

Existiert fup(c,y0(c),t) fiir ¢ zwischen p_, py und ist fiir diese ¢ stetig, so gibt es ein p zwischen p_ und p, .
A h(p) (= Ule,yo(c),p) = fi)

+ >

p- p P+ p
(Falls f,, stets # 0 ist, so kann die Losungskurve keine Ecken haben.)

Betrachten wir folgendes Funktional:

b

Fly) = / gz y(@)VI T 52 (@) d

a

Wir berechnen die Minimalzeit, die das Licht vom Punkt y(a) nach y(b) benstigt. g(x, y(x)) sei der Brechungs-
index des Materials.

f(x,z7p) = g(x7z) 2 +p2

fng(iC,Z) P

Vi

Notieren wir die Eckenbedingung:

_p- ¢, yolc _ P+
P (1+p}) =pi(1+p2)

Durch Umformen erhalten wir hieraus die Bedingung p? = pi und damit p; = +p_. Im Falle p; = p_ liegen
keinerlei Ecken vor. Durch Einsetzen von py = —p_ in obige Gleichung erkennen wir, daf3 diese Bedingung
nicht in Frage kommt.

Satz [J:

Voraussetzungen hierfiir ist wieder Satz 0.

Es gilt f(z,y0(®),yo(x)) — vo(x) fo(z, yo(x), yo(z /fm (t,yo(t),yo(t))dt + C mit C = const. fiir alle

x € [a,b], in denen y{(x) stetig ist.
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Beweis:

Es sei Ky = y = yo(z) die minimierende Kurve. Ky werde parametrisiert mit = ¢ und y = yo(¢t) und
a <z <b. Ky wird variiert wie folgt: Wir bilden = = ¢ + aA(¢) mit y = yo(t), a < ¢t < b und kleinem |«
(A € Ca,b], AM(a) = A(b) = 0). Die K, liegen fiir |a| < ag (klein) in einer schwachen §-Umgebung von K.
(K, lassen sich in der Form y = y,(x) darstellen.) Wir miissen also x nach ¢ auflgsen konnen und dies ist der
Fall, wenn &(t) # 0 ist.

y
Ko

y =y(x)

»

X

@(t) = 1+ a(t) > 0 fiir || < o geniigend klein
b

Wir bilden damit (F(K,) =)¢(a) = /f (t + aA(t), yo(t), %) (1 + aA(t)) dt und differenzieren nach
a

a

b b
oy [ d o Yo(t) ol N Yo(t) $ s
)= [ f<t+ A(’f)’yo(“’uax(t))(” A)dt+/f<t+ W)’%@)’Hax(t))“t

b .
_ N Yo(t) ) o go(t) N [ Ado(t)
_/ [fm <t+ )‘(t)’QO(t>71+a)-\> >‘+fp <t+ )‘(t)’QO(t)71+a>-\(t)> < (1+oz)\(t))2>

b
Yo(t) o
+/fG+aMm%@LLHA@)A&_

(14 al\)dt+

#0) = [ [NOLAE 3000 90(6)) + £t 300 Go(EDA® + Fy(t,50(8).G0(t)) (~A(i(®)) | =

:/[;\(t) (f(t,90(t),90(t)) *l'lo(t)fp(t,yo(t),yo(t)))+>\(t)fz(t7y0(t),yo(t))} dt

a

Wir bringen , kiinstlich“ eine Ableitung auf A\(¢) und erhalten:
-
¢'(0) :/ A) (£t yo(t), 90(t)) — 90 (8) fo (£ (1), 4 /fa: (t, yo(t), 9o ( ))] dt =

Z/ At) (f(t,yo(t),yo(t)) Yo(t) fp(t, yo(t /faa (t,yo(t), o )))] dt

Damit dieses Integral gleich Null wird, mufl der Ausdruck innerhalb der Klammer nach einem der Fundamen-
talséitze der Variationsrechnung konstant sein:

Fltu0(t), 50(1)) — G0(8) o (t, o / Folt, yo(), () = C

Damit erhalten wir folgenden Satz:
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6.5. 2.WEIERSTRASS-ERDMANNSCHE ECKENBEDINGUNG

Satz 0:

Es gilt f(z, yo(x), yo()) — yo(x) fo(, yo(2), yo(x)) = /fx(t, yo(t),yo(1)) dt + C =: V(z,90(x), yy()) (E2)

fiir alle z, in denen y{(z) stetig ist.

K sei die durch y = yo(x) fiir a < & < b beschriebene Kurve. Unstetigkeiten von y{(z) sind Ecken von K. Es
sei (¢,yo(c)) ein eine Ecke, das heift, y)(c—) # yh(c+) (p— # py).

Folgerung :

Zwischen zwei Ecken von K gilt Gleichung (E2) in differenzierter Form, also:
d

V@ v0(2),50(2)) = falw, yo(), yo())

Diese Differentialgleichung ist von der Form von E1:

ol w02, () = e 002, )

6.5 2.Weierstrass-Erdmannsche Eckenbedingung

Satz [:

An einer Ecke gilt V' (¢, yo(c),p+) = V (e, yo(c), p—).

Wir erinnern uns an die I.Eckenbedingung:

fP(C’ yo(C),p+) = fp(cv y0(0)7p—)

Daraus ergab sich dann fiir ein p zwischen p4 und p_, daB fy,(c,yo(c),p) = 0 ist. Wir kénnen nun folgende
Integration ausfiithren:

) Py
EE— ¢, yolc),t)dt =0
p+_’_p7/fpp( Yo(c),t)
p_

Folgerung aus WE2:

Wir konnen aufschreiben:
0=V(e,yo(c),p+) — Ve, yo(c),p-) = f(c,yo(e), p+) — P+ fole, yole), p+) — fle yo(e), p-) + p-fple,yo(c), p-)
Mit fp(e,yo(c), p+) = fple, yo(c), p—) erhalten wir dann:

0= f(c,90(c),p+) — fle,yole),p-) — (p+ — p-) folc, yo(c), p-)

6.5.1 Die Weierstrass-Exzef3ifunktion
Definition:

Es handelt sich um eine Funktion von vier Veradnderlichen:
5(.13, Z,D, q) = f(xv 2, Q) - f('ra Z7p) - (q _p).fp('r7 Z7p)

Damit kann also der Ausdruck f(c,yo(c),p+) — f(c,yo(c),p—) — (p+ — p-) fo(c,yo(c), p—) geschrieben werden
als:

fleyo(e),py) — fle,mo(e),p—) — (p+ —p-) folc,yo(c),p-) = E(c,yo(c),p—,py) =0
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An einer Ecke, in welcher die minimierende Kurve mit den Steigungen p_ und p einlauft, gilt diese Beziehung.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt:

0= fp(e,90(c), @) (p+ — p-) — (P+ — P-) fo(c yo(c), p-)

q liegt hier zwischen p; und p_.

0= (p+ _p—) (fp(c7 yo(C),Q) - fp(c? yO(C)7p—))

An einer Ecke gilt p; # p_. Mit der ersten WEIERSTRASS-ERDMANNschen Eckenbedingung gilt:
foe,yo(e),q) = fole,yo(e),p-) = fole,yo(c),p+)

Falls p_ < py, gilt p_ < g < py. Hieraus folgt fp,(c,yo(c), 1) = 0 mit p_ < ¢1 < ¢. Fiir ¢ < g2 < p4 gilt
fPP(C7 yO(c)a Q2) =0.

Betrachten wir folgendes Funktional:
b

F(y) = / (@) (1 — ' () da

a

Hier gilt also f(z,z,p) = 2%(1 — p)?. Weiterhin gilt f, = —222(1 — p), fpp = +222, also fpp(x,y(z),y'(2)) =
—2y2(x). Wenn iiberhaupt Ecken bei Losungen auftreten, dann miissen diese auf der x-Achse liegen.

V(z,z,p)=f—p-fp=01-p")7
Unser Integrant hingt nicht explizit von x ab. Damit folgt nach der Gleichung (E2):
y*(z) (1 - y™(z)) = const. = C

1) C=0:

y(x) =0 oder y(x) = tz + C;

2.) C#0:
Wir setzen u = y? und damit o/(z) = 2yy’. Mit y?y’?> = u’? ergibt sich dann eine angenehmere

Differentialgleichung:

1 -
u— Zua =C
Wir 16sen nun nach ' auf und erhalten:
u'? =4(u—C)
Wir haben nun wieder zwei Fille:

a.) u(z) = C:

y(x) = Cy

b.) u(zx) > C:
u'(z) = +2Vu — C

Dann folgt hieraus durch Trennung der Verédnderlichen un anschliefende Integration:

Vu—C=4x+Cy

y'(@) = C = (z+C)’

V()= (x4 Cy)?+C
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Definition:

Eine C!-Lésung der EULERschen Gleichung heifit Extremale (stationiire Funktion) des Funktionals
F. Jede Kurve, welche aus Extremalen zusammengesetzt ist und die Eckenbedingung erfiillt, heifit ge-
brochene Extremale.

Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen: Stationdre Funktionen sind:
1) yz)=C1 Vz
2.) y2(z) = (x4 C2)® + C3 mit Cy, Cy, C3 = const.
3.) ylz) =+ Cy

Wir suchen stationiire Funktionen auf D; = {y € C'[-1, +1]|y(—=1) = 0,y(1) = 1}. Aus den Randbedin-
gungen erhalten wir aus dem beiden ersten Losungen folgende Gleichungen:

(02—1)2+03:0
(Cy+1)+C5=1

Daraus folgt Cy = i und C3 = — (%)2.

y(x)? = (x+i)2— <i>2 = (x—é) (z+1)

Es handelt sich um eine Hyperbel.

A
y

Es gilt x > % und z < —1 In D gibt es damit kein stationédre Funktionen. Wir suchen deshalb gebrochene
Extremale auf Ds:

Dy = {y € C'[~1,+1]ly(~1) = 0,y(1) = 1}
Deren Graphen kénnen von folgende Form sein:

Y

/
/
/
/
//
& »

-1 0 1 =z
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Eckenbedingungen:

—2y5(c) (L —py) = =2y5(c) (1 —p-)  (WED)
(o) (1—ps)? =w3(e) (1-p2)  (WE2)
Eine Ecke bedeutet py # p_. Aus der ersten Gleichung folgt dann, dafl dies nur dann gelten kann, wenn

y2(c) = 0 ist. Damit ist dann automatisch auch die zweite Bedingung erfiillt. Die gestrichelte Funktion
ist gebrochenes Extremal. Betrachten wir nun noch Ds:

D3 = {y € C*[0,1]]y(0) = 0,y(1) = 2}

Wir erhalten mittels der Randbedingungen:

y2($) =(z+ 02)2 + C3 mit Cy = g und C3 = 7%

y*(x) = 2(z +3)

A
y

Damit stelle dies eine Losung ohne Ecken dar. Die Punkte (0,0) und (1,2) liegen auf demselben Hyper-
belast.

Wiederholen wir nochmals die EULER-Gleichungen:

0 EULER-Gleichung 1:

& ol y(@), v @) = folay(a), v (@)

0 EULER-Gleichung 2:

d

- (@ y(), Y (x) =y (x) fo(z, y(x), ¥ (2)) fo(z,y(z),y (x))

Falls y € C?, dann folgt (E2) aus (E1). y sei C1-Lésung von E1:

%f(wyy(why’(w)) = fa(@,y(@),y/ () + fo (2, 2y(2),y' (2)y (2) + fp(z, y(2), ¥ (2))y" (2)

Mittels (E1) folgt:
ol (@). /(@) = o)1)

d

@ y(@),y' (@) = y'(@) fola, y(2). ¥ (2))) = fale,y(2), Y (2))

Dies ist die EULERsche Gleichung 2. Diese ist niitzlich, wenn beispielsweise f nicht explizit von x abhéngt:
fy(@),y' () — ' (@) o2, y(2), ¢/ (2)) = C

Man bezeichnet dies dann als ein erstes Integral von (E1).
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Wir hatten betrachtet:

b

F(y) = / o)1 — ' ())? dz

a

Stationdre Funktionen sind:
1.) y(z) = Cy mit C7 = const
2.) y?3(z) = (z + Cq)? 4+ C3 mit Cy, C3 = const.
3.) ylx) =t 4+ Cy

Dy = {y € C?*[-1;+1]]y(~1) = 0,y(1) = 1}

In D; gibt es keine C'! (C?)-Extremalen.
Aus den Eckenbedingungen hatten wir erhalten, dafl eine Ecke fiir eine Extremale zwingend auf der xz-Achse
liegt.

0 fir z<0
y(z) =
z fir 0<zx<1
Dy =y € C[-1,1]jy(-1) = 0,y(1) =1

Wir suchen nun Losungen auf Ds:
D5 = {y € C'[0,1]]y(0) = 0,y(1) = 2}

Durch Einsetzen der Randbedingungen in die allgemeine Hyperbelgleichung erhalten wir y(z) = /x(z + 3).
Es handelt sich um eine zweimal stetige Losung, um eine glatte Extremale.

A
YT

Ty
Dy = {y € C'[0,1]y(0) = 0,y(1) = 1}
Hier erhilt man gerade y(x) = 0, also auch hier eine Lésung ohne Ecken.

Ds = {y € C'[0,3]|y(0) = 2,y(3) = 1}
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C5 und C5 werden mittels y(0) = 2 und y(3) = 1 bestimmt. Man erhilt hier ein einfaches Gleichungssystem,
welches wir hier nicht explizit 16sen wollen. Man erhilt dann daraus Co = —2 und C5 = 0. Durch Einsetzen in
die Hyperbelgleichung erhalten wir:

Y (z) = (2 - 2)?

Durch Ziehen der Wurzel folgt, wobei fiir uns die positive Losung wichtig ist:

y(z) = |z —2|

Pi(0,1)

1 2 3
|

Beispiel:

Wir schauen uns folgendes Funktional an:

Fy) = / (v — ) da

a

Wir erhalten dann f(z,z,p) = p?> — 2%. Wir suchen nun Losung der EULERschen Gleichung. Dazu benétigen
wir auBerdem f, = 2p, f, = —2z und f, = 0.

V(z,z,p)=f —pfp=p>—2"—p’p=—p* = 2°

Wir notieren uns die Eckenbedingungen (Stetigkeit von f,,). Wir erhalten hieraus p; = p,. Aus der Stetigkeit
von V erhalten wir mit WE2: Diese beiden Gleichungen sind natiirlich nur erfiillt fiir p; = p_. Es gibt damit
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keine Extremalen mit Ecken; wir werden alle durch Lésen der EULERschen Gleichung nur stetig differenzierbare
Funktionale finden:

d

(2 (@) = ~2()

Fiir die zweite EULERsche Gleichung gilt:
d 12 2

a2 =0

YY)

Wir erhalten aus der ersten Gleichung 3/ (z)(+y(z) = 0. Die Losung dieser Differentialgleichung ist eine Line-
arkombination aus Sinus und Kosinusfunktionen:

y(x) = asin(x) + beos(x)

Aus der zweiten EULERschen Gleichung erhalten wir 32 + y? = const..

Betrachten wir folgendes nicht so einfaches Beispiel

b

F(y) = / (v +y°) da

a

DaB die Funktion nur von der Ableitung v’ abhingt, konnen wir sofort, sagen, da es sich bei den Extremalen
um Geraden handelt. Wir rechnen dies nach:

f(z,z,p) =p* +p° f,=2p+3p°
V(z,z,p)=f—pfp=p"+p" —2p* = 3p° = —p* — 2p°

Betrachten wir die erste EULERsche Gleichung:

d d
—_— = — 2/ 12 =
dg;f” dx( y +3y%)=0

Daraus ergibt sich 2y’ + 33’2 = C; und damit durch Auflésen nach 3’ 3 = Cs, also:

y=Chzx +Cs

Nun interessieren uns aufferdem gebrochene Extremale. Die zu untersuchenden Eckenbedingungen sind hier
nun nicht so einfach. Aus der ersten WEIERSTRASS-ERDMANNschen Eckenbedingung folgt:

2p_ +3p° = 2py +3pT
Auflerdem gilt nach der zweiten WEIERSTRASS-ERDMANNschen Eckenbedingung:
P2 +2p% =p2 +2p

Dieses Gleichungssystem zu losen, ist jetzt nicht so einfach. Auf jeden Fall ist p; = p_ eine Losung. Daraus
folgen jedoch unsere zuvor berechneten Ci-Funktionen. Wir suchen jedoch Lésungen mit py # p_.

p—(2+43p-) =p+(2+ 3p4)
p2(1+2p-) = pi(1+2py)

Aus der ersten Gleichung erhalten wir nun p; = —% und py = —%. Da beide Gleichungen gleichzeitig erfiillt
sein miissen, ist p_ = 0 nicht moglich und auflerdem auch py = 0. Ab jetzt kénnen wir von p; # 0 und p_ # 0
(p+ # p—) ausgehen. Damit kénnen wir beide Gleichungen durcheinander dividieren:
1 1+2p,
_—2+3p_ = = —p_)|6p_ps +4 +p_)+2/=0
P, 2P =Py (p+ —p-) [6p-py +4(py +p-) +2
Aus der ersten WEIERSTRASS-ERDMANNschen-Bedingung folgt py + p— = —%3. Durch Einsetzen in obige

Gleichung folgt also wieder p; = p_. Fiir Extremalen sind Ecken damit nicht moglich.
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Beispiel:
b

F(y) = /(y’2 —1)*dz

a
Da das Funktional wieder nur von 3y’ abhiingt, konnen wir wieder sagen, daf} es sich bei den Extremalen um
Geraden handelt: y = cz 4 d.

D = {y € C'[0,]|y(0) = 0,y(b) = B}

Hier gilt f = (p? — 1) und f, = 2-2p(p? — 1). Damit erhalten wir V = f —pf, = (p? — 1)(—3p*> — 1). Aus der
ersten Eckenbedingung folgt:

p—(pp —1) =pr(pF —1)
Und aus der zweiten Eckenbedingung auflerdem:

P> —1)Ep2 +1) =i —1)(3pT +1)

Wir suchen nun wieder Lésungen mit (p4,p—) mit p; # p_. Das Ergebnis ist also p; = 1, p_ = —1 oder
py = —1, p_ = +1. Es kénnen also Ecken auftreten un diese miissen von folgender Form sein:
A
Y Y
Ecke

Ecke

» >
T T

Schauen wir uns an, was dies fiir das konkrete Problem hier bedeutet:

Y
B
0 >
0 b T
0 Fall d: 8 < b:

Man erhilt unendlich viele Losungen. Jede gebrochene Funktion macht F' zu Null, liefert also wirklich
einen minimalen Wert.

O FallO: 8=0
Hier gibt es genau eine Losung, ndmlich y(x) = .

O FallO: 8>0

Hier gibt es genau die Losung y = %x.
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6.6. ABRUNDUNG VON ECKEN/ROUNDING ARGUMENT

Es gibt komplizierte Kriterien, einem Funktional anzusehen, dafl es minimal wird. In den ersten Kapiteln
hatten wir das Konvexitatskriterium verwendet; dieses ist jedoch sehr grob. Deshalb rechen wir nun direkt
nach, daf fiir § > b die Funktion y = %:v fiir das Integral wirklich eine starke lokale minimierende Funktion
darstellt. Betrachten wir hierzu einfach benachbarte Kurven durch Einsetzen und Vergleichen:

y(z) = %:c + n(x)¥n € C*0,b] mit n(0) =0 =n(b) =0

Wir haben also benachbarte Funktionen konstruiert.

F(Zean) - r (L) - / ((§+n/<x>)2_1)2_((§)1)2
= b 2=/ (x) +n'(z)? 2+2 5—2271 2én’+n dz2 572271 2E bn’dz:()
) b b b b bO

Es handelt sich um ,stark®, da die Abschitzung unabhingig davon ist, ob 7’ grofl ausfillt. Wenn man eine
Bedingung bekiéme, dafl die Abschiitzung nur gilt, wenn das 7’ in einer kleinen Schranke verliuft, dann hétte
man eine schwache Abschétzung.

6.6 Abrundung von Ecken/Rounding Argument

Satz:

Ist I eine C'-Kurve, welche F minimiert, so ist I/ auch Losung des Problems F auf C' zu minimieren.

Vorbereitung:

Es sei I' € C21, also eine Kurve, welche Ecken haben kann, und ¢ > 0 beliebig fest. Dann gibt es eine Kurve
I mit der Eigenschaft: |F(T") — F(I)| < e.

Y

0 »
0 T

Um eine solche Kurve zu finden, macht man einen Ansatz y = a + bx + cx? + 23, .
Ist I € Jund f : J +— R, so gilt mJinf(x) < mllnf(x) Ist F: CYa,b] — R mit C'a,b] € Ca,b] und

b
F(y) = /f(ac,y(:z:),y’(:lc))dac7 soist min F(y) = min F(y).
Cla,b] C1la,b]

Beweis:

1.) Esseie > 0 und T' € C! gegeben. Dann gibt es I € C' mit |I') — F(I")| < e. Man findet dies in der
Literatur unter Abrundung von Ecken (Rounding Argument).
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2.) Satz:

Ist IV € C! eine Minimalkurve fiir F' auf C*, so ist I auch Minimalkurve fiir F' auf Ct.

Aus F(I') < F(I) VT e CY, folgt F(y) < F(I) VT e C.

Annahme:

Es gibt T' € C!' mit F(I') < F(I'). Setze ¢ = = L (F(I') - F(T)) (> 0) Mit 1.) wihlen wir I € C! und

|F(T') — F(I'")| < e. Durch Auflésen dieser Betragsungleichung gilt —e < F(I') — F(I'") < e. Daraus ergibt
sich:

F(I") < (D) e = & (F(T) + F(D)) < 5 (F(I) + (1) = F(T)

Hierbei handelt es sich um einen Widerspruch.

6.7 Minimaloberfliche eines Rotationskorpers

A
y

f(x)

\/

Es liege folgendes Funktional vor:

b
Fly) = / F(ey(@),y (@) dz

Hier gilt € R, also N = 1, y € R?, also n = 2 und schlieflich 3 (z) = R? mit nN = 2.

v = () ve = (50)

Es liegt also f = f(z,z,p) = f(x, 21,22, p1,p2) vor. Damit kénnen wir die erste EULERsche Gleichung (E1)
aufschreiben:

fo(z,y(x /fzty (t))dt + C

o\ [ (fa . )
(f;)_/(fz) dt + C mit C € R

Durch Differentiation folgt:

ol (), (@) = fl9(@), o' ()
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6.7. MINIMALOBERFLACHE EINES ROTATIONSKORPERS

Auflerdem schreiben wir die zweite EULERsche Gleichung (E2) auf. Dazu benétigen wir die Funktion V' (x, y(z), v/ (x)):

V(z,y(@),y'(z) = f(z,y(2), ¢ (2)) =y () - fp(, y(x), y'(x))

Der zweite Term auf der rechten Seite beschreibt ein Skalarprodukt. Fiir dieses U gilt dann:

LU y(@), 4/ (@) = (@), 4/ (@)

Dariiber hinaus brauchen wir die Eckenbedingungen (Stetigkeit von f, und von V) an.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir auflerdem b; > 1 an, was ja auch durch Drehung des
Rotationskorpers erreicht werden kann. die gesuchte Kurve v wird in Parameterform dargestellt:

r=x1(t),y=22(t) mit 0 <t <1

0= () meo= (0). 0= 1)

Allgemein gilt fiir die Fléche eines Rotationskorpers:

b b
F:27r/f(x)ds:27T/f(x)\/1+f’(a:)2
0 0

Durch Umrechnung von der expliziten Darstellung in die Parameterdarstellung erhalten wir:

1
F(r) = F(z1,22) = 27T/m2\/mdt
0

. 2
Dieses Funktional ist also auf D = ¢ r € (CI[O, 1]) |r(0) = (2) ,r(1) = (bb > } zu minimieren. Damit konnen
1

wir jetzt die EULERschen Gleichungen fiir dieses Problem formulieren. Es gilt:

[ = f(t,z1,22,p1,02) = 224/ P] + D3

a.) Erste EULERsche Gleichung:

_ fpl _L p1 x 2 x, (E/ _ , 7-' __my
f”_(fm) = \/m<p2>7fp(t7 (), 2o (1), 24 (1), 25 (1)) = fo(t,r(t), 7 ()

= () = () mterorion= ()

Damit lautet E1:

i (o ©) = (1)

b.) Zweite EULERsche Gleichung:

22 p1
V(t, 2, ——z\/2+2—(p1>~< )——0
(t,2,p) 2VPLT P DP2)  \/p?+ p3 \P2

Damit ist die zweite EULERsche Gleichung immer erfiillt; es gilt ndmlich die wahre Aussage 0=0.
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Beschiéftigen wir uns also ausschliefllich mit E1, wobei wir diese komponentenweise aufschreiben wollen:

d [za@zi(®)] o d [za(t)2h(t) r/
{ ol } 0 { ol } I~ @l
f f;

Notieren fiir uns die Eckenbedingungen. Liegt bei ¢. eine Ecke, so sind £(¢) und n(t) bei ¢, stetig.

552(15)%@) 372(’5)952 (t)
NEOI NEOIN

Auf glatten Stiicken einer Extremalen gilt:

za(t)a (1)

ol

0 1.Fall: 25 oder z} sind Null fiir ein ¢ € [0, 1].

§(t) = n(t) =

=Cyp=const. mit 0 <t <1

Daraus ergibt sich dann Cy = 0 und damit verschwinden x5 oder 2 auf glatten Stiicken von Extremalen.

Wir haben also folgende Kurven, welche man auch als GOLDSCHMIDT-Kurven bezeichnet:

A
y

Goldschmidt-Kurve

a b T

[ 2.Fall: Cy # 0
Fiir alle ¢t € [0,1] sind z2(t) # 0 und 2 (¢t) # 0. ﬁ(t)ﬁ( ) und t)n( ) sind stetig. Damit ist T E g” stetig

auf [0, 1]. Die gesuchte Kurve hat keine Ecken. Infolgedessen gehen wir aus von r = r(t) € (C|0, 1]) .
Es gilt fiir Cy # 0:

e = o we g [ - iro
z2(t) x5 (t)

Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit o und wir erhalten:
}g .73%( )$/22(t) 1d Q(t)

2dt Il ()| Toat™

Somit kann die Zeitableitung weggelassen werden:

23 (t)
I ()]

Durch Addition der ersten urspriinglichen Gleichung mit dieser ergibt sich schliellich:

=z3(t) + Cy

r3(t) = 23(t) + C3 + C4

Es mufl damit C3 = —C} gelten. Wir konnen diese Gleichungen auierdem durcheinander dividieren:
/2 2 C

o 1 da—1=—+

xy g &
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6.7. MINIMALOBERFLACHE EINES ROTATIONSKORPERS

Mit y = ¢(z) und x2(t) = p(z1(t)) erhalten wir ¢’ = i—% x} ist stetig und # 0. Weiterhin gilt:

1
21(0) = 0 und 21 (f) = /az’l(t) dt=b>0
0

Um von (0,0) nach (b,b1) zu gelangen, muf die Steigung auf jeden Fall positiv sein, wenn wir keinen

Vorzeichenwechsel haben; es gilt also x(t) > 0 fiir ¢t € [0,1]. z = x1(t) besitzt damit eine C'-Inverse

t =7 ().

y = w(t) = wa(ay ' (2)) = @(x) € C'a, b]

Es resultiert also, daf$ die Losungskurve in expliziter Form der Klasse C'[a, b] mit ¢(0) = 1, p(b) = by
1

z3(t) 2 1

N2
gesucht werden kann. Die Differentialgleichung (%) =7~ 1 wird zu ¢'(z)* = ez ©3(r) —

©?(x) > C2 und ¢(z) > 0). Setze p(x) = Co cosh(v(x)):

v"?C2 sinh? (v(z)) = cosh?®(v(z)) — 1 = sinh?(v(x))

v'(z)? = Cl'g = v(z) = Ciox +

Daraus folgt schluBendlich:

y = ¢(x) = Cp cosh <x + /L)
Co

Es mufl nun ¢(0) =1 und ¢(b) = by gelten. Damit erhalten wir:

1= 90(0) =) COSh(ﬂ)’ Cy = COS}II(‘U)
y=plr)= COSh(ISSSE (:) L
- - )

Gesucht ist also p bei gegebenem b und b1 (> 1). Es sei (%) erfiillt. Es gilt cosh(t) > |¢| V ¢. Dies kann
man folgendermafien zeigen:

1

cosh(t) = 3 (exp(t) + exp(—t))

, 3 1 }
sinh(t) =t + 30 + &l +...= 3 (exp(t) —exp(—t)) >t fiir t >0
Daraus ergibt sich cosh(t) > sinh(¢) > ¢ fiir ¢ > 0 und somit cosh(t) > ¢ fiir ¢ > 0. Es sei nun ¢ < 0:
Dann gilt cosh(—t) > —t. Da cosh(t) eine gerade Funktion ist, gilt auflerdem cosh(—t) = cosh(t) und wir
erhalten damit durch Zusammenfassen der beiden Ungleichungen fiir ¢ > 0 und ¢ < 0, da8§ cosh(¢) > [t]
ist. Mit (%) und der eben gezeigten Ungleichung gilt:

|bcosh(u) + pl N |bcosh ()| — |p] b ]

b —p—
e cosh(p) - cosh(u) cosh(u)

>b—1

Notwendig fiir die Erfiillung von Gleichung (%) ist also die Bedingung b, > b — 1. Gilt jedoch by < b—1,
so gibt es keine stetig differenzierbaren Losungen (Goldschmidt-Kurven).

Genauere Diskussionen dieses Problems findet man in [1], [4] und [11].
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6.8 Zum isoperimetrischen Problem

, Das klassische isoperimetrische Problem ist, wie gro8 der maximale Flacheninhalt
ist, welcher von einer Kurve gegebener Lange L berandet wird. Wir wollen an dieser
l Stelle jedoch nicht dieses Problem, sondern eine Variante dessen betrachten, ndmlich

das sogenannte Sehnen-Bogen-Problem.

L

2L P, Hierbei ist die Kurve v der Linge 2L gesucht, welche die Punkte P;, P, einer Ebene
so verbindet, dafl die von dieser Kurve und der Geraden P; P, umschlossene Fliche
maximal wird.

P

Damit soll also folgendes Funktional auf D = {y € C'*[0, 2a] (Es kénnen also Ecken auftreten.) maximal werden:

2a

F(y) = /yda: mit y(0) = 0 und y(2a) =0
0

Unter der Nebenbedingung konstanter Bogenlidnge 2L:

27
Gly) = / V1+y?de = 2L mit G(z) >0

0

Gesucht sind stationéire Funktionen des Funktionals F(y) auf C''[0,2a] mit y(0) = y(2a) = 0 und y(z) > 0:

ﬁ(y)/a@(w)/\m) da
0

A = const. ist der LAGRANGEsche Multiplikator. Gehen wir so vor wie immer:
f(ff,z,p) :Zf)‘\/ 1+p2

fol,y(@), ' (@) = ~A—L)

— I f=1
R

a.) EULERgleichung E1:

d y' () _
d <_)\ 1+y’(x)2> =1

b.) EuLERgleichung E1:

Mit V(z, z,p) = f — pfp wollen wir auflerdem E2 angeben:

d ; ) y'(x)
av =0 y(x) - MW1+y ()2 +y (zzc))\T/(:C)2 =C
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6.8. ZUM ISOPERIMETRISCHEN PROBLEM

Daraus ergibt sich durch Zusammenfassen:
1
y(x) — A—=——== = const.
1+y'(x)?
Setzen wir nun y’ = tan(v), womit gilt:
1

V1 + tan?

Damit kénnen wir E2 folgendermaflen umschreiben:

= cos fiir ¢ € [0, g}

y(z) — C = Acosvp

dz = cot(vp) dy = cot(v)(—A) sin(¢) dyp = — cos(v) dep
Damit erhalten wir z und y in Abhéngigkeit von :

y(¥) — C1 = Acos(¢)
z(y) — Cy = —Asin(v)

(x — 02)2 + (y — 01)2 +\?

Es liegt damit ein Kreis mit Radius |A| vor. Durch Auswerten der Randbedingungen y(0) = y(2a) = 0 resultiert
nun:

C3+CF =\
(2a — Co)* + CF = N\
4a2—4a0220j02:a:>)\22012+a2

Auflerdem gilt ja die Nebenbedingung, ndmlich dafl die Lange der Kurve konstant sein muf:

2m
/\/1 +y'(x)2de =2L
0

Y (2)* = )\2@(;@) a)?

Durch Einsetzen in die Nebenbedingung und anschlieBendes Integrieren ergibt sich:

2L = 2X arcsin (%)

Es stellt sich auflerdem die Frage, ob es Funktionen mit Ecken gibt. Dazu untersuchen wir die Eckenbedingun-
gen:

W e N o S
\/14p2 \/1+p2
1 1 1 1
y(c) = A——==y(c) = A = = =0
\/1+p% \/1+pi \/1+pi \/1—p2_

Damit folgt aus der ersten Gleichung —Aap_ = —Aap; und damit p_ = py; es treten folglich keinerlei Ecken
auf. Fassen wir unsere Ergebnisse nochmal zusammen:

(x—a)*>+ (y—C1)*> =N, N2 = C} + a?
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L = Marcsin (a) = A\, sina = %

A
A A
Y Y
2L 2L
«
1 P - Py Py -
o la 20 x a 20

Der zweite Fall wird bei dieser Untersuchung nicht erfafit, daf es sich sonst um keine Kurve der Form y = ¢(x)

handelt. Mit solchen Féllen, werden wir uns im néchsten Kapitel ndher beschéftigen.

Es gilt nun L = Aa. Aus a = % und sina = ¢ ergibt sich dann % = 7. Die Behauptung ist nun, das diese
Gleichung fiir ein a € (O7 %) erfiillt wird. Hierbei handelt es sich um eine transzendente Gleichung, welche wir
dazu geometrisch untersuchen wollen:

a
Yy=mr=—2x
y = sin(z)
2
A % _m<t
y m L
f f f »
T
0 2
« 5 T T
2 2
7<g<1undL—<a<L
T L s

™
—L<—
aa 2(1

Fir « = 7 erhalten wir gerade einen Halbkreis. Dies ist der letzte mogliche Fall der Form y = ¢(x). Man
kann nun auflerdem diese extremale Fliche A in Abhéngigkeit von « (wie vorher bestimmt) angeben, was hier
jedoch nicht hergeleitet werden soll:

«
Appaw = a° —— —cota
sin“ «v
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Kapitel 7

Das parametrische Problem
(Variationsaufgaben in
Parameterdarstellung)

Wir betrachten im folgenden den Fall N = 1, n = 2. Gesucht sind zwei Funktionen y; (¢) und y»(¢), die

t1=b

Fly1,mm) = / F (1 (0), w2 (0), 61 (1), da(8)) b

0o=a

auf einer geeigneten Menge D minimiert. Wir betrachten folgendes Funktional, welches minimal werden soll:

Fly,ya) = / PG () y2(£), 1 (), G2 (£)) dt = / F(ty(t), 5(1)) dt

Sei y(t) = <y1(t)>’ to <t < t; eine Losung. y(t) beschreibt eine Kurve K. Es sei y(7) = o (T)>, To<7T<T

ya(t)

auch eine Darstellung der Kurve K. Das Problem oben ist nur sinnvoll gestellt, falls der obige Integralausdruck
unabhéngig von der speziellen Parameterdarstellung ist, das heifit falls gilt:

/f(tvyl(t)7y2(t)vyl(t)’yQ(t))dt:/f(T’gl(T)ng(T)’gi(T)vgé(T))dT (I)

Betrachten wir folgende Parametertransformation:

A
Y1 (t)
() == " 7=ir)
y(to) = y(70)
>
t o T
to B —
T
tl I T0
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dr =¢(t)dt dt = /(1) dr
Wir haben damit folgende zuléssige Parametertransformation:

T=0(t), t = k(r)(= o7 (7)) und &(t) > 0, '(1) >0

Satz 0:

(I) gilt fiir jede zulédssige Parametertransformation. Es gelten:
O f hat die Form f = f(z1, 22, p1,p2) (héngt nicht explizit von ¢ ab).

O Fiir jedes A > 0 gilt f(z1, 22, \p1, Ap2) = Af(21, 22, p1,p2) (,,f ist beziiglich der p-Variablen positiv
homogen vom 1.Grad.“)

Beweis ,,=¢“:

Es gelte (I).
s 0
[ 0.9 = [ 50,7 (7)) dr (75 € [to,12)
to 7o
Wir fithren die Substitution ¢t = x(7) durch:

/f(fi(T)’y(ff(T)%z)(%(T))K’(T) dTZ/f(T, y(r).y (1)) dr

/Q 7 (<0300, 20

To

=

) K (r)dr = /Q f(ry(r),y' () dr

Dies gilt fiir jedes zuldssige x und jedes g € [19, 71]:

1 (st0 0 58 ) (o) = 2,007 (0)

Wiihle nun z(7) = 5 (7 + ¢) (mit A > 0 beliebig und ¢ € R beliebig):
1 1 ~ ~ ~ ~
3 (et y(e), Ay (0) | = e y(e), 5 ()

Wir setzen A = 1 und differenzieren nach t:

ft(«g + ¢, g(@)? @4(@)) =0
Mit ¢ = 0 erhalten wir fi(o,y(7), ¥ (7)) =0 (V s € [to,t1]). Wir haben Aussage 1.) bewiesen.

/ £t y(t), (1)) dt = / 5,7 (1) dr (95 € [to, 1))

Ab jetzt sei f = f(z1, 22, p1, p2). Dann ergibt sich 1 f(5(0), Ay (0)) = f(e. f(0). ¥ (0)). Es gilt also auch Aussage
2.) Teil i.)
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Beweis ,,<*“:

Zu zeigen ist dann (I):

/ Fu(t), 9(t)) dt = / F@). 7 (1)) dr

Aus 1.) ergibt sich dann:

[ @ 7@ar = [ o). vewsta= [ 1 (yu), g((j;) 5(1)

Ab jetzt lautet das Variationsintegral

F(y) = / Fu(t), 5(6)) dt.

f geniige der Homogenitétsbedingung 2.). Dann ist das Problem, ein Minimum von F(y) zu finden, unabhéingig
von speziellen Parameterdarstellungen (geometrische Variationsprobleme).

1.) Bogenlingenfunktional:

t1

/ o)) dt

to
Es gilt hier nun f(z,p) = ||p|| und f(z, Ap) = Al|p|| fiir A > 0.

2.) Flicheninhaltsfunktional in der Ebene:

t1 t1
1

F(0) =5 [ n®ia(t) = e0in(®) dt | = [ n(0a(0)

to to

f(z1,22,p1,p2) = %(leg — z9p1) hat die Eigenschaft 2.).

b
3.) ﬁ(y) = /f(x, y(x),y' (z)) dz (1.Teil der Vorlesung y = y(x))

Aus = y1(t) und y = ya(t) fiir to <t < ¢y ergibt sich mit y1(tg) = a1, y1(t1) = b:

y(yi(t) = y2(t), ¥ (1 (£) 91 (1) = 92(2)

|7 (m(t),y(yl(t)), y'?(”) 0t = [ 100,020 51 (). 50)

1 (t)

to

4.) Schauen wir uns ein Beispiel dafiir an, daf§ einem nichtparametrischen Problem wie in 3.) zugeordne-
tem parametrischen Problem im allgemeinen andere (mehr) Losungen hat. Dazu gehen wir von einem
nichtparametrischen Problem aus:

P = [ y(fgx) o
0
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Dieses soll auf D = {y € C*[0,1],5(0) = y(1) = 0} minimiert werden. Aus F(y) > 0 ergibt sich, daB
y(z) = 0 € D das Minimum liefert. Das zugeordnete parametrische Problem ist:

p2(0))°

L1+ (%)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir t; = 1 und ¢g = 0:

F(y1,y2) =

/1 (20’

F(yi,y2) = 1 (t) dt
-v2) ) 1+(22(t)>2 1)

Y1 (¢)
A
4 B

h

h »

A(0,0) C(1,0) .

Als Ubung kann man fiir 0 < h < 1 zeigen:
_
2R+ (1+h2))

Die einfachsten Parameterdarstellungen dieser Geraden sind:

<0

h
AB: yl(t):t,yg(t):mtﬁirOStS1+h

BC: y(t) =t,ya(t) =t —1fiirt: 1 +h?—1

Beispiel:

Das nichtparametrische Problem sei:

1

Fly) = / y?(z) dz, D = {y € C1[0,1],5(0) = 0,y(1) = 1}
0

Mit f(z,z,p) = p? folgt aus f,, =2 > 0 Konvexitét. Damit ist die Losung der EULERgleichung das Minimum.
Y

1 _____________

»

—_ ———_—————

T
Die Losung ist y(z) =. Daraus folgt F(y(z) = ) = 1. Schauen wir uns auBerdem das parametrische Problem
an:

1
.2 t
Fy(y1,92) Z/Z{Q( )t
0

1 (t)
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Dieses kann beliebig negativ gemacht werden durch Verbindungskurven von (0,0) und (1, 0).

?A (z; 8)_2 (eoist) auf £, =0
E <Zi8‘§> = (_t ) auf F, j ko (t) dt
1 >

Steigung —k mit (k > 0)
Fiir ein diagonales Stiick gilt:

E

&=/%M®MZ—MMB—MMD
A

Insgesamt ergibt sich dann durch Addition aller solcher Teilstiicke:

F,(Zickzackkurve) = —k (y2(1) — y2(0)) = —k

Definition: Positive Homogenitit vom Grade k (k € R)

g : RY = R heifit positiv homogen vom Grade k, falls gilt g(\z) =

Meg(z) V 2,V A > 0.

1.) Essei y € RY fest.

Fir g(x) =z -y gilt g(Az) = (\z) -y = Mz - y) = Ag(z). Damit gilt £ = 1.

2.) A sei eine konstante N x N-Matrix.
n
glx)=aTAz | = Z AjlT; Ty
Jik=1

g9(Az) = (Ax)TA(\z) = Ng(2)

Damit gilt fiir eine quadratische Form k = 2.

- - 4 o - - S S
(Vg)(z) = V(2T Ax) + V(mT.Aal:) =V(zTAz) + V(2TATz) = (VaT) Az + (VaT) ATz =

=EAr+EATx = (A+ ATz

A kann als symmetrische Matrix angenommen werden.

glx) =aT % (A4 A7) 4+ % (A-—A") |z = a7 Az + xT;Tx = ﬁ(xTﬁx) =24z

Der letzte Schritt folgt aus zT7(A — AT)z =

Satz 0 (Eulersche Homogenitétsrelation)

Es sei g € CY(RY). Dann gilt:

g ist positiv homogen vom Grade k < z - Vg Z z;Djg(x

) = kg(z)
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KAPITEL 7. DAS PARAMETRISCHE PROBLEM (VARIATIONSAUFGABEN IN
PARAMETERDARSTELLUNG)

Beweis ,,=¢“:

Es sei # € RY fest. Betrachte fiir A > 0 die Funktion h(\) = g(\z) fiir A > 0. Wir gehen von einer positiv
homogenen Funktion aus: g(Az) = A¥g(z). Durch Differentiation erhalten wir h'(A) = A-Vg(Az) = kAF~1g(z).
Fiir A = 1 folgt dann die Behauptung.

Beweis ,,<“:
Gegeben ist z - Vg(z) = kg(x) fiir z € RN, Wir schreiben die Voraussetzung fiir Az hin:
() - Fg(hz) = kg(Aa)

Wir betrachten h(A) = g(Az) — Afg(z). Wir leiten eine Differentialgleichung her, von der wir wissen, daf sie
nur die triviale Losung hat:

W\ =z -Vg(hz) — kA lg(z) = %)\x Vg(Az) — kAR 1g(z) = ég()\w) - ;)\kg(m) = %E()\)

I geniigt also der Differentialgleichung h/(\) = fﬁ()\) Deren Losung ist h(A) = CA*. Aus h(1) = 0 ergibt sich
R(A) =0V A

Folgerungen:

ty
Wir betrachten F(y) = /f(y(t), y(t)) dt mit f(z,p), wobei f(z, A\p) = Af(z,p) gilt, f(z,p) also positiv homo-
t

0
gen vom Grad 1 ist. Aus Satz O folgt dann:

f(z,p) :p'fp(z7p)

Wir wiederholen an dieser Stelle einige Begriffe:

1.) WEIERSTRASS-Exzefi-Funktion:

g(l.vzvpv q) = f(:U,Z,q) - f(iE,Z,p) - fp(xazvp)(q _p)

Hier gilt, wobei z € RV, p € RN und ¢ € RV ist:

E(z,p,9) = f(2,9) — f(z,p) = (@ —p) - fp(2,0) = @ [p(2,0) —q- folz,p) = a- (fo(2,q) — fp(z,p))

2.) Betrachten wir f(z,Ap) = Af(z,p)

Differenzieren wir dies nach p:

A fp(szp) = )\fp('z,p)

Wir kénnen A > 0 herauskiirzen, woraus sich f,(z, Ap) = f,(z,p) ergibt oder auch f,(z, A\p) = A°f,(z,p).
fp ist beziiglich der p-Variablen homogen vom Grade 0. Durch Anwenden von Satz O ergibt sich 0 =

P fpp(z,p) fiir j=1,2, ..., N.
0= fpipiP1+ fpipaD2
0= fpopP1 + fpopsP2
p) _ (0
o () = )
fpp ist die HESSEmatrix beziiglich der p-Variablen.
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7.1. EULERGLEICHUNGEN BEI PROBLEMEN IN PARAMETERDARSTELLUNG

Satz [J: Regularititssatz

Es sei y = y(t) eine schwache C'-Extremale von F mit |jy(¢)|| = 1 fiir t¢ < ¢ < t;. Des weiteren sei
E(y(t),y(t),q) > 0 fiir alle t € [tg,t;] und alle g # Ay(¢) (A > 0). Dann gilt y € (C*[to, t1])V.

Beweis:

Wir betrachten:

E(z,v,w) =w- (fp(z,w) — fp(z,v))

Wiéhle 7 € (to, t1) beliebig. In diesem Punkte berechnen wir p := (7 — 0) und ¢ := y(7 + 0). (Das Ziel ist, zu
zeigen, daB p = ¢ gilt.) Bekannt ist f,(y(7),p) = fp(y(7), ¢). Damit gilt:

EW(r),p,q) = q- (fp(y(7),q) — fp(y(7),p)) = 0 (nach oben)

Hieraus ergibt sich p = Ag mit A > 0 und auerdem ||p|]| = Allg||. Mit ||p|| = ||¢|]| = 1 ergibt sich A = 1 und
p = ¢, was zu zeigen war.

Betrachten wir f(z,p) = w(2)||p|| mit w(z) > 0 und w € C*. Fiir w(z) = 1 liegt das Bogenlingenfunktional
vor:

Fy) = / () dr

Fiir y € R? ergibt sich ein Funktional, welches wir frither schon bei der Behandlung von Rotationsfliichen
besprochen haben:

ty

F(y) = / o () [9() dr

to

P _

Allgemein ergibt sich fiir f(z,p) = w(2)||p||, daB Top = P (mit llp|l = 1) ist.

E(y(t),p,q) =ww)q-(g—p) =w(y)(g-q—q-p) :@(1 — cos )
>0 >0

Gleichheit gilt nur fiir ¢ = Ap mit A > 0 (gleichgerichtet!). Aus ¢ # Ap mit A > 0 folgt E(y(t),p,q) > 0. Aus
Satz O folgt dann, dafi y € C! ist. Dann erhalten wir (Satz 0) mit ||g(t)|| = 1:

t

w(y(®))y(t) = C + /wz(y(T))ll?)(T)H dr

to

Sowohl das Integral als auch w(y(t)) sind € C!. Damit ist () € C* und y € C2.

7.1 Eulergleichungen bei Problemen in Parameterdarstellung

Eine Eigenschaft der EULERgleichungen

d

3 frw(0),9@) = £(y(0).50)  (E)
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KAPITEL 7. DAS PARAMETRISCHE PROBLEM (VARIATIONSAUFGABEN IN
PARAMETERDARSTELLUNG)

Fir N = 2 gilt:

d . . .
g (), 9(1) = £z, (y(t), (1)) mit j =1, 2
Die Voraussetzung ist, daBl y € C? sein muf. Die Homogenititsrelation war

f(z,2p) = Mf(z,p) & f(v,w) = w- fp(v,w)  (H)
Wir gehen aus von einer Lésung y = y(t) € C? von (E). Aus Gleichung (H) ergibt sich:

d

0=—
dt

[F (), 9(t) = 5(t) - foy(t),5(1))]

Fiihren wir die Differentiation aus:

0=yt - f=(y(t),9(t) +§(&) - fpo(y(®),5(8)) — §(t) - fuly(t),9(t)) — y(t) - %

=500+ (£.000).300) ~ 550030

Foly(®),9(1)) =

Schreiben wir dies komponentenweise auf:

0= i0) (£ (00900 = S 0. 5000)) + ) ( £ 000 900) = 5 0015000 )

Da g(t) # 0 ist, gilt entweder ¢ (¢) # 0 oder 92(t) # 0, woraus folgt:

(72 000,300 = o 0030 ) = (001,50 = 50501

Wenn man eine der beiden EULERschen Gleichungen gelost hat, so bringt die zweite EULERsche Gleichung
keine zusétzlichen Informationen; die beiden EULERschen Gleichungen sind voneinander abhéngig. Man sucht
sich infolgedessen zur Losung immer die einfachere Gleichung!

Wir wollen dieses in ein Problem in Parameterdarstellung umformen:

ty

Fy(y1,92) = /y%(t) <Z§Eg> g1 () dt

to

2
p
f(zvp) = f(21a227p17p2) = Z%i

Dann gilt fiir die EULERsche Gleichung:

d. _ d 293 _
dtfpl _fZl = dt < y2y% _0
d

d Y2 93
dtfp2 f2 dt ( y2y1> Y2~

n

Wir zuvor schon erwihnt, reicht es nun, eine der beiden Gleichungen zu lésen. Zur Ubung wollen wir
aber beide 16sen:
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7.1. EULERGLEICHUNGEN BEI PROBLEMEN IN PARAMETERDARSTELLUNG

a.) Erste Gleichung:

yQ(t) = = cons
yz(t)yl(t) = C = const.
pa(0)in(t) = 5 3 (AD) = Crin (1)

Durch Integration erhalten wir:
yg(t) = 2C’1y1(t) + 02

Mit y = yo(t) und @ = y;(t) ergibt sich y?(z) = 2Ciz + Cy. Hierbei handelt es sich um eine
Parabelschar.

b.) Zweite Gleichung:
9 d i Y2
dt d yl
d U2 od (92
22— £ =
(s ) - d( ) :

d
ygyg——&- Sdt( )ZO

Mit yo # 0 ergibt sich:

(92 d (92 _ d (92 _
n(5r) s () =0 & () =0

Hieraus folgt ya2(t)y2(t) = C191(t) und damit dasselbe wir vorher.

Wir betrachten das Funktional:
ty
z) = / |2(8)]| dt mit z() € R?
to

Hiermit koénnen geoditische Linien in der Ebene berechnet werden. Es gilt f(z,p) = ||p||. Dann gilt die
EULERsche Gleichung;:

A 2l) oy (20
at e~ O it ) (W))

d o(t) _d e
@ Jowz 4oz U\fe2 442

Es folgt hiermit durch Integration:

o) o
/¢2+1/}2 ,/¢2+¢}2

Wir erhalten durch Division der beiden Gleichungen:

sz’goderg:Cﬁ;
4 ¢
Mit ¢ = C31p erhalten wir ¢(t) = C31)(t) + Cs (z = C3y + Cs), also eine Cerade.
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Es soll folgendes Funktional minimiert werden:
ty
1 . . A . )
Flp, ) = / [2 (<p¢ - 1/J<p) - /\\/m} dt mit A € R
to

Wir betrachten alle Kurven in der Ebene durch die Punkte A und B mit der Lénge 2L, welche den maximalen
Flacheninhalt einschlieflen.

Yy

2L

By

Es handelt sich um eine Variante des isoperimetrischen Problems.

1
f(z1,22,p1,p2) = 3 (21p2 — z2p1) — M/} + D3

Um die EULERsche Gleichung aufstellen zu kénnen, benétigen wir:
1 P1 1
Jpr = —5%2 = A—=—=5, fo. = 5P2
b2 pitps 2

fp, und f., folgt analog. Damit gilt fiir die erste EULERsche Gleichung:

d 1 ; 1.
502 +'l/)2

q .

4l 2)

Gleichung (1) ist dquivalent zu:

(1)

B2+ A

o )
Y —Ye ] _ 0
Gleichung (2) sieht analog aus:

o(t)

3
g2+ 92)”

A

Rk A S P 2 ek AN
B2 +92): A @<

Der Betrag dieser Grofe ist die sogenannte Kriimmung der Kurve. Die Kriimmung ist also konstant, was nur
fiir einen Kreis mit Radius |\| der Fall ist.
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7.1. EULERGLEICHUNGEN BEI PROBLEMEN IN PARAMETERDARSTELLUNG

1.) Fall |A| > |AB|:

Man erhilt zwei Kreise.

2.) Fall |A\| = |AB|:

A B

Man erhilt einen Halbkreis.

3.) Fall |\| < |AB]
Es gibt keine Losung.

Man kann auch so vorgehen: Aus Gleichung (1) ergibt sich unter anderem:

pir—t
A /SbQ + ,(/}2
Und aus Gleichung (2):
N

v /¢2_|_7j}2

Man kann die erste Gleichung mit ¥ und die zweite mit ¢ multiplizieren und dann beide Gleichungen addieren.
Dann fallt der Term mit der Wurzel heraus und die entstandene Gleichung ist einfach zu losen. Eine andere
Moglichkeit ist folgende:

Y= —A——=

,/¢2+¢2

Durch Quadrieren und Addieren erhélt man nun sofort die Kreisgleichung:

(0= C1)*+ (W —Co)? =2 & |(z—C1)? + (y— C2)? = N mit © = x(t) = (w(t)>

(a—01)2+022 = )\2
(a+01)2 +022 = \?
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PARAMETERDARSTELLUNG)

Hieraus ergibt sich C; = 0, also a? + C% = \2.

Cy >0

L 27\ L
=— & — =
« 2 «

Mit L = Ao und a = Asin « ergibt sich:

sin « a

= —mit L >a
« L

A

sin o

o

Im Falle Cy < 0 erhalten wir:

Y Cy <0

Es gilt Co = —A cos . Dann folgt:
x = @(t) = Asin(t)

y=1(t) = —A(cos(t) + cos(a)) fir m —a <t < 7T+«



7.1. EULERGLEICHUNGEN BEI PROBLEMEN IN PARAMETERDARSTELLUNG

Dann 143t sich auch der maximale Flacheninhalt bestimmen:

I= 7a<p(t)¢(t)dt = g [oz - ;sin(za)}

1.) a = 5: Halbkreis mit Radius a

2.) a = 7: Vollkreis mit Radius a

A
y
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Kapitel 8

Variable Endpunkte (,,Moving
Boundary*),
Transversalititsbedingung

Wir wollen folgendes Funktional minimieren:

to
A
Y
Ka Koz =x(t,a) mit t; <t <ty
la] < ag
Ko
»
L/T\/& z

Vi
74, und 7, seien ebene Kurven. AuBerdem sei f = f(z,p) = f(21, 22, p1,p2) € C! geniige der Homogenitétsbe-
dingung. Ko: = z((t) sei die minimierende Kurve des Problems:

F(z) = /f(:z:(t),x(t)) dt auf D = {x € C[t1,t2]|2(t) # 0 und z(t1) = v, 2(t2) = 7}

Es sei z € C! ([t1,t2] X [—ap, ap]) und auBerdem gelte @(t, o) = x4(t, ), @(t,a) # 0V a, t € (t1,t2). Ko:
x(t,0) = xo(t). Des weiteren sei x(t1, ) € v, und z(t2, &) € 7. Die Parameterdarstellung fiir v, sei z;(«) :=
z(t1, ) und fiir ~, sei diese x,. () := x(t2, @).
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KAPITEL 8. VARIABLE ENDPUNKTE (,MOVING BOUNDARY*),
TRANSVERSALITATSBEDINGUNG

Satz 0 (Eulergleichung in Integralform)

to
£ ((@o(t), o)) = A+ / £ (@o(£), G0(£)) dt mit ¢ € [t1,t5] und A € R? = const.
ty

Es sei f,(20(t), Zo(t)) =: o(t) und damit gilt 6(t) = f.(zo(t), Zo(t)).

Qa) = F(K,) = /f(ac(ta),dc(t,a)) dt fiir |a] < ag
Wir berechnen €'(0) = 0.
(o) = / [f2(z(t, @), 2(t, @) za(t, @) + fp(z(t, o), 2(t, @) - Ta(t, o)) dt

2

0=0/(0) = /[fz(xo(t),ﬂbo(t)) “Za(t,0) + fp(2o(t), 2o(t)) - £a(t,0)] dt =
to 1
= /& [0(t) - o(t)] dt = o(t2)za(t2,0) — o(t1)xa(t1,0)

Wiihlen wir speziell {K,, |a| < ap} mit z(t1,a) = z(¢1). Hieraus folgt z4(t1,0) = 0. Damit erhalten wir die
Bedingung ||o(t2) - 24 (t2,0)]| = 0. Wihlen wir andernfalls speziell { Ky, |a| < ap} mit z(t2, o) = 2o(t2), womit

Zo(t2,0) = 0 folgt und damit |lo(¢1) - z4(¢1,0)| = 0.

Ergebnis:

v moge die Parameterdarstellung x = x;(7) mit 7 € J haben und ~, die Darstellung = z,.(£) mit £ € I. Ko:
x = xo(t) mit t; <t <ty sei Losungskurve des Problems. Es sei z¢(t1) = x;(T) und zo(t2) = z,.(£). x = xo(t)

muf} die folgenden Bedingungen erfiillen:
d

1) —

) dt

2.) Transversalitdtsbedingungen

fp(l'o(t)7i'0(t)) = fz(xo(t),xo(t)) fiir ty <t <to

i.) Linker Rand: f,(zo(t1),Zo(t1)) - 2;( 0
ii.) Rechter Rand: f,(xo(ts),2o(t2) - 2.(€) = 0

Wir berechnen Abstand eines Punktes zu einer Ebene.

5 -2 -3 3
z(t)y=|—-4]+t 2 1 4+A—-4]+ul O

5 —4 4 —4
Wir wollen dabei das Abstandsfunktional minimieren:
F(a’;l,jrg):/ a':§+a':gdt=/||xudt

Aus den Transversalititsbedingungen folgt:

Hig;” 2)(\) = 0= (1) 2)(\) =0



9 -3 3 -3
2 x| 4| +p| 0| [-4] =6+9N—9u—8+16)\—16+ 16X — 161 =0
4 4 4 4

41\ — 250 = 18

Weiterhin miissen wir folgende Bedingung beriicksichtigen:

S o0 =0 = §(1) ) =0

—2 -3 3 3 1
2l +x|=4]+pl 0]l 0] =-6-—9A+9u+16—16A+16p=0
—4 4 —4 —4

—25\ + 250 = —10

Aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir A = 1 und pu = %0. Dann erhalten wir als Abstand:

|- m

Wir berechnen den Abstand zweier Geraden.

({516 (23

Es mufl auch hier gelten:

al) , /
- (M) =0=2(1)-2;(A\) =0
[EC T :
—4 -6\ 6 '
9 |+ |—p—22|| [ 2| =-24-36A+18—2u—dN+T7T+pu—-A=0
-7 —p+A -1
=39\ —pu=-1
1) , /
o L) =0=a(1) - 23(u) =0
[ :
—4 -6 0 '
9 |+ |-p-22|| - [-1]=-9+pu+22+T7+pu-21=0
=7 —p+ A -1
A+2u=2

Aus diesen beiden Gleichungen folgt A = 0 und p = 1. Wir erhalten als Abstand der beiden Geraden:

—4
aH(S) = V(42 +8+ 82 =|12]
8
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KAPITEL 8. VARIABLE ENDPUNKTE (,MOVING BOUNDARY*),
TRANSVERSALITATSBEDINGUNG

Kommen wir nun nach diesen Beispielen zu unserem am Anfang gestellten Problem zuriick:
ta

Fa) = [ (0,000,900, 00 at
ty1

Jetzt betrachten wir ein Funktional F (y), welches nicht in Parameterdarstellung gegeben ist:

to

& .
Fly) = / Flay(@), o (@) do = / 7 (w(tw(t), :ﬁ) Bt
&

t1

ﬁ(y) soll nun minimal werden auf D = {y € C'[a,b]|. Es gibt Zahlen &, & mit a < & < & < b und
(€z7y(A£z)) € v und (&, y(&r)) € w}-

Yy
m y:yo(il"/)
T
y(&)
| —>
a & \ & b =z

Die Losung sei Ky: y = yo(x) fiir § < z < &,.. Deren Parameterdarstellung sei:

() = (7)) rrnr<e<e
(560) = (uien) - (510) = (i)

F(y) = F(o,9) —/f(@(t)y¢(t)7%> @(t)dt:/f(%%%ij) dt

r b2
f(21,227]917292) =f (21,227 p) P
1

Auflerdem benétigen wir:

fp1 :f+plﬁa' (‘ii) :f_ %fpa fpz :f;)

1

Wir erhalten damit die Bedingung 7"

F(&,y0(&), 9h(&) — v (&) Fo (& w0(&), w6 (&) (7 =0
Fol&,90(8), 95(&)) :

AuBlerdem verwenden wir die iiblichen Abkiirzungen:

V(z,y(x), ' (x)) = flz,y(2),y (@) — y' (@) folz, y(z),y (z))
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Uz, y(@),y () = fpla,y(x),y (2))

Wir kénnen nun die Transversalitéitsbedingungen fiir das Problem

57,
F(p, ) = /f(%y(x), y'(x)) dz mit (&,y(&)) € nlz = z(7)), (&, y(&r)) € vre(z = 2(8))
&

V({z,yo(&),y’(éz)) .2 () = 0 un V(ErayO(gT)vy/(gr)) 2 (6) =
(U(gz,yo@l),yE(m)) (1) =0 d(U(§7-,yo(§7-),yg(€r))> &) =0

Wie sehen diese Formeln aus, falls v;, 7, in impliziter Form gegeben sind? Es sei v;: Ti(z,y) = 0 und ~,:

T,(z,y) = 0 und auBerdem gelte x;(7) = <ig:§> Aus Ti(¢(1),9(7) = 0 erhalten wir durch Differentiation

nach 7: VT} - z}(7) = 0 = (DyT})¢ (1) + (DaTi)y' (7). Hieraus ergibt sich ¢/ (1) = ADoTj und 9/ (1) = —AD; T}
Hieraus folgt T":

(1) (@ mt@aben - (500 ) @mten =0 wa (1) € e b6 (507, ) @t =0

Wie sehen diese Formeln aus, falls 7;, v, in expliziter Form gegeben sind? Es sei also v;: y = yi(z) und ~,:
Yy=19Yr (.2)

Ti(z,y) =y —w(z) =0und T).(z,y) =y — yr(x) =0

Mit DoT; =1 und D17} = —yj(x) erhalten wir 7"

(5) (& 90(&)- %0(&1)) - (y;(lgl)> =0 und <Z) (&m0 w6(&) (y;j&» ~0

Umschreiben von T"" ergibt:

P& y0(&), ¥ (&) — yo(&) fo (&, w0 (&), w0 (&) + fp(&swo(&r), yo(&)) =0

F+ (&) —vo(&)) =0

Gegeben sei L und gesucht ist die ebene Kurve durch (0,0) der Linge L, die zusammen die der z-Achse eine
maximale Fléche einschlief3t.

° »
0 T

Es ist ;: (0,0) und g, ist die z-Achse. Rechnet man dies nach, so erhilt man wie frither den Halbkreis als
Losung.

Gesucht ist die kiirzeste Verbindung von (0,0) zur Geraden y = —z + 2.
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A
y

Es sei y;: (0,0) und 7,: (€, —¢ 4+ 2) und damit ist das Funktional F'(y) zu minimieren:
1+ 9/ (z)?dx

Man kann das Problem auch in Parameterdarstellung betrachten:

1
ﬂ%wz/vw+ww
0

Es sei folgendes Funktional gegeben:

/ V1+y'(z)?de
Dieses soll minimal werden mit y(0) = 0, also 7;: (0,0) und (&,,y(&,)) € vt (z — 9)? +y? = 9 fiir y > 0.

A

Y
: r
290(67‘)
H | »

0 6 & 9 12

Die EULERgleichung erhilt man aus:

xzp m fpxyy (1) 11{_( )( ) 7fz:_ﬁ 1+y/(x)2
df 1 Y@ \__ 1 - Y
dz <y(a:) 1+y’2(x)> TIPS 1+9y2@) ey +y“+1=0

Die Gleichung yy” +y? +1 = 0 = f(y,y,y") 16st man mit der Substitution 3 = p(y) oder mit folgenden
Trick: Man kann die Differentialgleichung umschreiben:

1
(') = 5"
Hieraus erhilt man (y2)” = —2 und (y?)’ = —2x + Cy. Schlieflich folgt:

vi(z) = —2? + Oz + Cy
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Aus y(0) = 0 erhiilt man Cy = 0 und hieraus resultiert y*(z) = —22 + Cyx.

Mit y2 + (z — C1)? = C3 folgt aus y(0) =0 C? = C3.

Y’ + (x— C1)? =C7, y* = 22Cy — 2?

2y =2C) — 2z &y = Gi-w
Yy
/714':9/2: 1+(C1—3';)2: y2—|—(01—g;)2: |Cy |
y? Y2 ly(z)|

Wir wenden nun die Transversalitdtsbedingungen (7") auf v, an:

Tr(z,y) = (=92 +y*—9=0

V(fray(fr)vy/(gr))D2Tr(£ray(fr)) - U(Er,y(fr)vy/(gr))DlTr(frvy<fr)) = 0

Wir berechnen also:

V(frvy(fr)vyl(gr)) = f(fhy(f?”)zy/(&")) - y'fp(ﬁr,y(&),y'(&)) =

_ l 2 o 1 y/(fr)
me L+y2(&) y@%

Damit erhalten wir:

1 y' (&)

(gr) 1+ le (gr)

y'(&r)

1 ; o _
(y(gr) 1+y2(§r) Y (gr)y(fr) 1+y,2(€r)> 2y(§7‘) y(fr)

Ci& — 9. +9C, =0 (1)
Da (&.,y(&)) € 7, sein muB, gilt auBerdem:

(gr _9)2+y2(fr) -9=0 (2)

Dieses Gleichungssystem koénnen wir 16sen und erhalten C; =4, &,

y* + (v —4)* = 16

L+y2(&)

35767 y(&r)

2(&r

~9)=0

1—52. Das Ergebnis ist dann:
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KAPITEL 8. VARIABLE ENDPUNKTE (,MOVING BOUNDARY*),
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Kapitel 9

Hamilton-Prinzip, Kanonische Form
der Eulergleichungen,
Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung

Es sei y = y(t) € R?® die Bahnkurve eines Massenpunktes m, der sich unter der #ufieren Kraft F(t) withrend
der Zeit t; — ty bewegt. Die Newtonschen Gleichungen lauten:

%(my(t)) = F(t) firtg <t < t; (1)

Gesucht ist £ = L(t,u,v) mit (t,u,v) € R x R?® x R” so, da8 die Losungen von (1) stationire Funktionen fiir
das Funktional

ty1

W(y) = / C(ty(t). §(t)) dt

to
sind. Die EULERgleichungen zu W sind:

S0, 5(0) = La(y(0),5(0) fr o <1 < 1

Wir setzen L,(t,u,v) = mv und erhalten L(t,u,v) = im|v||> — U(t,u). Damit gilt fiir die rechte Seite
L, = —U,u(t,u) = F(t). Fassen wir das zusammen, was wir bisher erhalten haben: Gilt U, (t,u) = —F(t), so
stimmen die EULERgleichungen von

W) = / (i - v w) a

to
mit (1) tiberein (6W(y,0) =0V o € Dy). m; fur j =1, 2, ..., n selen nun n Massenpunkte, deren Lage durch
yi(t) (j=1,2,...,n) € R? beschrieben wird. Hierzu gehort die kinetische Energie

1 n )
T =53 mylo;0)°
j=1

und die potentielle Energie U, herrithrend von auf das System wirkenden dufleren Kriften.
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9.1 Hamilton-Prinzip

Falls das System bestimmte Positionen zu den Zeiten ¢y und ¢; annimmt, dann bewegt es sich zwischen diesen
Positionen wihrend der Zeitspanne t; — t( ldngs solcher zuldssiger Bahnkurven (Trajektorien) y = y(t), fiir die
das Integral

ty
W(y) = /(T(t,y(t)) = U(t,y(t))) dt
to
stationdr wird. y = y(t) heift zuléssig, falls gewisse k < 3n Nebenbedingungen, welche zu dem betrachteten
System gehoren, erfiillt sind. Zur Zeit ¢ hat das System N = 3n—k Freiheitsgrade; das heifit, seine Lage zur Zeit

t wird eindeutig durch N skalare Grofien ¢;(¢), . . ., ¢n (t) beschrieben. Wir bezeichnen ¢(t) = (¢1(t), ..., qn(t)) €
RY als Zustandsvektor, wobei N zeitunabhingig sein soll.

Voraussetzung:

y und ¢ sollen eindeutig auseinander berechenbar sein. Wir haben also eine eindeutige Zuordnung y(t) = g(q(t))
g: RY — R3" und y € C'. Fiir jeden einzelnen Massenpunkt gilt y;(t) = g;(g(¢)) mit j =1, ..., n und g;:
RY — R3. Mittels der Kettenregel gilt:

9;(t) = g3(a(t)) - 4(t)
— = =~

(3,1) (3,N) (N,1)
N
95 (D1 = w3 (O)T9;(1) = 45T g7 (a(1) g (a(1)) () = 4T (B)v;d(t) =D @u(t)7iF e (t)

(LN)  (N,3) (3,N) (N,1)

7y; ist nun eine symmetrische (N, N)-Matrix mit (’yj)ff“k:L N

N
g5 @)I1° =D 2@, )d()dn (D)

Lk=1

Damit erhalten wir einen Ausdruck fiir die kinetische Energie:

n N n
T =3 mili01? =| 5 3 S matta) | it | = Ta. i)
j=1

Lk=1 |j=1

Fiihren wir die Summation iiber j aus, so bleibt ein Ausdruck abhingig von [ und k iibrig, den wir als
A(a) = a1,(q(t)) 1 bezeichnen wollen, wobei es sich hier um eine symmetrische (N, N)-Matrix handelt.

T(at), (1)) = ()T A1)

Hierbei gilt T'(q(£), Aj(t)) = X2T(q(t), §(t)) fiir A > 0. Nach Satz O (Z 22) gilt 2T (u,v) = vTT, (u, v).

9.1.1 Ebenes starres Pendel
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9.1. HAMILTON-PRINZIP

Hier ist n = 1 und N = 1. Damit gilt z(t) = lcos¥(t) und y(t) = Isind(t), womit wir T(d,) = l2192%
erhalten.

9.1.2 Kugelpendel

Ein Pendel bewege sich auf einer Kugel mit dem Radius [, womit Kugelkoordinaten giinstig sind. Hier gilt
n =1 und N = 2; als unabhéngige Koordinaten wihlen wir die beiden Winkel ¥ und ¢.

x =1sind(t) cosp(t), y = lsind(t)sinp(t), z =l cos ¥(t)

Es gilt nun:

T(9,0,9,¢) = % (&% + 9>+ 2%) = %F (192 + ¢? sin? 19)

Uberpriifen wir die obige Beziehung:

2T (u, v) = mi?(v? + v2 sin® uy)

-~ o m 2 2?}1
To(u,v) = 2 ! (21)2 sin® ul)

Hiermit gilt

v1,v2) - Ty(u,v) = mil? v2+vzsin2u1
1 2

was so sein muf.

Zusammenfassung:

T(y(t)) — T"(a(t), (1)) = %d(t)TA(Q(t))d(t)
U(t,y(t)) = U(t,q(t) == U, g(q(1)))

£ £t q(t),d(D) = T (q(t), d(1) — U™ (¢, (1))
Ab jetzt setzen wir L* — L, T* — T und U* — U.

W@:/aw@mmw

Dieses Funktional sei stationdr (W (q;¢) = 0, ¥(to) = ¥(¢t1) = 0). Die entsprechenden EULERgleichungen
(LAGRANGEgleichungen) lauten:

Ly,
d Lo,
L (b a(0),d(0)) = Laltsalt), 4(0) it £, = |
Loy

Hierbei handelt es sich um N skalare Gleichungen.
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9.1.3 Feder-Masse-Pendel

AN
N D ——  m
4 a:’
/
- 10
X
l
\ v ,’/L\\l (xla yl)
T\\ // M
Yy
\/

Wir wollen eine Transformation (x,0,z1,y1) — (q1,¢2) = (z,0) durchfithren. Fiir den Massenpunkt M gilt
nun:

1 =x+1sinf, y; = lcosf

Auf m wirkt die Federkraft k(z) mit k£(0) = 0.

x

U(t,z,0) = /k(é) dé 4+ Mgl(1 — cosb)

0

1 1 1 1 . .

T = <2m1’;2 T §M(g’;§ T :b%)) =5 (m+M) i% + §M1202 + Ml cos(0)i0
b fm+M  Mlcos@\ [z 1. .. .

v S0 (Jtaty M) () = jaeraaio

Da fiir diese Matrix m + M > 0 und (m -+ M)MI? — M2 cos? § = mMI? + M?1? sin? 6 > 0 gilt, ist die Matrix
reguldr und damit invertierbar. Wir schreiben also die LAGRANGEfunktion hin:

L(t,x(t),00t), 2(t),0(t)) = L(t,q(t), (1)) = %(m + M)i? + %Mﬁéz + Ml cos 030 — / k(€)dé — Mgl(1 — cos )
0

Daraus berechnen wir:
Ly, (t,q(t),4(t)) = (m + M)i + Mlcos 00, L., (t,q(t),q(t)) = MI*0 + Ml cos 0z

Lo, (t,q(t),q(t)) = —k(z), L4, = —Mlsin0if — Mglsin6

Nun kénnen wir fiir die beiden EULERgleichungen ermitteln:

% ((m—l—M)ﬁc—i—MlcosHé) = —k(x) (1)

% (Ml29 + Ml cos 93;«) — —Misingif — Mglsind|  (2)

Fiihren wir die Differentiation auf der linken Seite von Gleichung (2) aus, so folgt:

MI?6 + Ml cos 03 — Ml sin0i = —Mlsin 06 — Mgl sin 0
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MI%6 + Mlcos0i = —Mglsing  (3)
Multiplizieren wir nun Gleichung (1) mit -5 und subtrahieren diese von Gleichung (3), so folgt mit den

Abkiirzungen "™ = 4 und k]\(fl) = k(z):

% (M,Qb(t) + G(t) cos Q(t)) = —r(z(t))

16(t) + (cos B(t))i(t) = —gsin(A(t))

Gesucht sind = z(t) und 6 = 6(t). Hierbei handelt es sich um ein gekoppeltes nichtlineares Differentialglei-
chungssystem 2.0rdnung. Ein System dieser Art ist schwer zu 16sen. Deshalb fiithren wir fiir kleine Zeiten ¢
eine Linearisierung durch, also cos(0) — 1, k(z(t)) — kx(t) (mit x = const.) und sin 0 — 6.

pi(t) + 0 = —ka(t) = 0 = —kx(t) — pi

E(t) 410 = —gb(t)

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich:
Z(t) (1 — pl) = —gb(t) + lkx(t)

Hieraus folgt durch zweimaliges Differenzieren:
e (1 = pl) = —gb + 1K (t)

Durch Einsetzen der nach 6 aufgelosten ersten Gleichung gilt nun:

oz 4+ B + i+ i 4 ex =0

Mit dem Ansatz z(t) = exp(\t) erhilt man ein Polynom 4.Grades, welches als Ubung gelost werden kann.

Bemerkung (Ubung):

1 . 1 . y;
L= 5(m + M)i?* 4+ Ml(cos 0)30 + 5Ml?92 - /k(g) d¢é — Mgl(1 — cosf)
0
Linearisiere £. Dann sind die LAGRANGEgleichungen wieder die linearen Gleichungen fiir «, 6 von oben. Ach-
2
tung! Bei der zweiten Gleichung ist cosf = 1 — & + O(6*) zu setzen!

9.2 Energiebetrachtungen

Betrachten wir nochmals das Wirkungsfunktional:

W(q) = / £(t, (1), (1)) dt

Dazu schauen wir uns die 2.eulergleichung (in Integralform) an:
t
L(t,q(t), (1)) = 4(t) - Lo(t,q(t),4(1)) = /ﬁt(ﬂq(T),d(T))dT*-C
to

Den Ausdruck auf der linken Seite kann man nun als eine Energie —FE(¢,q(t), ¢(t)) interpretieren:
E(t,q(t),4(t)) = 4(t) - Lo(t,q(t),4(t)) — L(t, (1), 4(t)) = /ﬁt(T,Q(T),dT) +C
Mit L(t,q(t), q(t)) = T(q(t), 4(t)) — U(t,q(t)) und T(q(t), 4(t)) = 5d(t)TAlq(t))4(t) gilt E =T + U (Gesamt-

energie).
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Beweis:

E=q Ly,—(T-U)=¢ Ly,—T+U=T+U<|q-L,=2T

Hierbei handelt es sich um unsere Homogenitétsrelation. Fiir A > 0 gilt:

T(q(t), (1) = NT(q(t),4(t))

Das heift, T ist in den v-Variablen positiv homogen vom Grad 2. Mit Satz O auf Z 22 folgt ¢(¢)- T, (q(¢), 4(t)) =
2T

L(t,q(t),4(t)) = T(q(t), 4(t)) — UL, q(t))

Bemerkung:

Héngt £ nicht explizit von t ab, so ist die Energie konstant V ¢; oder mit anderen Worten héngt die Energie
nur von den Anfangsbedingungen ab.

E(t,q(t),q(t)) = E(to, q(to), q(to) = const.Vt

Eine solche Grofie bezeichnet man als ein Bewegungsintegral (=eine Funktion in ¢(t), ¢(t), welche zeit-
lich konstant ist). Man nennt eine solche Funktion auch erstes Integral. Beim Feder-Masse-Pendel hingt
beispielsweise £ nicht explizit von der Zeit ab:

E(t,z(t),0(t),0(t)) = E(to, z(t0), 0(to), 2(t0), 0(to))

Betrachten wir ein Feder-Masse-Pendel, fiir das x(tg) = 0, 0(to) = 0, @(tg) = vo und (o) = 0 gilt, folgt
E = $(m+ M)v; damit ist die Energie zeitlich konstant.
9.3 Kanonische Form der Lagrangegleichungen

Ziel:

Ersetze durch 2N Gleichungen 1.Ordnung fiir ¢ = ¢(t) € RY und p = p(t) € RY (verallgemeinerte Impulse).
Die Idee ist dabei folgende:

E(t) = f(t,z(t), #(t)) mit z(t) € RN

Betrachten wir dazu das Wirkungsfunktional:
t
Wi(q) = /ﬁ(t,q(t), ¢(t)) dt mit ¢(t) := u € RN und ¢(t) :=v € RY
to

Die zugehorigen LAGRANGEgleichungen lauten:

L alt),4(0) = Lulta(0), ) (1)

Es handelt sich um N Differentialgleichungen 2.0Ordnung. Diese kénnen in 2N Differentialgleichungen 1.0rd-
nung umgeschrieben werden. Wir definieren dazu die verallgemeinerten Impulse:

p(t) == Lo(t,q(t),4(t)  (2)

Diese Gleichung sei im folgenden auflésbar nach ¢(¢). Damit kénnen wir schreiben:

q(t) = o(t, q(t),p(t))  (3)
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Aus Gleichung (1), (2) und (3) ergibt sich dann:

p(t) = Lu(t,q(t), 6(t,q(t), p(t))) = ¥ (¢, q(t), p(t))
Dies sind 2N Gleichungen 1.0rdnung fiir p und ¢q. Hierbei gelten folgende Aussagen:

1.) Ist ¢ Losung von Gleichung (1), so geniigen p und g den Gleichungen (3) und (4).
2.) Geniigen p und ¢ den Gleichungen (3) und (4), so geniigt ¢ der Gleichung (1).

Beweis:

Wir setzen Gleichung (3) in (4) ein:

%Lﬁv(t, q,q) = p(t) = Lu(t,q(t),q(t))

Was heifit, dafl p(t) = L, (¢, ¢(t), ¢(t)) nach ¢ auflosbar ist? Im Falle N = 3 gilt:
p1 = Lo, (t,q1, 92,43, 41, G2, 43)
)

P2 = Lo, (t,q1, 92,43, 41,42, 43

p3 = Lo (t,q1,92,93, 41, 42, 43)
Damit diese Gleichungen nach ¢y, g2, ¢3 auflésbar sind, mufl det £, # 0 gelten fiir j, k =1, 2, 3.

Falls T(u,v) = 20T A(u)v und L(t,u,v) = vTA(u)v — U(t, u) ist, gilt £, = Av. Das Gleichungssystem lautet
dann p(t) = A(q(¢))q(¥). Auflssbarkeit nach ¢(t) bedeutet gerade Invertierbarkeit von A(u) (beispielsweise
wenn 7T'(u,v) = v positiv definit ist).

9.3.1 Hamiltonfunktion

Betrachten wir folgenden Energieausdruck:

E(t q(t),q(t)) = 4(t) - Lo(t, (1), 4(t)) — L(E, q(t), (1))

Es gilt daher fiir die HAMILTONfunktion H:

H(ta q(t),p(t)) = E(ta q(t)7 (b(ta q(t)vp(t))) = d)(tv Q(t)vp(t)) : p(t) - ‘C(ta C](t), ¢(ta q(t)vp(t)))

Wir bezeichnen im folgenden ¢(¢) mit u und p(¢t) mit w und differenzieren formal nach w:

Hu(t: q(t),p(t) = dw(t, q(t),p(t)) - p(t) + &(t, q(1), p(t)) — Lo(t, (t), 8¢, ¢(1), p(t))) -u (t, q(t), p(1))

p(t)

Damit folgt fiir die erste HAMILTON-Gleichung:

Hu(t,q(t), p(t) = d(t) ( ?;)

Nun zur Herleitung der zweiten HAMILTON-Gleichung. Dazu differenzieren wir formal nach u:

Hu(t,q(t), p(t) = du(t, q(t), p(t)) - p(t) = Lu(t, ¢(t), ¢(t, (), p(t))) — Lu(t,q(t), 6, q(1), p(1))) -du(t, (t), p(t))

p(t)

B(t) = ~Hu(t, (1), p(t) (Z _%7;>

AuBlerdem gilt:

Hult,a(1),p(8)) = TH(E a(t),p(t)
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Bemerkung;:

Es gilt ¢(t, q(t), p(t)) € RY; es handelt sich also um einen N-dimensionalen Vektor. Was heifit ¢y, (t, ¢(t), p(t)) -
p(t)? Dazu fithren wir die Berechnung explizit durch:

N
Sult,a():p(8) - p(t) = Y (&5)w - ps(D)

j=1
dw(t,q(t),p(t)) - p(t) ist ein Vektor. (Es handelt sich gewissermaflen sogar um ein Tensorprodukt.)

OH

St 0(0),00)) = (1,000, l0)) + Ha (1) + oy (1) =

ot (t,q(t),p(t)) mit q(t> = H, und p(t) = —Hu

Wir betrachten die LAGRANGEfunktion:
L= %(m + M)i% + Ml(cos 0)if + %Mﬂé? - /k(g) dé — Mgl(1 — cos ) mit (q1,q2) = (,0)
0

wo=(3)= (1) = Gitos “3i") (5) =0

B(z,0)

Hieraus ergibt sich dann durch Aufldsen nach ¢(¢):

1 MI? —Mlcos @
. _ -1 _ (D1
q(t) = B~7p(t) = det B <—Ml cos@ m+M > (p2>
H(t,q(t),p(t) = T(q,d)|j=p-1, + U(t, q)
Hierbei gilt:

or
=2 g=9T
pri= -4
1 _
H(t,q(t), p(t)) = 5p™B 'p+U(tq) =

x

1 1
~ 2detB (Mlzp% —2Mlcostp1ps + (m+M)p§) Jr/k(f) d¢§ + Mgl(1 — cost)
0
_OH o (RO g
=y —10= () =57

oH .~ (—Hi\ _ —k(x)
—Hu) - g p(t) = (—He) - (Komplizierter Ausdruck)
9.3.2 Legendre-Transformation
Mit p(t) = L, = (t,q(t),q(t)) ergibt sich:

Q(t) = ¢(ta Q(t)’p(t)) und p(t) = ’(/}(tv(J(t)?p(t)) mit det £vjvk 7é 0

Man spricht hier auch von der Normalform der Gleichungen.
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9.4 Kanonische Transformationen/Hamilton-Jacobi-Gleichung

Gesucht ist ein Variationsintegral derart, daf§ die zugehorige EULERgleichungen gerade die zugehérigen HA-
MILTONgleichungen sind. Damit soll folgendes Funktional stationér werden:

/ St q(t). plt). d(t). p(t)) dt

Wir schreiben die EULERschen Gleichungen fiir f(¢,q(¢),p(t), ¢(t),p(t)) = ¢(t) - p(t) — H(t,q(t),p(t)) = v-w —

H(t, u,w) hin:
5)-(7%)

d (fu\ [ fu d
t(fx)(fw%‘dt

Hieraus ergibt sich dan weiter durch Einsetzen der urspriinglichen Variablen die HAMILTONschen Gleichungen:

p(t) = —Hyw und 0 = ¢ — Hy,

Wir betrachten nun:

f(t,q(t),p(t),q(t),p(t)) = —H(t,q(t),p(t))
< (5)- (}”z:)é( ) < )
Auch hieraus ergibt sich also p = —H,, und ¢g=Hy
Satz:

t1
Die Extremalen von Wi (q,p) = /[q(t) -p(t) — H(t, q(t),p(t))] dt sind die Losungen der HAMILTONschen

to
Gleichungen fiir das Problem, dafi W(q / L(t, q(t )) dt stationédr werden soll. Dasselbe leistet das

ty

Problem Ws(q, p) = / [—q(t) - () — H(t, q(t), p(£))] dt.

to

Wir bilden also die Differenz der beiden Funktionale:
tq t1
Wa(a.0) - Wala.p) / / walt) o] ar= [ |5 a0 a
to

Die zugehorigen EULERglelchungen lauten:
d d
ap(t):p(t) und &q(t):(j(t)<:>p:pundq:q<:>0:0und020

Damit liefern die EULERschen Gleichungen keine Bedingungen.

Satz:

Fiir F(y /dt ft,y(t))dt = /[ft(t7y(t)) + f2(t,y(t)) - y(t)] dt (stationdr) gilt:

0 Die EULERgleichungen ergeben keine Bedingung fiir y; sie sind Identitédten, welche stets erfiillt sind.

O 6F(y,n) =0, n(to) = n(t1) = 0 ist fiir jedes y und jedes n erfiillt.
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Beweis:

. [f(t1,y(t1) +en(t)) — f(to, y(to) +enlto))].—o = 0

d
7F(ya +€77) de

6F(y,n) = =

e=0
unabhéngig von €

Der letzte Ausdruck ist unabhéngig von e, womit die Ableitung gleich 0 ist.

Corollar:
t1 q
Die Probleme F(y /f (t,y(t )) dt (stationir) und F(y) = / (f(t7 y(t),y(t)) + ag(t, y(t))) dt (sta-
to
tionér) haben dleselben EULERgleichungen.

Es sei H = H(t,u,w) mit v € RY und w € RY seien gegeben. Fiir ¢ = q(t), p = p(t) gelten:

q(t) = Hw(t’ q(t)ap(t)) und p(t) = _Hu(tv q(t)ap(t))

Gesucht ist eine Transformation (u,w) [RY x RN] « (U, W) [RY x RY] und eine Funktion H = H*(t,U, W)
derart, daf fiir die mittels der Transformation aus (q(t),p(t)) hervorgehenden Funktionen (Q(¢), P(t)) die
folgenden Gleichungen gelten:

Q(t) = Hiy (1, Q(t), P(t))
P(t) = _Hzf(t’Q(t)vp(t))

Bemerkung;:

Es sei p = A(t, @, P) und ¢ = p(t,Q, P):

H(t, q,p)lq=r(t,0,P) H(t,Q,P) £ H*

p=p(t, QJJ)

Herleitung:

Vor vorher betrachten wir folgendes Funktional, welches stationdr werden soll:

t1
Wi(q,p) =/[P-Q—H(t7q,p)] dt
to
Die zugehorigen EULERschen Gleichungen lauten ¢(t) = Hy,, p(t) = —H,, (fur 2N Funktionen).

ty

W@ P = [ [P-G-1w.0P)
to
Hier lauten die EULERgleichungen Q(t) = M}, und P(t) = —H}; (fir 2N Funktionen). Wir wollen nun ein
Problem fiir 4N Funktionen herleiten, indem wir beide Funktionale voneinander subtrahieren:
t1 t1
to to

Fiir dieses Problem gelten dann alle EULERgleichungen der beiden einzelnen Probleme, also erhalten wir 4N
Funktionen. Nun kénnen wir noch einen zusétzlichen Term in Form einer totalen Zeitableitung addieren:

t1 d
Wia.nQ.P) = [ [(0i=70 - (P- Q1)+ GFeap.0.P)| a

to
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Dies gilt fiir eine beliebige Funktion F' = F(t, ¢, p,Q, P) von 4N + 1 Variablen. Nach den Vorbemerkungen hat
das Variationsproblem mit dem Integranden

(p(1) (1) — H(t,a(0),p(t)) — (P(1)- Q1) ~ MA@, P)) = LF(tap@P) (4

dieselben 4N EULERgleichungen. Angenommen, wir haben die gesuchte Transformation p = A\(¢,Q, P), ¢ =
u(t, @, P). Hiermit kénnen 2N Variablen in F eliminiert werden, so dafl F' von 2N + 1 Variablen abhéngt.
F muf} von einem Satz alter und einem Satz neuer Variablen abhéngen. Dafiir gibt es die vier Moglichkeiten
F =F(t,q,Q), F = F(t,q, P), F = F(t,p, P) und schlielich F' = F(t,p, Q). F heifit Erzeugende Funktion
der Transformation. Wir bestimmen F' im Fall F' = F(t,q, P).

d .
&F(taQ(t)aP(t)):Ft+Fq'Q+FP'P

Hiermit folgt aus ():
Q- (p=Fy) + P (Q=Fp)+ (M —=H-F)=0

Diese Gleichung ist erfiilllbar, falls F,(t,q, P) = p, Fp(t,q,P) = Q und H* = H + F} gilt. Aus der zweiten
Bedingung kann man ¢ = pu(t, @, P) bestimmen und damit folgt aus der ersten Bedingung p = A(¢,Q, P).
Betrachten wir schluffendlich noch die dritte Bedingung, so erhalten wir:

H*(ta Q7 P) = [H(ta Q7p) + Ft(ta q, P)]q:p,(t,Q,P)
p=A(t,Q,P)

Wir fithren dasselbe nochmals mit einer Erzeugenden anderer Bauart durch:

t

5 / (p() - d(t) — H(t,q(t).p(1))) dt | =0

to

Dies bedeutet ¢ = H, und p = —H,.

@" = P(t)-Qt) = H"(t,Q(t), P(t))

Das Ziel ist nun d¢ = dp* = 0. Dazu machen wir den Ansatz 6(¢ — ¢*) = 0 und dies gilt, falls:

- = %F(t, q(t),p(t), Q(t), P(t)) mit beliebigem F

Wir eliminieren in F' zunédchst 2/N Variablen mittels der kanonischen Transformation, so dafl F' von ¢ und
einem Satz alter und einem Satz neuer Koordinaten abhingt: F' = F(t,q, P), F(t,p, P) und F(t,q,Q). Wir
verwenden den Fall F' = F(¢,p, P):

p(t) - d(t) = H(t, q(t), p(t)) = P~ Q +H*(t,Q, P) = %F(tp(t% P(t)) = Fi + F, - p(t) + Fp - P(1)

p(t)"j(t)pr'p(t)*P’Q*FP'P(t) =F+H—-H"
Dies ist dquivalent zu:
—p(t) - q(t) = Fp-p(t) + P-Q — Fp - P(t) = F, + H — H*

B(t) - (=q(t) = Fp) + P (Q — Fp) = Fy + H —H*
Dies ist erfiillt fir Q(¢) := Fp(t,p(t), P(t)) und hieraus folgt p(t) = A(t,Q, P). AuBerdem setzen wir ¢(t) =
—Ep(t,p(t), P())lp)=rt.0.p) = p(t, Q, P).

H*(ta Q, P) = (Ft(tap7 P) + H(ta q,p))‘q=u(t,Q,P)
P=A(t,Q,P)
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Es sei F(t,q,P) = ¢q- Pt (mit N =1). Aus Q = Fp erhalten wir Q = ¢t und damit ¢ = %(: u(t,Q, P). Aus
p = F, folgt p = Pt(= A\(t,Q, P)) und P = £.

H (£,Q, P) (= H(t.q,p) + Fr =) M (t, ‘f,p.t) +9p
H(t0.0) (= 1 (0.Q.P) — F, =)t (1.t 2) - L2

Probe:

Als Voraussetzung verwenden wir ¢ = H,(¢,q,p) und p = —H,(¢, ¢, p) und behaupten, daf Q = Hy(t,Q, P)
und P = -H5(t, Q, P).

. Q - Q _Q Q Q) _

p—t+Hpt tit=SFt| -5 =Q
P 1 P 1 P .

*:— e = — D)= = — — P P:—P

Ho t+Hqt t Pr T (t+)

!
t
Kommen wir zuriick zu F' = F(t,q, P).
H*(ta Qv P) = [H(t7 qvp) + Ft(tu q, P)] |q:u(t,Q,P)

p=A(t,Q,P)
Eine Erzeugendenfunktion F' = F(t, ¢, P), fiir die H*(¢,Q, P) = 0V ¢, Q und P gilt, heift Wirkungsfunktion
A(t,q, P). Aus H* = 0 ergibt sich Q(t) = P(t) = 0, also Q(t) = 3 (¢ RY) und P(t) = a (€ RY), wobei a, 8
konstant sind. Hieraus folgt A = A(t, ¢, «).

0A(t
H <t,q, %’qqﬂ)> + Ai(t,q, ) =0

Dies ist die sogenannte Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung. Hierbei handelt es sich um eine partielle
(im allgemeinen nichtlineare) Differentialgleichung 1.Ordnung fiir A. A = A(t, ¢, @) sei die Losung, die von N
Konstanten aq, ao, ..., ay abhingt. Aus F(t,q, P) erhalten wir Q = Fp = Ap = A, = 8. Au(t,q, ) = 3 ist
eine implizite Darstellung fiir ¢ = ¢(¢) und ist abhéngig von 2N Konstanten a1, ..., ay und fq, ..., On.

9.4.1 Satz von Jacobi/Jacobis Methode zur Lésung
Betrachten wir das System der HAMILTONschen Gleichungen:
T = Hy(tvxay)a Y= —Hm(t,x,y)

Gesucht sind x = z(t) € R” und y = y(t) € R™. Betrachte die zugehorige HAMILTON-JACOBI-Gleichung fiir
eine Funktion S = S(t, z):

St—&—H(t,a:,Sl):O

Wir begniigen uns mit der Voraussetzung H € C?(R x R" x R"). S = S(t,z,a) sei Losung der HAMILTON-
JACOBI-Gleichung, die noch von n Parametern a abhingt. Das heifit fiir jedes a € B C R™ gelte Si(¢,z,a) +
H(t,x,S,(t,z,a)) = 0 (1). Des weiteren sei det(S,,axr) # 0 auf R x R™ x R™. Solch eine Lésung bezeichnet
man auch als vollstindiges Integral. Dann gewinnt man aus den Gleichungen

Sa(t,z,a) =D (2)

Sw(t’xaa’) =Y (3)

mit beliebigen Parametern b = (by,...,b,) eine 2n-parametrige Losungsschar des HAMILTONschen Systems:
x=X(t,a,bund y =Y (¢,a,b).

118



9.4. KANONISCHE TRANSFORMATIONEN/HAMILTON-JACOBI-GLEICHUNG

Folgendes Funktional mit y = y(z) soll stationédr werden:
b
F(y) =/vw2 +yV1+y?de

H(w,y.p) = Va2 +y* —p?
Gesucht ist S(x,y,a) € R mit S, + H(z,y, S,) = 0. Hier gilt also S, + <_¢m> —0.
S2 4+ 55 =a? 492

Man bezeichnet eine solche Differentialgleichung auch als Eikonalgleichung. Zur Losung dieser partiellen Dif-
ferentialgleichung machen wir den Separationsansatz S(z,y) = f(z) + g(y)-

f?(x) —2* = y* — ¢"*(y) = a = const

Wir erhalten die zwei gewohnlichen Differentialgleichungen f’?(z) = 22 + a und ¢'(y)? = y? — a und damit:

S(x,y,a):g x2+a+gln(x+ x2+a)+% nyafgln(er\/y?fa) mit S, =b

Durch Auflésen nach y erhalten wir die gesuchten Extremalen:

.172 - y2 - B(CL, b)J}y = &(avb)

Es handelt sich um eine implizite Losungsdarstellung.

Beweis:

1.) Wir nutzen aus, dafl S¢(¢, z,a) + H(t, z, Sz (¢, 2,a)) =0 (1) eine Losung der Differentialgleichung ist.

Wir differenzieren (1) nach a:

Sta+ Y HySoa  (Da

k=1

Anschliefflend differenzieren wir nach z:

Stac + Hz + Z Hyk Sﬂfk’df (1)33

k=1

2.) Wir setzen dies in die Gleichung S, (¢, X (¢, z,a),a) = b ein. Dazu differenzieren wir nach ¢:

Sat + Z Sakak =0 (2)
k=1

Wir subtrahieren Gleichung (2) von (1),:

n .
3 Sun (Hyk _ Xk) —0
k=1
Dies muf fiir alle & Summanden gelten, wobei vorausgesetzt wird, dafl die Determinante # 0 ist.
Suw (Hy = X) =0
3.) Wir differenzieren y = S, (¢, X (¢, a,b),a) = Y (¢, a,b) nach ¢ und setzen (1), ein:

Y =S+ Z Smaszk‘ = Sut + Z SSCC%H% =—Ha

k=1 k=1
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9.4.2 Der schiefe Wurf

Wir setzen voraus, daf} alles in der Ebene stattfindet.

T el

2(0) = 0, #(0) = (vo cos a)

Vg Sin o

»
T

L 1 . )
L(t,x1,29,%1,%2) = im (mf + mg) — mgxs

Die EULERgleichungen lauten:

g mi‘l o 0
dt \mis ) \—mg

Hieraus ergibt sich #; = 0 und %3 = —g. Mit p; = maq, 1 = %‘ und py = mis, Ty = % erhalten wir:
2 2
p p
H(t,1,22,p1,p2) = - + —= + mgzs
2m  2m

Die HAMILTON-JACOBI-Gleichung lautet fiir S = S(¢,z, a):
1
St +H(t,$, S) = St + mgxra + % (Sﬁl + 552) =0
Wir machen eine Variablentrennung S = u(z1) + v(z2) + w(t) als Ansatz:
1 1
w'(t) + mgza + %0’2(3:2) + %ua(xl) =0
Wir bringen das, was nicht von ¢ abhéngig ist, auf die rechte Seite:
w'(t) = —mgxe — %v’(xg)z — %u'2(x1) = —aj mit a; = const. > 0
Wir erhalten also:
w(t) = —aqt

1
—u'*(z1) — a; = —mgzy — 2—’0’(@)2 = —ay mit ag >0
m

2m
Als Losung folgt:

u(xz1) = /2m(a1 — az)x

wjw

v(zg) = — (2ma2 — 2ng$2)

3m2g

S ergibt sich aus v+ v + w. Der Satz sagt aus: ,Bilde S,, = b; und S,, = b2 und berechne hieraus x = x(t).“

1
by =—-t+ Lxl, by = —+x1 — —/2may — 2m2gx,

2m(a1 — as) 2m(ay — az) mg
Aus 1(0) = 0 folgt aus der ersten Gleichung b; = 0 und aus der zweiten Gleichung by = — W ,
2m(ar — 1
z1(t) = Mt = v cosat und xa(t) = v sinat — 59152
m
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9.4.3 Das Zweikorperproblem
Das Problem findet wieder in einer Ebene statt:

T2

mo

Die Masse mso soll in Ruhe sein. Gesucht ist die Bahnkurve von mq:

xl(t)
t) =
x( ) <x2(t))
Mit U = —? und T = 21 (&% + #3) ergibt sich:
H(w1,22,p1,p2) = S b (1 + p3)
) ) 9 \/m om 1 2
Die HAMILTON-JACOBI-Gleichung lautet fiir S = S(t, z1,22):
St + H(Ila T2, S£1aS£2) = 0
k2

2 2
VX1 + x5

1 1 ) ) k2L
St 5 (52, +52,) =

\/9:% +x§
2

. . ~ ~ . . 2
Wir bezeichnen S = % und nennen S wieder S mit % = K

Sy + 52 +82) =

1
7 (

K2

/2 2
T{ + x5

Wir fiithren Polarkoordinaten ein durch 1 = rcos ¢ und x5 = rsin ¢:

Set g (S +2,) =

S(t,rcos?,rsind) = ¢(t,r,9)

S(t,z1,72) = ¢ <t, \/ 23 + x%, arctan (a@))
T

Sz1 = OrTe; + 09U,
Szy = PrTey + P90z,
Mit ¢, = Sy, cosV + Sy, sin® und @y = Sy, (—rsind) + Sy, (r cos ) folgt:

1 9 1, K2
90t+§ <P7~+7T2<P19 =

Oder man rechnet direkt:
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2
X1To x
52 = (pr wl + 2<PTT$1 %0191911 + 901919 907‘72 + 20,09 ( r3 ) + gp’l%?i

2
122 x
S, = 0or, 4 200 poT e, Uy + @505, = %7 + 20,09 ( ) +e0 T

Gesucht ist ¢ = @(t, r, ¥, a1, az). Hier kann man nun den Separationsansatz ¢ = ¢1(t) + w2(¢) + ¢3(r) machen:

1 11 K2
@1 (t) + 5%2(7“) + 57@’22(19) =
/ K2 L, 9 I
p1(t) = o 5%03(7“) - ﬁ%% () = a1

Hieraus ergibt sich ¢1(t) = a1t und weiter:

k2 1
2 (o= 5 4 ) ) = —oR0) -

5 3

Hieraus folgt p2(9) = ag. Mit ro = r(tg) fiir t > ¢, folgt:

242
/\/ +i—2a1dg

(trﬁal,ag)—alt—l—agﬁ—i—/\/ —&———Qaldg

Nach unserem Satz von JACOBI setzen wir ¢q, = b1, ¢4, = bz und bestimmen hieraus r = r(t), ¥ = 9(t):

—to—t+/ / —
\/ %—&-2“ — 2682 _ 9q,

Hierbei handelt es sich um eine Darstellung fiir r = r(t): das Weg-Zeit-Gesetz. Wir setzen:

r

—do
Pay = Vo =10 + GQ/
“ 0\/—2a10% — 2k20 — a3
0

Dies ist eine implizite Darstellung von r = r(¢), also der Bahnkurve. Mittels BRONSTEIN folgt hieraus jetzt:

a3
p
r=r) = 217 = -
1 «/4%2—28(11(12 n(d — 9) 1 —esin(d¥ — o)
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