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Kapitel 1

Anfangswertaufgaben

1.1 Existenz- und Eindeutigkeitstheorie

Gute numerische Approximationen sind nur zu erwarten, wenn das kontinuierliche Problem zwei Bedingungen
erfiillt, ndmlich erstens eine eindeutige Losung besitzt und zweitens wenn diese eindeutige Losung nicht zu
empfindlich von den Daten abhéngt. (Das heifit, unser Problem muss ,,gut konditioniert* sein.) Eine Differen-
tialgleichung heifit sachgemifl gestellt, wenn die Losung eindeutig ist und stetig von den Daten abhéngt.

Beispiel:

Wir betrachten die Differentialgleichung @ = +/1 — u?. (Dies bedeutet u(t) = /1 — (u(t))2.) u(t) = sin(t + ¢)
mit ¢ € R oder auch u = 41 16st diese Gleichung.

i.) u(0) = 0: u(t) = sin(t)

ii.) u(0) = 1: Hier stellt sich heraus, dass die Losung entweder von der Form u(t) = sin(t + 7/2) oder u =1
ist. Damit ist die Losung nicht eindeutig.

iii.) «(0) = 2: Dies ist fiir keine Losung, die uns zur Verfiigung stellen, zu erfiillen.

Beispiel:
Nun betrachten wir @ = 1 + u? mit u(0) = 0. Die Losung ist gegeben durch u(t) = tan(t).

A
u(t)

tan(t)

o

Die Losung existiert nur im Intervall [0, 7/2).

Beispiel:

Nun betrachten wir:

. c? 2t )
=10 u— 50 + e mit u(0) = ug



KAPITEL 1. ANFANGSWERTAUFGABEN

Hieraus ergibt sich die Losung;:
2

u(t) = uo exp(10t) + T e

A
u(t)

U():O

Uupg = —¢C

Die Differentialgleichung ist also instabil, denn kleine Anderungen von ug ergeben grofie Anderungen in u!

Definition 1:

Sei tp € R und eine Simulationszeit T > 0. G C R™ sei ein Gebiet (offen und zusammenhéngend). Zu einem
Anfangswert ug € G und f € C([to,to + T] x G,R™) suchen wir eine Losung u € C*([to,to + T],G) der
Anfangswertaufgabe (AWA) 4(t) = f(t,u(t)) mit t € (to,to +T) und u(ty) = uo.

Bezeichnungen:

Einfache Betragsstriche sollen fiir die euklidische Norm |z| = v/2Tz mit 2Tz = z - z mit z € R™ stehen. Die
Norm in Funktionenrdumen wollen wir mit Doppelstrichen bezeichen:

U = max u(t
lulloe = _max  [u(t)

C([to, to + T],R™) ist ein BANACHraum. C([to, to + T],R") ist ein BANACHraum beziiglich der Norm
[[ul] = max{]ulloo, [[@/[oc }
Lemma 2:
Fiir u € C([to,to + T, G) ist dquivalent:
a.) Esist u € C([to,to + T],G) und u l6st die Anfangswertaufgabe.

b.) u 16st die Integralgleichung:

u(t) = ug +/f(s,u(s))dth € [toto + T

to

Beweis ,,=“:

/tf(&U(S)) ds = /tit(S) ds = u(s)[, = u(t) — uo O

to

Beweis ,,<“:

v(t) =wup + /f(s,u(s)) ds = v = f(s,u(s)), v(te) = up

Wegen u = v gilt @ = v und damit (1.1) O
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Lemma 3:

Zu r > 0 mit By(ug) := {z € R™ : |z —ug| < r} C G setze M, := max{|f(t,z) : (t,z) € [to,to + T] x
B, (up)}. Dann gilt fiir jede Losung « von (1.1) die a-priori-Schranke |u(t) — ug| < (t — to) M, mit ¢ € [to,to +
min{T, r/M,}].

u(t)

tan(t)

<

\f

NN
o[
~

Beweis:

Wir definieren d(t) = |u(t) —ug| stetig mit d(tg) = 0. Da dies stetig ist, existiert ein ¢ € (to, to + 7| mit d(t) < r
fiir t € [to,?) und im ersten Fall ¢ = tg + T und im zweiten Fall d(f) = r. Aus Stetigkeitsgriinden kénnen wir
daraus schlielen, dass im Bereich [to, ] gilt: u(t) € B;(uo).

d(t) = |ug + /f(s,u(s)) ds —up| < /|f(s7u(s))| ds < (t — to) M, fiir t € [to, ]

Im zweiten Fall ist r = d(t) < (t — to) M, und daraus folgt t > tg + r/M,.. O
Im folgenden wihlen wir zu r > 0 immer M, und 7' < r/M,.

Lemma 3:

Zu N € N ist der EULERsche Polygonzug u¥ € C([to, to + T],G) mit folgender rekursiven Definition, nimlich
ulV(t) = uN (Y )+ =t ) FEN N (N ) mit ¢ € [t )], t) = to +n7y und 75y = T/N wohldefiniert
und [uN (t) —ug| < (t —to) M.

Beweis:

Es ist induktiv zu zeigen, dass [u™ (t) — ug| < (t — to) M, fiir [to,t)]. Fiir n = 1 gilt:

| (1) — ol < (t —to)| f(to, uo)| < (t —to) M,

Dann machen wir den Induktionsschluss n — 1 — n:

|UN(tn,1) — ’LLO| < (tflvfl — to)Mr <TM,<r= UN(tnfl) eqG

[ () = uo| < |u™ (8) —u™ (") + [u™ (8) —uo| < (E =) f (tn1, u™ (tn—0)|+ (t771 — to) M, < (t—t0) M,

Definition 2:

v € C([to,to + T],R™) ist LIPSCHITZ-stetig, wenn L > 0 existiert mit |v(s) — v(t)| < L|s — ¢| wobei s,
t € [to,to + T). Die LiPSCHITZ-stetigen Funktionen bilden einen BaNAcHraum C%!([ty,to + 7], R™) mit der

Nora Il = ., _sup o),
to<s<t<to+T
1.1.1 Folgerung aus dem Satz von Arzela-Ascoli

Der Satz von ARZELA-ASCOLI besagt, dass jede beschriinkte Folge {v" : N € N} in C%1([tg,to + T],R™) eine
konvergente Teilfolge {vV* : k € N in C([tg, to + T],R™) besitzt.
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1.1.2 Satz von Peano

Die Folge {u” : N € N} aus dem Lemma 3 besitzt eine konvergente Teilfolge {u’¥* : k € N}, die gegen eine
Losung u € C'([tg,to + T), G) der Anfangswertaufgabe konvergiert.

Beweis:
Der erste Schritt ist, zu zeigen, dass u” in C%! beschriinkt ist. Mit der Dreiecksungleichung ergibt sich:

Ulloo < max uo| + |u(t) — ugl) < |ug| + 1M,
oo < ,_max  (juol + [u(t) = o) < fuo

Fir tg < s <t <tyg+ T folgt:
min{¢,tY}

NN = Y [ e
S7TNStﬁllStmax{s,t]\LI}

Hieraus kénnen wir dann folgern:

™ (t) = u™(s)] < [t — 5| M,

Damit ist dies gleichmiiBig LIPSCHITZ-stetig mit L = M,.. Somit ist {u”} in dem Raum C%! beschrinkt. Aus
dem Satz von ARZELA-ASCOLI folgt, dass eine Teilfolge {uV* : k € N} existiert und u € C([to, to + 7], R™) mit
limg, oo [|u¥* — uljoe = 0. Jetzt wollen wir im zweiten Schritt zeigen, dass u unser Anfangswertproblem 16st.
Wir definieren eine kompakte Menge K, = [tg, to + T] X B, (ug). In einer kompakten Menge ist f gleichmiiBig
stetig. Das heifit, dass zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit der Eigenschaft | f (¢, 2) — f(s,y)| < ¢ fiir [z—y| < o
und |t — s| < 6. Wihle ein kg > 0 mit 7Vk0 < § und 7V M, < § und |[uV* — u| o < min{e, 6} fiir k > ko.

t min{tﬁit}
wei) <= [ feao)ds = Y [ [ 6) - (o) ds| < (- ta)e
to tN <t N

u(t) — ug — / Fs,uls)ds| < (t—to)e + [ult) —u™s (1) - / (f(s,u(s)) = f(s,uM*(s))) ds| <
< (t—to)e+e+ (t—to)eO 0

Bemerkung:

1.) Der Satz von PEANO garantiert keine Eindeutigkeit.

Beispiel: Die Losung der Differentialgleichung @ = 3u3 mit u(0) = 0 ist u(t) = max{0, (z — )3}, wobei
a > 0.

2.) Die Konvergenz ist beliebig langsam.

Definition:

f € C([to, to + T] x G,R™) ist der zweiten Komponente LIPTSCHITZ-stetig (erfiillt eine L-Bedingung) in G,
wenn L > 0 existiert mit f(t —y) — f(t,2) < L|y — z|, wobei t € [tg,to +T] und y, z € G.

Beispiel:

a.) f(u) =u® mit 0 € G ist LIPSCHITZ-stetig genau dann, wenn « > 1.

Vi

b.) f(u) =1+ u?
Fir G =1[0,1] ist L = 2 und fiir G = R existiert kein L < cc.
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Lemma 4:

Sei f € CY([to,to + T) x G,R™), G C R™ beschriinkt. Dann erfiillt f eine LipscHITZ-Bedingung in G.

Satz 2:

Seien u, v € C*([to,to + T],G) Losungen von u(t) = f(t,u(t)) bzw. v(t) = f(t,v(t)) fiir t € [to,to + T]. Wenn
f eine L1pscHITZ-Bedingung in G erfiillt, dann gilt |u(t) — v(t)] < exp(L(t — to))|u(to) — v(to)]-

Folgerung:
Wenn f eine LIPSCHITZ-Bedingung erfiillt, ist die Anfangswertaufgabe (1.1) eindeutig lésbar.
A Schranke
u(t)
| —Losungen
»
t
\

Beispiel: Das Lorenz-System im R3

Wir betrachten:

Uy —10u; + 10ue 1
U= f(u) mit f u2 = 28U1 — Uz — UL1U mit U(O) = 0
us U U2 — %Ug 0

ist ein Beispiel fiir ein ,chaotisches* dynamisches System. Fiir grole Zahlen ist die Losung auch fiir nahe
beieinander liegende Anfangswerte sehr verschieden.

a.) Es existiert ein r > 0 mit u(t) < B, (ug) fiir alle t > 0.

b.) f erfiillt eine LipscHITZ-Bedingung in B, (ug). Hieraus folgt, dass die Losung fiir alle Zeiten eindeutig
bestimmt, aber nicht berechenbar ist.

1.1.3 Gronwall-Lemma

Seien w, a, b: [to,to+T] — R>¢ := {z € R,z > 0} stiickweise stetige Funktionen. Sei b nicht fallend, das heifit,
t

b(t) > b(s) fiir t > s und es gelte die Integralungleichung w(t) < /a(s)w(s) ds + b(t) fiir ¢ € [to,to + T]. Dann

to

gilt:
w(t) < b(t) exp(A(t)) mit A(t) = / a(s) ds

Beweis:

Wir definieren:

t

o(t) = /G(S)W(S) ds und ¢(t) = w(t) — ¢(t) = ¥(t) < b(t)

to

Hieraus ergibt sich ¢(t) = a(t)w(t) und
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 erfiillt somit die Anfangswertaufgabe ¢(t) = a(t)(p(t) — ¥ (t)) mit p(ty) = 0. Diese Anfangswertaufgabe hat
die eindeutige Losung

o(t) =eXp(A(t))/a(8)¢(5) exp(—A(s)) ds

& = A+ exp(A) + v exp(—A4) = ap — ay]
Aus a(s) >0, ¥(s) < b(s) < b(t) fir s <t folgt:

g(t) = exp(A(t)) /G(S)b(t) exp(—A(s)) dz = b(t) exp(A(t)) [~ exp(=A(s))];, = b(t) [exp(A(t)) — 1]

to

Nach Voraussetzung ist w(t) < g(t) + b(t) = b(t) exp(A(¢)). O

Beweis von Satz 2:

Wir setzen w(t) = 1/2|u(t) — v(t)|?, wobei |2]2 = 2T2.
w(t) = (u(t) = v(®)T(a(t) = o(t) = (u(t) —o(@)T(f(t u(t) = [t 0(1))) <
< fu(t) — o) |[f (¢, u(t) — f(t,0())] < Llu(t) —v(t)]* = 2Lw(t)

SLlu(t)—v(t)

Setze a(t) = 2L, b(t) = w(tp). Dann gilt A(t) = (¢t — tg) - 2L. Hieraus folgt mit dem GRONWALL-Lemma:

w(t) < w(ty) exp(2L(t — to))

[u(t) = v(t)] = V2w(t) < v/2w(to) - V/exp(2L(t — to)) = |u(to) — v(to) exp(L(t — to)) O

Lemma 5:
¢
Der Integraloperator F: C([tg,to + T, G) — C([to,to + T, G), v — F(v)(t) := ug + /f(s,v(s)) d ist wohlde-

to
finiert.

Beweis:

|F(0)(t) — uo| < (t — to)M, < TM, <r

Man kann nun die Aussage 1.2 analog so formulieren: u 16st die Anfangswertaufgabe < u = F'(u) Fixpunkt O

1.1.4 Satz von Picard-Lindeloff

Die LipscHITZ-Bedingung (1.8) sei erfiillt. Dann gilt fiir 7 > 0 mit LT < 1, dass die sogenannte ,, PICARD-

Folge“ v° = ug, v¥ = F(v¥1) fiir k =1, 2, 3, ... gegen eine Losung u von (1.1) konvergiert.

Beweis:

t

t
F - F o] < ) - ) d S ) - ) d S
) = Pl < _max | [ 17(6006)) = Flscw()] ds| < _max [ 1f5,0(5) = f(s,w(s)]ds
to to
¢
<  max /L|v(s) —w(s)|ds < TL ||jv— w|oo
te€[to,to+T) ~~
to <1
Damit ist F' kontrahierend und wir kénnen den BANACHschen Fixpunktsatz anwenden. Die Folge konvergiert
nach dem Fixpunktsatz gegen einen Fixpunkt u € C([to,to + T],R™). Hieraus folgt mit (1.2), dass u die

Anfangswertaufgabe (1.1) 16st. O

10
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Bemerkung:

Das ganze ist fortsetzbar bis zur a-priori-Schranke T = r/M,..

1.2 Explizite Einschrittverfahren

Definition (1.15):

Zur Funktion f € C([to,to + T] x G,R™) definieren wir den Fluss ®: D C [to,to + 1] X R>g x G — R™
durch ®(¢, 7,v9) = v(t + 7), wobei v € C*([tg,t + 7], G) Losung der Anfangswertaufgabe 9(s) = f(s,v(s)) fiir
s € (t,t + 7) mit v(¢) = v ist. D umfasst alle Werte, fiir die diese Anfangswertaufgabe eindeutig losbar ist.

Definition (1.16):

Ein explizites Einschritt-Verfahren wird durch eine Verfahrensfunktion ¥: [ty, to+71] X R>¢ X G — R™ definiert.
Zu ug € G setze up, = up—1 + 7TV (tn_1,Tn,Un—1). Dabei ist 7,, = 7, — 7,1 Schrittweite auf dem Gitter
A={ty,....tx}, uN: A= G uN(t,) = up. ©,(t,7,2) = 2 + 7U(L, 7, 2) ist der sogenannte ,diskrete Fluss“.
Beispiele:
a.) Explizite EULERverfahren: W(¢, 7, 2) = f(¢, 2)
b.) Verfahren von Heum: k; = f(¢,2) und ko2 = f(t + 7,2 + Tk1)
Dann ist U(t, 7, z) = 1/2k1 + 1/2ks.
c.) Klassisches RUNGE-KUTTA-Verfahren: ky = f(t, 2), ko = f(t+7/2,241/27k1), ks = f(t+7/2, 2+1/27ks),
ky :f(t—l—T,Z—f—Tkg)

1 2 2 1
lI/(l‘:,7'72:) = gkl + 6[{?2 + gk?, + 6k4

Bemerkung;:

Im Spezialfall f(t, z) = g(t) gilt:

tn Tng(tnfl)
u(ts) = ultar) = [ 9005 72 (altn-) + 9(t) Trapezregel
00 Tn/6(g(tn-1) + 49((tn—1 +tn)/2) + g(tn)) Simpsonregel

Definition (1.17):

Durch e,, = u(t,) — u, ist der ,globale Fehler* gegeben.

G = - (ultn) — ultn-1)) — ©(tn, 7o, u(tn—1))

Tn

gn bezeichnet man als ,lokalen Diskretisierungsfehler®.

Bemerkung:
a.) Der globale Fehler e,, hiingt von [to,...,t,] ab!

b.) Der ,lokale Diskretisierungsfehler* g, misst in [t,_1,t,] den Unterschied zwischen der Tangente an die
Losung und der Approximation durch die Verfahrensfunktion.

Beachte:
n = 7 @tnr, T ultn-2)) = ) = 7 (00 (t,72) = 2)

11
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Beispiel:
a.) Explizites EULERverfahren:

tn

gn = 7(U(tn) - u(tnfl)) - f(tnflvu(tnfl)) = / (’Lb(tn) - f(tnflvu(tnfl))) dt =

tn—1

i a2 ] fooen

tn—1tn—1

Wir kénnen dann den lokalen Fehler wie folgt abschitzen:

tn

t

1 . Tn ..

ol < = _max i) [ [ dsat =il
tn—1tn-1

Definition (1.18):

a.) Ein Einschrittverfahren heifit , konsistent“, wenn lim. .. g,(¢,7,2) — 0. Es heifit , konsistent von der
Ordnung p“, wenn |g,| = O(72).

b.) Es heifit , konvergent®, wenn lim,. .o max,—1, . n. €, =0 (n=0,..., N und 7 = max7, mit n =1, ...,
N). Es heifit ,konvergent von der Ordnung p“, wenn |e,| = O(7P).

Definition (1.19):

Fiir die Verfahrensfunktion gelte |¥(¢,7,2) — U(¢, 7,y)| < Alz —y| fiir ¢t € [to,to +T], 7 < 10 und 2, y € G.
Dann gilt:

L (exp(A(tn — t0)) — 1)

[u(tn) = un < exp(A(ta = to))fulto) —uo| + max g;|5

Bemerkung:

a.) Fiir das explizite EULERverfahren gilt ¥ = f und damit A = L.

Folgerung:

Verfahren der Konsistenzordnung p sind konvergent von der Ordnung p.

Diskretes Gronwall-Lemma (1.21):

Seien 6, > 0 und 7y, 2z, > 0 fir n =0, ..., N mit z, < (14 6,)2zn—1 + 1, mit n =1, ..., N. Dann gilt:

zn < zoexp(Ay) + In’ax’ng (exp(Ay,) — 1) mit A, 2(5

Beweis:

Setze M,, = max;=1,..,n;/0;. Wir filhren den Beweis mit vollstandiger Induktion. Der Induktionsanfang fiir
41 > 0 und zg, o > 0 lautet:

21 <(14+61)z0+m = (1+ 1)z + 2—551 < exp(d;)zo + Mi(exp(d1) — 1) = exp(A,)z0 + Mi(exp(Aq) — 1)
Induktionsschritt n — 1 +— n:

Zn S (1 + (Sn)znfl + Mn S (1 + 571) (ZO eXp(Anfl) + Mn—l(eXP(An—l) - 1) + m61> S

1
S 20 eXp(Anfl) eXp(5n> + Mn [(1 + (5n> (eXp An 1) ) + 6n] =
=exp(An_1+p) + My [(1+6,) exp(Ap—1) — 1] <

< zgexp(A,) + M, (exp(A,) — 1)

12



1.2. EXPLIZITE EINSCHRITTVERFAHREN

Beweis von (1.19):

€n = u(tn) —Up =€p_1+ u(tn) - u(tn—l) - (un - un—l) -
=ep-1+ u(tn) - u<tn71) - Tn\Il(tnfla T’ruunfl) + Tn\IJ(tnflaTny u(tn71>) - Tnlll(tnflz'rnau(tnflw =
=é€n—1+tThgn — Tn (\Il(tnflv’rn: unfl) - \Ij(tnflv’rnau(tnfl)))

Hieraus ergibt sich weiter:
len| < len—1] + Talgnl + TaA|un—1 — u(tn—1)| = (1 + Amp)len—1] + 7n|gn|

Wiébhle §,, = A, 2z, = |e,| und 0, = |gn|7n. Wir kénnen nun das GRONWALL-Lemma (1.21) anwenden und
erhalten:

len| < leo| exp(A(t, —tp)) + max L(jx—” [exp(A(tn, —to)) — 1] O

j=1,...n

Wiederholung:

Fiir ¢(t, 1, 2) = f(t, z) fiir das explizite EULERverfahren:

Tn
w(tn) — up = u(tn—1 — Un_1 + — (u(tn) — w(tn-1)) — Up + Up—1 =

=é€p_1+Thgn + f(tnflvu(tnfl)) - f(tnfhunfl) =
=ép_1+ Tndn + 7 (f(tn—la u(tn—l)) - f(tn—la un—l))

Hieraus folgt weiter:
len| < len—1] + Talgnl + TnLlen—1] = (1 + 7 L)|en—1 + Tn|gn|
Vollsténdige Induktion fiir |eg| = 0:

| (exp(L(tnL— t)) — 1)

len] < max |g;
j=1,....,n

)

Fiir n =1 gilt |e1| < |g1]|m + O(78).

Definition 1.21:

Ein allgemeines explizites RUNGE-KUTTA-Verfahren mit s Stufen wird durch Stiitzstellen ¢; mit ¢ = 1, ...,
s durch Gewichte b; mit j = 1, ..., s und Koeffizienten a;; mit ¢, j = 1, ..., s definiert. (Das Verfahren ist
explizit.) Dann setze

s—1
k1= f(t,2), ka = f(t+ cam, 2z + Tag1k1), ..., ks = f t—l—CST,Z—‘rTZaijk‘j mit a;; =0 fir ¢ < j

j=1
i‘% (BUTCHER-Schema)

und
Gt 7,2) =D kb
j=1

Dabei sind Stiitzstellen und Gewichte einer Qudratur in [0, 1] zugleich

1 3
/ Fydt~ S by f(ey)
0

j=1

13



KAPITEL 1. ANFANGSWERTAUFGABEN

Beispiele:

a.) Explizites EULERverfahren: s = 1, Konsistenzordnung p = 1
0

1

b.) Verfahren von HEUM: s = 2, Konsistenzordnung p = 2
0
At
1/2  1/2

c.) Klassische RUNGE-KuTTA-Verfahren: s = 4, Konsistenzordnung p = 4

0

1/2 | 1/2

/21 0 1/2

1 0 0 1
|1/6 1/6 1/6 1/6

Lemma 1.22:

a.) Ein explizites RUNGE-KUTTA-Verfahren ist genau dann konsistent fiir alle f € C([to, to + 1] x R™,R™),
wenn sie Summe der Gewichte, also Z§=1 b; = 1.

b.) Wenn ein explizites RUNGE-KUTTA-Verfahren fiir alle f € C*°([to, to+T]xR™,R™) die Konsistenzordnung
p hat, dann gilt p < s.
Beweis:
a.) Aussage @:
1 k
lim g, = lim <[(u(tn) - u(tnl))] — (b1, Tn, u(tnl))) =ty) — Y bik; =

Tn—0 Tn ‘
Jj=1

= i(tn) = D2 by (b ulta)) = () [ 1= Db,

b.) Aussage ®@:
Wihle f(z) =z (m = 1) und w(0) = 1. Aus @ = u folgt u(t) = exp(t). Hieraus ergibt sich:
1

g1 = —(u(r) —u(0)) —(0,7,1)
T —
—_——
=1+41/2741/672+... P

Es gilt nun ky =1 € Py, ks = 14+7a91 € Py, k3 = 1+ 7(a31 + az2(1+7ag1)) € Po(7). Hieraus ergibt sich:

1
s+1)

glz( !TS+...

Dies ist optimal! O

Bemerkung:

Fiir die maximale Konsistenzordnung von expliziten RUNGE-KUTTA-Verfahren gilt:
pl1]2]|3[4]|5][6]|7]8 |10
s|1[2]3]4]6]7]9]11]18

14



1.3. AUTONOMISIERUNG

1.3 Autonomisierung
Ein System @ = f(¢,u(t)) mit u(ty) = ug ist dquivalent zu §(t) = f(y(t)) mit y(to) = yo, wobei

o (4) -1 ) (147) - (3) v

Eine Verfahrensfunktion ist ,invariant gegen Autonomisierung®, wenn

()=o)

gilt.

Lemma:

Ein explizites RUNGE-KUTTA-Verfahren ist genau dann invariant gegen Autonomisierung, wenn es konsistent
ist und wenn ¢; = 35 a;; mit i =1, ..., s gilt.

Beweis:
i—1
kz:f t+TCi7Z+TZaijbj
j=1

ks AN k; f(t—’_TZ'ai'Z—’—TZ'ai'I%')
L + T Qi ]) — g %ig» j QijRj
§) o[-z ()] - (75
Hieraus folgt 6; = 1.
(Zjibjkj> - ij <kf> = ij =1 und k; = k; mit f beliebig
J

Hieraus ergibt sich

E Qi5 = C; O
J

Satz 1.24:
Ein RUNGE-KUTTA-Verfahren ist genau dann konsistent von der Ordnung

*p=1:> bih=1

J

1
¥ p:2: ijCj:§
J
, 1 1
* p:32 ijcj = g, Zbiaijcj = 6
J 4,J

1 1 1 1
*p=4& ijc? =3 Zbiciaijcj =3 ZbiaijC? =12’ Z biaijajeck = 57
J 1,] 4,3 4,5,k
Beispiel:
Fiir die StMPsONregel gilt b = 1/6, by = b3 = 2/6, by = 1/6, ¢; = 0, ca = ¢3 = 1/2 und ¢4 = 1. Durch
Finsetzen findet man heraus, dass das SiMPSONverfahren konsistent von der Ordnung p = 1 und p = 2 ist.
1

C2 = a21 = 3

2

1 1 1 1
bzasaca + ba(asacs + asses) = 6 und bscgazaca + baca(asscs + as3cs) = 3 =>axp =3 und agzcy + agzcs = 3

1
byaszazaco = o = 3= 1

15



KAPITEL 1. ANFANGSWERTAUFGABEN

1.3.1 Realisierung

Fiir ein derartiges Verfahren benétigen wir einen Startwert ug und eine Zeit tg.

a.) Wihle die Schrittweite 7 > 0. (Ohne Kenntnis des Problems und der Gré8enordnung ist es nicht einfach,
eine sinnvolle Schrittweite zu wihlen.) Setzte t = ¢ und u = wy.

b.) k1 = f(t,u), ko = f(t+7/2,u+7/2k1), ks = f(7/2,u + 7/2ks) und kg = f(t + 7,u + Tks)

c) u:=u+ %(kl + 2kg + 2k3 + k4) und ¢ := ¢ + 7. Gehe dann zu Schritt b.) zuriick.
Fiir eg = u(to) — uo = 0 gilt die Abschétzung |g,| < C7P. Fiir dieses Beispiel gilt p = 4. Dies gilt fiir 7 < 79
(maximal erlaubte Schrittweite). Hieraus ergibt sich:

exp(A(t, —tg)) — 1

_ < OFP
|u(tn) —un| < CT n

Beweis von (1.24) fiir p = 2:

Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass die Differentialgleichung autonom ist. Wir machen eine TAYLOR-
Entwicklung;:

1 1
u(t +7) +u(t) +ar + —ir? + 612(1?)7'3 +0(t%)

2
Offensichtlich gilt u(t) = f(u(t)) = f. Hieraus ergibt sich:

i(t) = %f(U(t)) = Df(u(t)) -u(t) = " f

i) = () Fu(0) = 5 (Do) -a(0) = (G0I0)) 600+ D) J000 = 47+ 11 1

Wir wollen nun auch die Verfahrensfunktion entwickeln:

i—1 i—1 i—1
ki=f|z —|—7-Zaijk‘j 2)+7Df(z Za”b i+0(17) = f(=z )—&—TDf(z)Zaikf(z)—&—O(Tz) mit Zaij =g
Jj=1 j=1 j=1

9= lult+7)—u®)] =9t 7 ult) =

= () + <ii(t) + O(r?) — ijkj -

Lemma (1.25):

Wenn f eine L-Bedingung erfiillt, dann ist die A-Bedingung in (1.19) fiir explizite RUNGE-KUTTA-Verfahren
erfiillt.
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1.3. AUTONOMISIERUNG

Beweis:

Setze
ki=f z+72%"%‘ und k; = f 24'72““%
J J

Hieraus ergibt sich:

(1. 7.2) = (7 2)] < [ Yo bulhs — )

<> |bi| max |k; — k|

by — k1| = 1 f(2) = f()| < LIz = 2| = Lu|z - 4]
Unter Verwendung der Dreiecksungleichung und von |k — ]Afl| ergibt sich:
|]{72 — ]%Ql = ‘f(z =+ Tazlkl) — f(f =+ TCL21]A€1)’ < L|Z + Tas1k1 — 2 — TUJ21/A€1| < L(l + T|a21L)|z — 2| = L2|Z — 2|

Damit ergibt sich dann:
|k‘s—i€3|:‘f z—l—Zaijbj —f 2+Z@ijbj ’SL 1+T2|aij|Lj ‘Z—ZA’|ELS|Z—ZA§‘
J J J

Wihle im letzten Schritt A = L, womit das Lemma bewiesen ist. O
Frage: Lisst sich die Schrittweite 7, zu gegebenem & > 0 (Genauigkeit) variabel in der Art steuern, dass
folgendes |g,,| < €7 Dies bedeutet:

hﬁm-mJgfmm“X%D—l

Die Idee ist, zwei Verfahrensfunktionen 1), 1& der Konsistenzordnung p > p zu verwenden.

|gn - !A]n| = WJ(tn—la Tn, u(tn—l)) - 1[)(%—1, Tny u(tn—l))‘
Dann folgt aus der ,,Saturationsannahme*

lgn] _ O(7P) _p "
= = — = O Tp p S 9 < 1 fur T < T
6 07y 0T ’

mit der Dreiecksungleichung

. . . . . 1 .
1901 < 190 = Gnl +19nl < 190 = Gul +613al = 19ul < 775190 — 9n]
und auflerdem

. . . 1 . .
|gn *gn| < |gn| + |gn| < (1 Jr9)|gn| = m‘gn *gn‘ < |gn|

Das heif3t, wir haben den lokalen Diskretisierungsfehler also sowohl nach oben als auch nach unten abgeschétzt.
Also gilt

Tn = q/J(tn—l; Tns Un—l) - w(tn—h Tn—1, un—l) R Gn = Jn = Gn

Dies ist ein ,,Schétzer fiir den lokalen Diskretisierungsfehler. Der tatséichliche Fehler ist kleiner oder gleich einer
Konstante multipliziert mit dem , Fehlerschiitzer“. (Im Ferhlerschitzer vergleicht man den lokalen Diskretisie-
rungsfehler einer Verfahrensfunktion mit dem lokalen Diskretisierungsfehler einer anderen Verfahrensfunktion.)

Bemerkung;:

Der Fehlerschitzer ist ,,asymptotisch exakt“, denn 7, — g, fiir 7+— 0 (8 — 0 fur 7 — 0).

1.3.2 Schrittweitenvorhersage

Sei || & |gn| = CT2 + O(72+1) &~ C7P % . Wir withlen 7,41 mit der Eigenschaft [1,,1| ~ CTSH ~ ¢. Wegen
C= |77n|/7'5 gilt dann:

e [
Tn+l = - =Tn T
c |7
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KAPITEL 1. ANFANGSWERTAUFGABEN

Definition (1.27):

c| A

b7

pT
Eingebettete RUNGE-KUTTA-Verfahren

ki=flt+cerz+ TZaijkj mit Y (t, 7, 2) = Zbﬂc? (Ordnung p) und z/;(t,r, z) = Z bk; (Ordnung p)
g i J

Betrachten wir als Beispiel die SIMPSONregel:

0
1/2 | 1/2
121 0 1/2

10 0 1
1 |1/6 2/6 2/6 1/6

1/6 2/6 3/6 1/6 0
1/6 2/6 2/6 0 1/6

9,7, 2) — (6,7 2) = 5 (ks — )

1.3.3 Adaptives eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren
Wir gehen aus von den Startwerten ug und #g.
a.) Wéhlee >0, 7 > 0 und 9 € (0,1). Setze u = ug, t =tg, n =1 und k1 = f(t,u).

b.) Berechne

T T T T
h_fQ+?u+#Q7m_f@+§m+§@)

k4 :f(t+7',u+7'k;3), ks :f(t—l—T,u-i-%(kl +2]€2+2k/’3+/{34))
Der Fehlerschiitzer lautet n = 1/6(ks — ks).

c.) Falls [¢| < e wird definiert:

t::t—i-Tundu::u—|—%(l€1—|—2k2—|—2k‘3+k4),k1:k5 und n:=n-+1

d.) 7i=18 ﬁ und gehe zu Schritt b.)
n

77(757 T, Z) = g(t7 T, Z) - g(ta 7, Z) = ’lZ)(ta T, Z) - QZJ(t, T, Z) mit f) <p
Speziell fiir das RUNGE-KUTTA-Verfahren gilt:
ﬁ(t,T,Z) = Z (1;J - bJ> kj

J

lim max + gn| =
T—0n=1,....N, |77n gnl

= hm max |n(tn7177—n; unfl) - n(tn7177—7u(tn71)) + ’r](tnflyT'ruu(tnfl)) + g(tnflv’rnau(tnfl)” S

T7—0n=1,...,N,
< max. (A4 Bunos — altan) + lga] = 225920 _ orpy
n=1,....N- —~ |Gnl

Oo(rr) O(r?)

Hieraus ergibt sich |n,| — |§n|; der Fehlerschétzer 7, ist also asymptotisch exakt.
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1.4. FEHLERSCHATZEN DURCH EXTRAPOLATION

1.4 Fehlerschitzen durch Extrapolation
Vergleiche 4, = up—1 + Tnt(tn—1, Tn, Un—1) mit demselben Verfahren bei halber Schrittweite «,, 1= Upo1 F
%d’(tn—l, Tn/27 u’n,—l)~

L T, Tn Tn ~ ~ _
Un = unfé + ?nw ( n—1+ 2n ;,Un,%) = Un—-1 +Tn¢(tn7177—naunfl) mit

rr z—i—z@b(t T z))
272’ 2 12’

Wir setzen folgendes voraus:

Bt,m2) = o (1 +

9(tn—1,Tn,tn—1) = CTE + O(Tfl’“) und §(tp—1, T, tp—1) = C (%)p + O(Tf{“)

Hieraus ergibt sich

> 5 1 P p+1
Up — Up = T’n(g(tn—thvun—l)) - g(tn—thvun—l) =7, |C|1- 27 T, + O(Tn )
und weiter fiir den Fehlerschéatzer:

1 1
(-0 =C(2) ot =gu+ 0 = (2) + 06t =G + O

Mn =

Wir haben also einen asymptotisch exakten Fehlerschétzer!

1.5 Adaptiver Algorithmus zu einem Verfahren ) der Ordnung p

a.) Schritt 0: Wahle e > 0, 7 <7, M > 0 und 9 € (0,1). Wihle auBerdem Startwerte u = ug, t = to und
7> 0.

b.) Schritt 1: 4 = u + 7¢(¢,7,u) (Losungsvorschlag) und halbierte Schrittweite uw = u + 7/2¢(t, 7/2,u)
(Losungsvorschlag)

11
w170

= sy (b7

> 7',17) und n =

c.) Schritt 2: Falls |n| < € und ¢t = T, breche das Verfahren ab. Falls andererseits ¢t +7 > T, setze 1 =T — ¢
und t =t + 7.

d.) Schritt 3: Anpassung der Schrittweite an den Fehlerschétzer:

Falls t # T ist, setze 7 := 197</ Bk Falls 7 > 7 setze 7 :=T.
n

e.) Schritt 4: Falls |u| > M breche das Verfahren ab; ebenso, falls 7 < 7, also die Schrittweite unter die
vorgegebene kleinste zugelassene Schrittweite sinkt.

Sei a: R — R™ glatt mit a(r) = a(0) + ap7? + apr 17" + ... + O(7P+?) (TavLORentwicklung). a(7) sei
berechenbar fiir 7 > 0, aber nicht a(0). Extrapoliere dann a(0) aus den Werten a(7g), a(m1), ..., a(ry) fiir
To > 71 > ... > T > 0. Bestimmte ein Polynom P € Py mit P(7;) = a(r;). Hieraus ergibt sich P(0) =
a(0) + O(rP*+1).

Beispiel:

Seik=1,19=7und 71 = 7—/2.
a(T) = a(O) +apT? + 0(7—1”+1) und a (%) _ a(O) +a, (g)p n O(Tp+1)

Damit ergibt sich das Interpolationspolynom:

2P+a(%) —a(T) 49 a(T) —a(g)

P(r) = »_1 (22— 1)

™ = P(0) =

<2pa (I) - a(r)) = a(0) + O(rP*1)

2r —1 2
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KAPITEL 1. ANFANGSWERTAUFGABEN

1.5.1 Anwendung: Numerisches Differenzieren

a(r) = 2(f(t+7) — (1)

Wir betrachten f € C3. Mit einer TAYLORentwicklung ergibt sich dann:

o) =2 [70+ 7110+ 372170+ O) - 18] = 110+ 57170 + O()

T

Fiir K =1 und p = 1 ergibt sich in Approximation 2.0Ordnung:
=24 (7) - 2y 1 TN 3£t — 2
) =2a(F) —a(r)+0(%) =~ [af (t+2) = 3f()) = ft+7)] + O

1.5.2 Anwendung: Symmetrischer Differenzenquotient

Man bezeichnet

1

a(r) = o [f{t+7) = f(t - 7)]

als symmetrischen Differenzenquotienten. Wir nehmen fiir unsere folgenden Uberlegungen an, dass f € C°.
Dann ergibt sich TAYLORentwicklung bis zur fiinften Ordnung;:

2ra(r) = S0+ PO + 37O+ 5707 + 51107+ 0() ) -
# (0= rr 517 0r  § 170+ o+ o))

Damit erhalten wir:

a(r) = £(0) + 5" (07 + O(r*)

a(0) = 3% [Qf (4 5)+2r (- 3) —;f(t—i—T)—;f(t—T)] +O(Y = /(1) + 0(rY)

Damit kann die Ableitung viel genauer berechnet werden als mit dem gewdohnlichen Differenzenquotienten
(wegen Rundungsfehlern). Die Voraussetzung f € C° setzt jedoch die Anwendung bei partiellen Differential-
gleichungen sehr ein, da dort oft f & C® ist.

Satz (1.28):

Sei f € Ck([to,to + T] x G,R™) und u € C*([tg,to + T],G) eine Losung von u(t) = f(t,u(t)). Dann gilt
u € CH1([to, to + T, G).

Beweis:

Wir kénnen ganz banal die zweite Ableitung hinschreiben:

(t) = %f(t, u(t)) = Dy f(t, u(t)) + Daf (£, u(t))ilt) =: Fa(t, u(t), u(t))

Das ist stetig, damit ist i stetig, also gilt v € C? und F, € C*~!. Kommen wir nun zur dritten Ableitung:

U(t) = %Fg(t, u(t), u(t)) = Dy Fa(t,u(t), w(t))+ Do Fo(t, u(t), w(t))u(t)+Ds Fa(t, u(t), u(t)) =: F5(t,u(t), a(t), u(t))

Dies ist auch stetig, also ist u € C® und F3 € C*~2. Der Beweis ergibt sich dann durch vollstindige Induktion.
O

Satz (1.29):

Sei f hinreichend glatt und u Losung einer Anfangswertaufgabe in [tg, ¢ + T]. Des weiten sei ¢ ein Verfahren
der Ordnung p. Dann existieren glatte Funktionen co, ¢1, ¢, ... mit ¢;(to) = 0 und u”(t) = u(t) + co(t)7? +
cr()TPH + ... 4 O(rP*) fiir alle k und t € to + N7 (¢t < T). Dabei sei u” (tg + n7) = u"(tg + (n — 1)7) +
TY(to + (n — D)1, 7,u™ (b + (n — 1)7)).
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1.5. ADAPTIVER ALGORITHMUS ZU EINEM VERFAHREN ¢ DER ORDNUNG P

Beweis:

Wir wollen nur den Spezialfall (¢, 7,2) = f(t,2), p = 1, k = 1 und n = 1 (skalare Anwendung, explizites
EuLERverfahren) beweisen. Sei ¢y Losung von éq(t) = Do f (¢, u(t))co(t)—1/2ii(t), co(t) = 0. (Dies ist eine lineare
homogene Differentialgleichung. Aus der Existenztheorie wissen wir, dass solche Gleichungen eine Lésung
besitzen.) Es gilt fiir festes 7 und ¢, = t9 + n7 und u,, = u”(¢,) mittels TAYLORentwicklung;:

ultsr) = wltn) + )+ Sii(ta) 7 + < (60)7 mit € € (b, tnsa)

Wtnst) = ultn) + (b, ultn))T + %u(tn)ﬁ + é'u'(fn)#

Fiir den Fehler e, = u,, — u(t,) ergibt sich wieder mit TAYLORentwicklung:

ent1 = en — U(tni1) +ulty) + 71 (tn, un) = €n + 7(f (tn,un)) — FEu(tn)) — %ﬁ(tn)Tz - %Pu(fn) =
= o+ 7D (b ultn))en + 5TDRS (s ultn)) el = Sr¥iltn) — <7V (6)

Dann gilt fiir €, = 1/7e,:
— — — ]- . 2 . ]- 2 —2 ].
€nt+l1 = €n t+ T(DQf(tnau(tn))en - iu(t)) + 7°r, mit r, = §D2f(tna u(tn))en - gu(gn)

Fiir ¢hq1 = ¢ + 7h(tn, ¢n) mit h(t,c) = Daf(t,u(t))e — 1/2i(t) folgt, dass co(tn) — ¢n = O(T).

€n =TEp =T (cn + Z 7'21"n> =71co(tn) + 7 (cn —co(tn)) +7 Z 721, = Teo(tn) + O(12) O
n ﬁ_/ n
O(r)
<72T|rp|

Bemerkung;:

Die Entwicklung konvergiert fiir festes £ und 7 — 0, aber im allgemeinen nicht fiir festes ¢ und 7 und k — oo.
In der Anwendung ldsst sich die Extrapolation mit dem NEVILLE-Schema auswerten. Sei ¢, (¢, 7, z) ein diskreter
Fluss. Definiere ¢, (t, 7,2, k) = y rekursiv durch y = 2, fiir j =1, ..., k: y = ¢, (t + (j — 1)1, 7/k, y). Dann gilt
fiir p=1: k= 27.

UOO = ¢T(taTaZ)7 UlO = ¢T(t77-72a2)7 U20 = ¢T(t;7—7274)7 RN Uk)O = ¢T(t77—7252k)

1
Ui = 2U19 — Ugo, Uar = 2Uz9 — Uip und Uzz = §(4U21 —Un)

Allgemein gilt:

1 ; . 3} 1 1
Uij = %1 (QJUk7j_1 — Uk_17j_1) mit Fehlerschétzer ny; = ﬁ(Ukj - Uk+17j);

Wir kénnen hier sowohl die Schrittweite 7 als auch die Ordnung k steuern.

1.5.3 Mittelpunktregel
Ein Verfahren heifit ,,reversibel“, wenn fiir den diskreten Fluss ¢, (t + 7, —7, ¢, (¢, 7, 2)) = z gilt.

Beispiel:
Dies gilt fiir die Trapezregel (implizit):

Tn 1 1 Tn 1 1
y TlUn + ZUp—1 | = Up—1 = Up — Tn.f (t + Tn) - ?7 Qun—l + §un

U7L:un—1+7nf (t+2 D) 2

Dies ist eine sehr schone Eigenschaft, um Energierhaltung in mechanischen Systemen zu gew&hrleisten.
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KAPITEL 1. ANFANGSWERTAUFGABEN

Bemerkung:
1.) Es gibt keine reversiblen expliziten RUNGE-KUTTA-Verfahren.

2.) Fiir reversible Verfahren gilt:
aT(8) = ult) + ()72 + &1 ()72 4.+ O(r2ah)

3.) Explizite Mittelpunktregel u; = ug + 7f(to, uo), Unt1 = tUn—1 + 27f(tn,uy,) fir n =1,2, ...
Diese ist reversibel und insbesondere gilt 2.)

4.) Oszillationen in der Fehlerentwicklung kénnen verringert werden:

- 1
Uy = Z(un,l + 2Up + Uny1) = Up + 0(72)

Auch fiir diese Entwicklung gilt immer noch 2.)
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Kapitel 2

Lineare Mehrschrittverfahren

Definition:

Sei A = {t, =to+mnmitn =0,..., N} ein dquidistantes Gitter in [to, to+7T] und fester Schrittweite 7 = T'/N.
Seien ug, u1, ..., ux—1 Ndherungen fiir die Anfangswertaufgabe @ = f(¢,u) und u(tg) = up an den Stellen ¢,
t1, ..., tg—1. Ein ,lineares Mehrschrittverfahren® definiert Werte uy, . . ., uy rekursiv durch folgende Gleichung;:

k k
Zak—lun—i = TZﬂk—lfn—i mit n = kv k + 17 L) N und fn = f(t77,7un)

=0 =0

0.B.d.A. sei a, = 1. Es ist durch ag, ..., ag_1, Bo, - .., Ok bekannt; fiir B = 0 ndmlich explizit, sonst implizit.

Beispiel:
a.) ADAMS-BASHFORTH (explizit)

Approximiere die Funktionswerte f(¢,u(t)) im Intervall [t,_1,¢,] durch ein Polynom P € P;_; mit
P(tn—i) = fn—i fiir i = 1, ceny k. Gilt

u(tn) = u(tn-1) + / ft,u(t))dt

approximiere
tn A
Uy = Up_1 + / P(t)dt = up_1 + TZBk—ifn—i wobeil a =1, ag—1 = —1 und ax_; =0(i > 1)
£ i=1
A f(t,u(t)) = ()

i i >
t'n,fS tn72 tnfl tn
Gilt
k k Lt )
P(t) = L;(t) fr—; mit L;(t) = — "9 wobei Li(t,—:) =0
() =3 L) (1) I;It— (tn—s)
J#i

1 Lok Lok .
b b —(1-
/Li(t)dt:T/Li(tn_lﬂT)ds:T/H L=t fdszf/HMds:TﬁH
0 0 0

tn—1

Betrachten wir nun Spezialfille:
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KAPITEL 2. LINEARE MEHRSCHRITTVERFAHREN

i) k=1 up, =up_1 + Tfn 1 (explizites EULERverfahren)
11) k=4 Up = Un— 1+ (55fn 1+59fn 2+37fn 3_9fn 4)

b.) ADAMS-MOULTON (implizit)

Approximiere f(t,u(t)) in [t,—1,%n] durch ein Polynom P € P, mit der Eigenschaft P(t,_;)fn—: (i =0,
., k). Hieraus folgt:

k
Up = Up—1 + TZBk—ifk—i mit & =1, &1 = —1und &p_; =0 fir¢ > 1
i=1

Die beAtak,i sind folgendermaflen definiert:
— 1
j—i
J751
Schauen wir uns wieder einige Spezialille an:

i) k=0 up = up—1 + Tfn (implizites EULERverfahren)
i) k=3 up = up_ 1t 51 (9fn+19fn 1= 5fn-2+ fn-3)

Dieses Verfahren ist aufgrund der grofleren Unterschiede zwischen den Koeffizienten weniger aus-
16schend als das Verfahren ii.) unter Punkt a.)

c.) NYSTROM (explizit)
Approximiere f(t,u(t)) in [tn—1,tn] durch P € Py_q mit P(t,—;) = fn—; fiir i = 1, ..., k. Dies fiihrt zu:

Up = Up— 2+7_Zﬁk zfn ZInltﬁkli/l_[ 2+]d

J#Z
i) k=1 up, = up_1 + 27f,—1 (explizite Mittelpunktregel)

d.) BDF (backward difference formula, implizit)

Diese Verfahren werden oft beim Losen von partiellen Differentialgleichungen eingesetzt.

A
u(t)

f’n—3
: = T >
tn—3 t’n,—2 tn_l t,,,,

Approximiere u in [t,_g,t,] durch P € Py mit P(tn_;) = un_; fiir i = 0, ..., k. Setze P(t) = fy; das
heif3t:

k . d . k t _ tn7J

Zakﬂ'unﬂ' =7f, mit Tap_; = —L (t ) mit L ( ) lotp—y

‘ dt L1y

=0 iy P

Fiir £ = 1 ergibt sich das implizite EULERverfahren, namlich w, — up_1 = 7 fn.

Lemma 2.2:

Sei fiir f eine L-Bedingung erfiillt und sei 7L|8;| < 1. Dann konvergiert fiir jeden Startwert uno € G die
Iteration

: k
—Zak_iun_i +726k_ifn_i + 7B f (b, uT V) fiir 5 =1, 2, ... und ul¥) = F(u™Y)

=1 i=1

gegen die Losung des Mehrschrittverfahrens.
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Beweis:
0§+ — a9 = 7841 (b 6) = F b, )] < 7B L) — G
Dies konvergiert nach dem BANACHschen Fixpunktsatz. O

Definition 2.3:
Zu u € C([ty,t, + T],G) definieren wir den ,lokalen Diskretisierungsfehler®

gakzunz Eﬁklunl

Lemma 2.4:

Sei u analytisch , das heifit wir kénnen u als Potenzreihe entwickeln:

ult — s7) °_° ()ju(t)

Dann lédsst sich der lokale Diskretisierungsfehler schreiben als:

) i k
gn = ijz_:o(—l)jCjTj (i) u(ty) mit Cp = ;ai und C; = . szal - sz 1g; fiiri >0

Beweis:
Wenn man davon ausgeht, dass u als obige Potenzreihe darstellbar ist, ldsst sich @ folgendermaflen darstellen:

il sm) =3 57 (& )j“u@

j=0

Damit ergibt sich durch Einsetzen:
oo k o i k i+1
1 . Y d\’ . 1L/ dY
_2:75: (1) _E (1) g
" j=0 lT i=0 e (Y 7! (dt) ultn) i=0 Jemr (=) j!l (dt} U@ﬂ)]

Durch Koeflizientenvergleich folgt die Behauptung. O

2.0.4 Alternative
Setze f; = f(t;,u;) = f[t;]. Dann gilt folgender Satz, den wir frither schon bewiesen haben:

1

fltis- -t = O (fltivns--osti] = fltis- -5 tj-1])

Den Spezialfall, dass die Stiitzstellen dquidistant zueinander liegen, verwenden wir Vo fi = f; und Vi £
ViTlf; — ViTlf,_ 1. Auf einem #quidistanten Gitter ¢, = to + n7 gilt VEf; = klr* fr;_p, ... 5]

a.) ADAMS-BASHFORTH:

Approximiere f(t,u(t)) durch

P(t) = fn—l + f[tn_z,tn_l](t — tn—l) 4+ ...+ f[t”_k, . ,tn_l](t — tn—l) ... (t — trL—k+1)

Wir setzen nun ¢ als Zwischenstelle zwischen t,,_1 und ¢,, ein:

1 1)...
P(tn—l + 57—) = VOfn—l + Svafn—l + MV%fn—l + ...+ uvkilfn—l =
1-2 (k—1)!
k—1 s i s—j
V' fn_1 mit =lund | . ) = -
=30 ()i (1) =1 (0) < T1%5
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KAPITEL 2. LINEARE MEHRSCHRITTVERFAHREN

Dies setzen wir in unsere Formel ein:

1
un:un,l—i—r/P n-1+s7)ds = up_ 1—&-7‘2%an 1 mit y; = (— 1)i
0

o— .
7 N\
<. |

Vo)
N———
Q.

Vo)

b.) ADAMS-MOULTON:

k-1 1
~ i .o~ i 1 — S
Up = Up—1 +T E 3iV' fn mit 5; = (—1) /( ; >d8
1=0 0

c.) BDF:

Approximiere v in [t,_, t,] durch

P(t, + s7) = zk:(—l)i (_Zs> Viu,

1=0

Mit

d (=S |0 fir ¢=0 : _
@Y (z > =0 { g s WP =T
erhalten wir:

k

1

2 Ve =7t

Fiir den Spezialfall £k = 2 ergibt sich dann:

1 1 3 1
vlun + §v2un = Up — Up—1 + i(un - 2’U/nfl + un72) = §un - 2’(1,“,1 + 5”7172 = Tfn

Definition 2.5:

Ein Mehrschrittverfahren ist konsistent von der Ordnung p, wenn Cyp = C; = ... = C, = 0 und Cpy;1 # 0.
Cp41 bezeichnet man auch als Fehlerkonstante.

Lemma 2.6:

Ein Mehrschrittverfahren ist konsistent von der Ordnung p, wenn der lokale Diskretisierungsfehler fiir Polynome
vom Grad p verschwindet.

Beweis:

Durch TAYLOR-Entwicklung an der Stelle t,,_j erhalten wir:

u(t) = zp: ! <§t>ju(tn—k)(t ) + R(1) mit R(t) = - /t (t — ) (i)pH u(s) ds

Jj= O

Damit kénnen wir den lokalen Diskretisierungsfehler auswerten:

k k
1 d
n| = |0 - R(t,— —i = —i—R(tn—) <
o0l = [0+ 7 3 Rltn-ss = 32 s g i)

d p+1 1 k tn k
< H<dt) UH ;Zomk—i\ / (tn*S)pds+zl|5k—i|(tn*tn—k)p <Cr?
oo 1= trk 1=

Konsistenz alleine geniigt jedoch nicht! Warum ist das so? Betrachten wir dazu folgendes Beispiel:
Up = 4un71 + 5un72 + T(4fn71 + 2fn72)
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az=1, a1 =4, ap=—-5und B2 =0, 51 =4, By =2
Damit ergibt sich:

Co=> aj=1+4-5=0

Cr=>icai=» Bi=0(=5)—1:4+2-1—(2+4) =0

C :121‘2044—2@36':1(1~4+4~1)—(0~2+1~4):0
2 2 - 1 i 0 2

C :121‘3@4—2@‘154:1(1'4+801)71(1~4):0

3 6 - 1 i i 6 9

_ 1N I 1 1
C4f24;z o 622 Bi=gg(1-4+16-1) = =(1:4) #0

K2

Damit gilt p = 3. Wihle nun f(¢,u) = —u. Setzen wir dies in das Schema ein, so erhalten wir die Vorschrift
Up = —4tUp_1 + Sup_o — 7(4dtp_1 + 2up—_2). Dies kann man entsprechend als Differenzengleichung schreiben:

Un + (4 +47)up—1 4+ (=5 + 27)up—2 =0

Fiir diese Differenzengleichung machen wir den Ansatz u,, = z". Damit ergibt sich die quadratische Gleichung
22+ (4+47)z + (=5 + 27) = 0. Die Losungen dieser Gleichung lauten z1 /5 = —2 4 27 + 31/1 + «(7), womit
weiterhin folgt:

Un2012?+622721=>71£r%)|un|=\02|-|—5|”'—>oofﬁrnn—>oo

Definition 2.7:

Zu einem Mehrschrittverfahren definieren wir das ,,charakteristische Polynom“ durch:

Definition 2.8:

Ein Mehrschrittverfahren heifit stabil (0-stabil), wenn fiir alle Nullstellen A; von x gilt, dass |A;| < 1 ist. Fiir
|A:] = 1 soll A; einfach sein. (Das heiBt: x'(A;) # 0, wenn |A\;| = 1 und x(X\;) = 0)

Satz 2.9:

Wenn ein Mehrschrittverfahren nicht stabil ist, dass ist die diskrete Losung fiir 7 +— 0 und fiir fast alle
Anfangswerte unbeschrénkt.

Beweis:

Fiir 7 — 0 konvergiert u,, gegen eine Losung von der linearen Differenzengleichung >, ap—;z,—; = 0. Die
Behauptung folgt dann aus (2.10). O
Satz 2.10:

Sei

T

k r
x(\) = Zai)\i = H(/\— A)™ fir A, # Ay, fiir v # pound Zm,, =k
i=0

v=1 v=1
Dann hat jede Losung (2p)n=0,1,2,... der linearen Differenzengleichung

k
Zak,izn,i firm=k k+1,...
i=0
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KAPITEL 2. LINEARE MEHRSCHRITTVERFAHREN

die Form:
r my,—1 ’I’L'
_ ) : n
=, D oy (n _j)!AV
v=1 j=0

Existiert eine mehrfache Nullstelle \; des charakteristischen Polynoms mit | ;| = 1, so wiichst z, proportional
zu n!, ist also nicht mehr beschréinkt. Die Koeffizienten ¢, ; sind eindeutig durch zg, 21, ..., 2Zx—1 bestimmt.

Beweis:
Die Losungen bilden einen Vektorraum der Dimension k. Also geniigt es zu zeigen, dass

n!

Zp = — A\, fir0 <j<m,
(n—j)!

Losung ist. Betrachten wir zuerst den Fall j = 0:

k

X)) =0=) o A = A Fx(\) =0
=0

Fiir den Fall j = 1 ergibt sich:

k k k
S i — )AL = A TE S ai(n = RAET AT g (k- i) AT =
=0 =0 i=0

= A (= k)xOw) + A2 () = 0

v

Dies folgt daraus, dass wir eine doppelte Nullstelle haben. Auf diese Weise kann dies fiir j > 2 fortgesetzt
werden. O

Beispiel:
a.) x(z) = 2 — 2F=1 = 2F=1(2 — 1) (Dies gilt auch fiir Verfahren b.)
c) x(z)=2F - 22 =22 - 1)(z + 1)

d) k=2:x(\) = %)\2 — 2\ + % = %(3)\— DHA—1)

Warnung: BDF ist fiir hohe Ordnungen nicht stabil (da es Nullstellen A; mit [A;| > 1 gibt)!

Satz 2.11:

Sei u € Cl([tg,to + T],G) Losung der Anfangswertaufgabe (1.1) und sei fiir f eine passende L-Bedingung
erfiillt und sei 7L|Bx| < 1. Dann gilt fiir ein stabiles Mehrschrittverfahren: Es existieren Konstanten K, L* > 0
mit folgenden Eigenschaften:

| —u(ty)] < K| max |u; —u(t;)|exp(L*(t, —to)) + max |gn| (
=0, k1 =k

exp(L*(t,i*— to) — 1))}

=K,...y

Lemma 2.12:

Sei A € R** mit dem Spektralradius o(A4) = o = max,c,(4) |pt|. Wenn fiir jeden Eigenwert A € o(A) mit
[A\| = o die algebraische Vielfachheit genau der geometrischen Vielfachheit entspricht, dann existiert eine
symmetrische und positiv definite Matrix S € R¥* mit der Eigenschaft |Az|s < o|z|s mit z € R, wobei
|2|s = V2782, |Als = sup|, ;1 |Az]s, |2] = V2Tz und |B| = sup, _ | Bz|.
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Beweis:

Zu einer Matrix A existiert eine Matrix @ € C** mit der Eigenschaft Q' AQ = J, wobei J die JORDANsche
Normalform ist:

A, 1.0 0 0 0 0

0 X 1 0 0

Ji 0 0 0 A 1 .0

J = mit den Blocken J; = | 0 0 0
0 " 0 1 0

0 o T 0N

0 0 0 0 0 0 X

Hieraus ergibt sich:

Aj e 0 0 0 01 0 0 0
J§ 0 0 S 0 1
E'JE = mit J5 = | = \;jI4+eN; mit N; = |
0 Jz :
r 0 . . )‘j 9 0 - 0 1
0 0 0 0 X\ 00 0 0 0

Damit ergibt sich:

|[E7'JE| = max |J5| < max ¢ max |A;[, max |A;] + | Nj|
[Ajl=e |Aj<e

Wiihle € > 0 so klein, dass |\;| + ¢|N;| < o fiir alle |\;| < o. Wihle S = Q" TE-TE'Q! per Konstruktion
symmetrisch und positiv semidefinit. So kénnen wir |Az|s ausrechnen:

|Azls = /2TATQTETE-1Q Az = |E'Q ' Az| = |[ET'Q 'AQEE'Q 2| = |[ET'JEE'Q "2 <
<|ETTEIETIQT 2| < ol2s

Beweis von 2.11:

Sei m = 1. Aus oy, = 1 folgt:

€n = U(tn) — Up =

k k k
=TGn — Z a—utn—i) + 7o B—if (bn—is u(tn—)) + Z Q—iUn—i — T Z/@k—z‘f(tn—i, Up—i) =
i=1 P s
k k f@n,utn)) = ftnsun)
. fir e, #0
=Tgn = Y Ok—ini+T Y B iGn—i€ni mit g, = en n?
i=1 i=0 0 fir e, =0

Hieran kénnen wir gut erkennen, dass ¢, abschétzbar ist:

‘f(tnau(tn)) - f(tn>un)| <

<
ol < ) —wl S
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Damit folgt also:

k k

(1 Tﬁnqn €n = TGn — Zak: i€n— z+7—2ﬁqn ibn—i = — Zakfienfi"'T'Tn mit Tn = gn+26k7iQn7ien7i
=1 =1

Bilde

kr
kn_1
=1 . € RF
knkarl

womit wir den obigen Ausdruck folgendermafien schreiben kénnen:

Tn In
0 0

Dre, = Ae,,_y +7r, mitr,=| . |,g =] . | und D, = diag(1 + 70kqn, 1,...,1)
0 0

Mit diesen Definitionen ist es moglich, die Matrix A zu schreiben in der Form:

—Qg—1 —Qg_2 ... ... —Qp
1 0 0 0 0
A= 0 1 0
0 0 . .. 0
0 0 0 1 0
k
Das charakteristische Polynom lautet damit x(z Z a;z', was man am Beispiel
=1
—Q2 —Q1 —Q
A= 1 0 0

nachvollziehen kann. Wegen Lemma 2.12 existiert eine symmetrische, positiv definite Matrix S mit |Az|s < |z]s,
woraus |A|g < 1 folgt. Normiiquivalenz:

clz| < |z|ls < Clzl mit C >1>¢>0

Schauen wir uns nun die Norm folgender Matrix an:

|Dy = 1| = |7Bnan| < 7|Bk|L <1

Damit konnen wir die NEUMANNsche Reihe anwenden und D,, = I — (I — D,,) ist invertierbar.

L
D1<‘ (I - D,) ’< Gl :D;1—1<M

3>0 7>0

Hieraus ergibt sich dann folgende Abschéitzung:

D1z —z|s C IBk|L C
D lg <|I D' -Is=1 |”7<1 —|D;' —I| <14 7Lg mit Ly = ———— —
| n |S—| |S+| n |S +i17151(:)) |Z|S <1+ C| n |— + 7Lp mi 0 1—T|ﬁk|LC
k
ITnls < lgnls + |rn — guls < lgnls + Clra — qn| < |gnls +CZ|ﬂk—i||qn—i||§n—i| <
=1
1 1
k 2 k 2 C k
<|gn CL i 12 <|gn L . it L4 = —L _il?
= |g |S+ (Z_Zl |ﬁk | > (Z_Zl ‘§n72| ) = |g |S+ 1|§n77,‘5 mi 1 c Zzzl|ﬁk |
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Somit kénnen wir weiterrechnen:
|§n|5 = |D771(A§n—i + Tﬂn)|s S |D;1‘S (|A|S|Qn—i‘s + T‘Kn‘s) S

< (1 +7Lo) (len-1ls + 7(lgn] + Lile,_i)l) < A +7L*)(|en—sls + lgnls) mit L* = Lo + L1 +7LoLs
Jetzt ist es uns moglich, das diskrete GRONWALL-Lemma anzuwenden:

exp(L*(t, —tx)) — 1
L*

lenls < leglsexp(L*(tn —tn—k)) + max lg;ls

1 C N exp(L*(t, —tx)) — 1
[ —u(tn)| < le,| < =le,ls < — [leglexp(L*(tn —tn—x)) + max |g;] (L " )
c c j=kyeccn L

len| < Vi max 1|uj —u(t;)] mit K = 9\/% O
- c

Jj=0,...,

Aus dem Beweis sollte man sich folgende Tricks merken:
1.) Wihle geeignete Normen! Man kann mit ihnen viel einfacher rechnen als mit Spektralreihen.
2.) Nutze die NEUMANNsche Reihe aus. Das ist ein sehr gutes Hilfsmittel, um inverse Matrizen abschétzen.

3.) Verwenden des GRONWALL-Lemmas

2.0.5 Stabilitét

Wir schauen uns die kontinuierlichen Losungen w und v des Problems u = f(¢,u(t)) baw. v = f(t,v(t)) an.
Das kontinuierliche GRONWALL-Lemma sagt uns dann, dass |u(t) — v(t)] < |u(to) — v(to)|exp(L(t — to)) gilt.
Einschrittverfahren:

Up = Up—1 + T¢(tn,1,Tn,Un,1) und Up = Up—1+ T",/}(tnfla'rnvvnfl)

Auch hier gilt analog |u, — v,| < |ug — vo|exp(A(t — tp)), wobei A — L fiir 7 — 0. (Die Kondition wird
also kodiert durch die LipscHITz-Konstante.) Bei den Mehrschrittverfahren macht es Sinn, die LIPSCHITZ-
Bedingungen der Vektoren w,, bzw. v,, anzugeben:

Ug
[y, = vnls < gy — vp_1|exp(L* (¢ —to)) wobei uy,_y = | i | €R"
Uk—1
Hierbei gilt L* — oo fiir 7L|Gg| — 1.
Folgerung 2.13:
Wenn das Mehrschrittverfahren konsistent von der Ordnung p ist und wenn w1, . . ., ux_1 mit einem Einschritt-

verfahren der Ordnung p — 1 berechnet werden, dann ist |u(t,) — u,| = O(7P).

Beweis:

Fiir die ersten Schritte eines Einschrittverfahrens haben wir folgende Abschétzung:
exp(A(t; —to)) — 1
A
<O(r*7Y) (kt+ O(?)) = O(rP) fiir i < k

< oY (iT + %A(i7)2 +.. > <

lu(ti) —u;| < max |gj]
Jj=1,...,3

Beispiel:

ur =ug + 7 fo
’LL2:U0+2Tf1

Uz = —QaUz — QiU — QolUp + TZﬂf
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Satz 2.14:

Fiir stabile Mehrschrittverfahren der Ordnung p gilt:

k+2 fir k gerade
pe k+1 fir Fk ungerade
k fir By = 0 explizit

Beispiel:
Wir machen folgenden Ansatz:
Uy + 1Up—1 + aotn—2 =T (Bafn + B1frn-1+ Pofn-2) wobei az =1,k =2

Wir lesen Cy = 14+a;+ag = 0 ab. Setzen wir dann o = g und a; = —1—q, so ergibt sich das charakteristische
Polynom:

xz)=22—(1+a)z+a=(z—1)(z—q)
Das Verfahren ist also stabil fiir —1 < a < 1.

1
Cr=0a1+2—(fo+p1+f2) und Cy = S (a1 +4) = (61 +262)

1 1 1 1

C3 = 6(041 +8) — 5(51 —|—4ﬂ2) und Cy = ﬂ(al + 16) — é(ﬂl +8ﬁg)
Aus C = Cy = C3 = 0 ergibt sich dann:

fo= —=(1450), fi = 2(1—a), b = =(5+a) und Cs = —(1+a)
0= T2 @y Pr=gltmal = pbrajidta = ok ma

Fiir o = —5 ist der Verfahren explizit der Ordnung p = 3. Damit ist aber das Stabilitédtskriterium nicht erfiillt,
womit das Verfahren instabil ist. Fiir o = —1 gilt p4 und das Verfahren ist optimal!

1
Up = Up—2 + gT(fn + 4fnfl + fn72>

Dies ist gerade die SIMPSON-Regel.

2.0.6 Prediktor-Korrektor-Verfahren

% Prediktor mit explizitem Mehrschrittverfahren:

k k
0
Uy = — § Qp—ilUp—i + T E Br—ifn—i
i=1 =1

% Korrektor mit implizitem Mehrschrittverfahren:

k k
ul = — Z Qk—itln—i + T8, f (tn,ud ") + 7 Z Br—iUk—;

i=1 i=1
Wir machen die Korrektur nur so lange bis zur Konvergenz. Konvergenzkriterium ist hier |u/ — u/=1| < c7?.

Lemma 2.15:

Sei pP die Fehlerordnung des Prediktors und sei p® die Ordnung des Korrektors. Dann ist p = min{pP + j,p°}
die Ordnung des Prediktor-Korrektur-Verfahrens.
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Beispiel:

Betrachten wir:

0
Uy = Up— 1—1—24(

Wir schiitzen den Fehler ab unter der Annahme, dass |u(t,—; — u,—;| klein ist fiir i =1, ..., k.

1 d p+1
gn = — [u(tn) — up) ~ Cpp17? (dt) w(tn—k) + O(TP+1)

T

Fiir den Prediktor wéhlen wir das ADAMS-BACHFORTH-Verfahren (mit & = 4, p = 4) und den den Korrektor
das ADAMS-MOULTON-Verfahren (mit & = 3, p = 4). Man kann dann berechnen, dass folgendes gilt:

251 19
CP =22 ind ¢ = ——
5= 790 MY T T

Damit erhalten wir

5
u(ty) —ud) = CPr° (i) u(t,_x) +O(7°)

5
ulta) o, = C7° () ultaes) + O)

womit sich ergibt:

d 5
= = (€5 - ) (5] ulta) 4 O()
.1 , d\’° cs o1,
g5 = () =) + O(r%) = O3t () ultn) +0() = e (] = 42) +0(+)
Wihle nun den Fehlerschéitzer:
1 Cf u 0
n = T or g e )

2.0.7 Schrittweitensteuerung

1.) Wahle € > 0.

2.) Speichere immer i =0, ..., K Werte (K = 2k)
Fiir |n,| > € setze 7 := 1/27. Berechne Zwischenwerte mit Interpolation der Ordnung p.

)
)
)
)

Fiir |n,| < 27Pe. Wenn geniigend Werte gespeichert sind, rechne weiter mit f,, fn—2, fn—4 und 7 := 27.

33

55fn71 - 59fn72 - 37fn73 - 9fn74) und u = Unp-— 1+ <9f( nauzl 1) + 19fnfl - 5fn72 + fn73>
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Kapitel 3

Steife Differentialgleichungen

Beispiel:

Das wichtigste Beispiel ist die lineare Differentialgleichung 4(t) = Au(t), wobei A € R™™ und u(0) = wuo
(autonom). Das lokale Verhalten eines jeden dynamischen Systems ist durch eine Gleichung dieser Form (mit
A als JACOBI-Matrix von f) gegeben. Die Losung konnen wir direkt angeben, némlich:

1
u(t) = exp(tA)ug mit exp(B) = Z EBk
k>0

Da die Reihenentwicklung der Exponentialfunktion absolut konvergent ist, funktioniert sie auch fiir Matrizen.
Matrizen bilden einen nichtkommutativen Ring, also gilt:

exp(A + B) = exp(A) exp(B) < AB = BA

Matrizen, die miteinander vertauschen, lassen sich simultan diagonalisieren. Es gilt aufilerdem, falls Re(\) < 0
ist fiir alle A € o(A), dass lim, o u(t) = 0. Genauer gilt folgende Abschétzung:

lu(t)| < C,exp(—pt) fiir alle Re(c(A4)) < —p <0

Falls Re(\) < 0 fiir alle A € o(A) und zusétzlich fiir alle Re(\) = 0 gilt, dass die algebraische Vielfachheit mit
der geometrischen Vielfachheit von A tibereinstimmt, dann gilt |u(t)| < |ug| fiir alle ¢t > 0.

Beispiel:

Wir betrachten die Matrix

A= (8 é) mit o(A) = {0}

Die Losung der Differentialgleichung

a(t) = <8 é) w(t) mit u(0) = (2)

ist gegeben durch:

u(t) = G) mit a(t) = (é)

Ist die Bedingung, dass algebraische Vielfachheit und geometrische Vielfachheit iibereinstimmen, also nicht
erfiillt, so ist die Losung nicht stabil. (Die obige Losung wiichst mit ¢, geht also gegen oo fiir ¢ — 00.)
Beispiel:

Fiir das explizite RUNGE-KUTTA-Verfahren (fiir f(¢,2) = Az) gilt:

k1= Az, ky = A(Z + Taglkl) = (A + TaglAQ)Z

2+ TPt 2) =247 bj-kj=P(rA)zmit PeP,, P¢R
J
Also gilt:

Up = P(TA)up_1 = P(7A)"ug

Wegen P(7A) — oo fiir 7 +— oo muss 7 beschriankt sein!
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KAPITEL 3. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.1 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Definition 3.1:

Ein RUNGE-KuTTA-Verfahren der Stufe s ist durch das BUTCHER-Schema

c|l A
mit ¢, b € R®, A € R*®
bt
und durch

ki=f t+0i7—,z+7—zaij'kj W(t,r, 2) Zb - kj fiiri =1,
=1

definiert.

Spezialfille:
a.) a;; = 0 fiir j > 4 (explizite Verfahren)
b.) a;; = b; (Diese Eigenschaft bezeichnet man als ,,steif*.)

c.) a;; =0 fur j > ¢ (diagonal-implizite Verfahren)
Diese Verfahren spielen eine Rolle bei partiellen Differentialgleichungen. k; in diesem Falle ist Losung
von g;(v) = 0 mit
i—1
gi(v) =v—flt+erz+T Z aijk; + Ta;v
j=1

d.) Im allgemeinen 16se G(k) = 0 mit
ki—f t—l—clT,z—&—TZaijbj

J
G(k) = ; c R

ks—f t—l—csr,z—l—TZasjbj
J

Die Idee ist, die Differentialgleichung in eine Integralgleichung umzuschreiben:

ulty) = ultn_1) + / F(tu(t)) dt

Diese wird durch

s s
Up = Up—1 + szi f(tn,i; un,i) mit tn,i =tlp—1+¢T Up,i = Un—1 + Tzaijk]

— ———— —
=1 =1
’ =k ’

approximiert.

Die Konsistenzordnung von RUNGE-KUTTA-Verfahren konnen wir durch Vergleich mit der ,, TAYLOR-Methode*
bestimmen.

Lemma 3.2:

Fir m =1 ist die ,,TAYLOR-Methode*
n = Un— 1+TZ f(] Dt 1,Un—1)
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3.1. IMPLIZITE RUNGE-KUTTA-VERFAHREN

konsistent von der Ordnung p. Dabei ist f(O)(t, 2) = f(t,2) und weiter
f(l)(tv Z) = le(tv Z) + DQf(ta Z)f(tv Z)

FO(t,2) = DI f(t,2) + D3f(t, 2)(f(t,2))* + Daf(z,t) f(2,£) fP usw.

Vorsicht: Im allgemeinen kann fiir m > 1 die Ordnung von RUNGE-KUTTA-Verfahren geringer sein als fiir
m = 1.
Beispiel:
Bestimme das BUTCHER-Schema

p j—1

cl A 7! i
J Jj=1

Dazu machen wir Gebrauch von der verallgemeinerten Mittelpunktregel (s = 1):

Up = Up—1 + Tbf (tn—1 + T, Up_1 + Tak)

=k

!

bk =bf(t+ecr,z+71ak) =b [f(t, 2)+ D1 f(t,z)Tc+ Do f(t, 2)Taf(t, 2) + 0(72)] = f(t,2)+ gf(l)(t, 2)+0(1%)

Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich b=1und a = c¢=1/2.

T T tn +tn—1 1
Up =Up—1 +Tf (tn—l + = Un—1 + 7k> = tpoy + 7 [ 5 S (g + 1)
2 2 2 2
=k=1/7(up—un—1)
Definition 3.3:
Zu Stiitzstellen 0 < ¢ < ¢ < ... < ¢5 < 1 definieren wir ein ,,Kollokationsverfahren“ durch: Wéhle ein

Polynom P € P,

ood
P(tn—l) = Up—1 Mit &P(tn,i) = f(t7z,i7p(t7L,i))

und setze u,, = P(t,) (falls die Interpolation lésbar ist).

Lemma:

Das Kollokationsverfahren ist ein RUNGE-KUTTA-Verfahren mit

S

1 .
t— )
b — /Lj(t) at mit Z;(1) = TT +—% und ay; = /Lj(t) dt
. 73— G
0 o 0
Beweis:
tn tn R
d d .
k; = &P(tm) = Up = Up_1 + + &P(t) dt = uy_1 + TZ bjk; wobei w, = P(tp), un—1 = P(tn-1)
tn—1 trn—1 Jj=1
tn,i c; s c;
d .
P(tni) = P(tn_1) + / POt =1+ /P(tn_l HEN)TdE =up 1 + 7 b /Lj(t) dt
tno1 0 =1 9
Dies gilt, da P(tn,—1 +57) = > _ L;(s)b; ist. O
j=1
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KAPITEL 3. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.2 Storungsrechnung

3.2.1 Lineare nicht-autonome Anfangswertaufgaben

Wir betrachten u(t) = Au(t) in R™ (mit A € C(R,R™™)). Dafiir existiert eine Losung iiber ein Fundamental-
system U(t) = A(t)U(t) und U(ty) = I mit U € CY(R,R™™). Fiir die sogenannte ,, WRONSKI-Determinante*
w(t) = det(U(t)) gilt folgende Differentialgleichung:

w(t) = Sp(A(t))w(t) mit w(ty) =1
Da w(ty) > 0, ist das Fundamentalsystem U (t) regulér fiir alle ¢t € R.

3.2.2 Lineare nicht-homogene Anfangswertaufgabe

Wir betrachten @(t) = A(t)u(t) + b(t) mit u(ty) = ug. Die Losung kann bekanntlich mit der ,,Variation der
Konstanten* gefunden werden.

t

u(t) = U(t)ug + / Ut)"'U(s)b(s) ds

to

3.2.3 Parameterabhingige Anfangswertaufgabe
Wir betrachten:

%u(t,)\) = f(t,u(t,\), A) mit u(tg, \) = ug

Die Losung hingt stetig differenzierbar von den Parametern A ab und es gilt fiir vy (t) = 9/0 u(t, \):

(1) = o Dt ) = (1, 3) = D u(t,0),3) = Daf (1 u(t, ), N u(t,X) + Dt u(t, 1), 3) =
AT X ot it - A AN st

= A)(t)va(t) + ba(t ) mit vy(to) =0

Ax(t) = Do f(t,u(t, \), A) ist die JAcOBI-Matrix und by = D3 f(t,u(t,\), A). Die Parameterabhiingigkeit fiihrt
als zu einer Differentialgleichung wie wir sie zuvor behandelt haben. Also existiert ein V' (¢, \) mit der Eigen-
schaft

t

%V(t A) = ARV (t, ) = ua(t) = /V(t7/\)_1V(S,)\>b(S) ds

to

Satz 3.6:

Seien f und eine Storung §f € C([to,to + T] x G,R™) mit G C R™ offen, uyp € G gegeben. Dann existiert
T > 0 und eine Matrixfunktion M € C(A, R™™) mit dem Dreieck A = {(t,s) : to € t < to+T,tg < s < t}.
Die Losung der Anfangswertaufgabe @(t) = f(t,u(t)) und der gestérten Anfangswertaufgabe u(t) = f(¢,u(t))+
df(t,u(t)) unterscheiden sich durch die Stérung (Variation) du(t) = u(t) — u(t). Fiir die Storung gilt:

_ /M(t,s)éf(sﬂ(S))dS

Beweis:

Wir miissen ein passendes parameterabhiingiges Problem definieren. Sei u(t, A) Losung vom parameterabhéingi-
gen Problem

%u(t A) = f(tult, \) + A6F (1, (1)

Hieraus ergibt sich:

/ s,
ou(t) = u(t) — u(t) = u(t,1) — u(t,0) —u(t,\)dA = (t,\) "'V (s, \)6f(s,7(s))dsd\ =
[

1
/Mts§f(su())dsm1tMts=/V YV (s, A) dA
0
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3.2. STORUNGSRECHNUNG

O

Erginzung zu 3.1:

Wir haben den allgemeinen Fall definiert wie folgt:
S
G(k) = |k~ f t+cer,z+T1 Z U,ijk‘j e R™™*®
j=1

Wenn die ¢;, a;;, usw. angegeben sind, so konnen wir dies schreiben als k — T'(k) = 0. Die Losung ist ein
Fixpunkt von T'. Wir wollen den BANACHschen Fixpunktsatz anwenden. Infolgedessen miissen wir berechnen:

k1 [ (z + a1iky + aioks) k1 lh a1 a2\ (ki —1h
T = T -T <L
<k2> (f (2 + az1ky + azoks) )’ ko la)| — az1 Q22 ko — o

T =T < || 247 aishs =2 =73 aighy | | = Lr|[ a1 | | < LAl -4
j j ; j ,

K3

Das ganze ist kontrahierend fiir L7|A| < 1.

3.2.4 Skalierung
Wenn die Quadratur

/ h(t) = Y bih(es) + R(h)
) j

exakt ist fiir Polynome vom Grad p — 1, dann gilt fiir h € CP([t,—1,tn]):

[2%
S d P
= i +1
/ h(t)dt = TJZ_:I h(tn,;)b; + R(h) mit |R(h)| < C7P te[g{z}.}ftn] <dt> h(t)’
tnfl -
Satz 3.5:

Wenn die Quadratur (¢;, b;) exakt fiir Polynome vom Grad p — 1 ist, dann hat das zugehorige Kollokationsver-
fahren die Ordnung p. Fiir die GAUSs-Quadratur gilt p = 2s.

Beweis:

Wir schauen uns den lokalen Diskretisierungsfehler an:

G = = (ultn) — wltn-1)) = (ta—1, T u(tn1)) = — (u(tn) — P(ts))

Tn Tn

P ist ein Polynom vom Grad s mit P(tn—1) = u(tn—1) und P(tn) = f(tni, P(tns)). Bs gilt a(t) = f(t,u(t))
und P(t) = f(t, P(t)) + (P(t) — f(t, P(t))), wobei P(t) — f(t, P(t)) =df.

tn s
u(ty) — P(ty) = / M (ty, t)0f(t) dt == 7, Y _b;M(tp,tn;) 0f(tn;) +R
th—1 i=1 =0 nach

Konstruktion

Es ist |u(t,) — P(t,)| < C72!, wenn C unabhiingig von 7 ist. Dies miissen wir jetzt noch zeigen. Behauptung:

(i)?u—wa

Wir verwenden nun, was wir bereits wissen:

max < C’Tf{“_k fir7, <7"und k=0,...,s

tn—1 Stgtn

Wtno1 +070) = Y i(tni)Li(0) + 757 (0)w(0) mit r(0) = ultn_1 + 070, tn1,- . tns], w(0) = [0 — )

j=1 i
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KAPITEL 3. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Des weiteren gilt:
a\"
(5) @

U«(tn—l + 97'”) - P(tn—l + HTn) =Tn

<rT

(((ft) s+14+A u(t)

{.(tn—l + 777'n) - P(tn—l + 777'n) dn =

g1
— max
k tno1<t<tn

max
0<6<1

O\tb O\:c

s 0
g Wltn3)) = £(bn gy Pt ;)] L () di + 7541 / r(n)u(n) dn
0

_7:1
(1) := max |u(t) — P(t)| < tpLe(t,)A + 7571 C mit A = max/ |L;(n)|dn
uo

Der Fall £ > 0 funktioniert analog. O

3.3 Lineare Stabilitdtsanalyse

3.3.1 Beispiel: Wiarmeleitungsgleichung

Wir betrachten parabolische Anfangsrandwertaufgaben. Bestimme u: [0, 0] X [a, b] — R mit

o 2
&u(t,x) = K@u(t, x
K ist der sogenannte Wirmeleitkoeffizient. Wir miissen Anfangswerte zum Zeitpunkt Null vorgeben, also
u(0,z) = g(x) und auBerdem Randwerte zu beliebigen Zeiten, némlich u(t,a) = ¢4, u(t,b) = ¢, wobei x €
[a,b]. An diesem Modell lassen sich allerhand Dinge untersuchen. Wir wollen das Verhalten anhand einer
vorgegebenen Ortsdiskretisierung betrachten. Whle ein dquidistantes Gitter A = {z; = a+ih: i=1,..., M}
mit h = (b — a)/M und approximiere 92/9z%u(x,t) durch:

) mit K >0

B 0 1 02 5 103 3 4
u(t,x:l:h)—u(t,x):l:%u(t,x)h 2552 u(t,x)h :I:Ea—u(t x)h® 4+ O(h?)

Hieraus ergibt sich dann:

2

u(t,r —h) — 2u(t,z) +u(t,x +h) = %u(t7 z)h? + O(h*)

Damit wird u(t,x;) durch die lineare Anfangswertaufgabe
= Kh™?(ui_1 — 2u; +uip1) mit u;(0) = g(z;) und ug = cq, U = cp (i=1,...,m=M-1)

approximiert. Damit haben wir die Differentialgleichung
. . K . 2 -1 K
@ =Au+cin R mltA—hQAowobele—<_1 9 > undc:ﬁ

Seia=0und b=1.
irh\?
i.) Ap hat die Eigenwerte A\; = 4sin <2> fir i =1, ..., n. Wir erkennen:

i
}Llin 72 = = 7% und hr%/\ = }ILE%ZLsinZ (%) = 4sin (g) =4
Wir kénnen damit iiber das Spektrum der Matrix A folgende Aussage treffen:
o(A)=o0 < W2 A0>

Es gilt limy, o exp(tA) = 0.

40



3.3. LINEARE STABILITATSANALYSE

2.) Lineare Verbindung zwischen den beiden Anfangswerten a und b:

- b—x; T, —a
U; = Cq
b—a b—a

A

c

T

T

>
x

Es gilt limy oo u(t) = 4. Zum Beweis betrachten wir w = u — u. Hieraus folgt w = @« = Au+ ¢ =
Au — At = Aw und damit:
tlim lw(t)| = 75lim |exp(tA)||w(0)| =0

Fiir das explizite Cubeverfahren gilt:
w" = (I +7A)w" ... = +74)"w°

Wiihlen wir speziell w® als Eigenvektor zu \,,, so ergibt sich:

k n
w" = (1 - hzT)\m> w® also lim |w"| =0

n—oo

K h?
<1A’gorﬁ/\m<2@7<——

727'>\m K\,

1—
-

Fiir A\, +— 4 fiir m — oo ist das explizite EULERverfahren nur stabil fiir 7 < h?/2K. Das Problem ist,
dass explizite Verfahren sehr kleine Zeitschritte erzwingen, um numerisch stabile Losungen zu erzielen!
Definition 3.7:
Die lineare Anfangswertaufgabe @ = Au mit u(0) = up heifit ,stabil“, wenn fiir alle Anfangswerte ug gilt:
|u(t)| < ug. Sie heiit ,asymptotisch stabil“, wenn fiir alle ug gilt: limg o |u(t)] = 0.
Satz 3.8:

Fiir lineare Anfangswertaufgaben hat ein RUNGE-KUTTA-Verfahren die Form u,, = R(7,A)u,_1 mit R(z) =
P(z)/Q(z) (rationales Polynom) mit P, Q € P,. Zusatz: Es gilt R(z) € P, wenn das RUNGE-KUTTA-Verfahren
explizit ist. Auerdem gilt fiir ein RUNGE-KUTTA-Verfahren der Ordnung p:

T 1
R(z) = Z ﬁzj + O(2P)

§=0
(Man bezeichnet diese Entwicklung als ,, PALE-Approximation“ der Exponentialfunktion.)
Beweis:

Wir betrachten @ = Au mit ©(0) = 1. Der erste Schritt ist gegeben durch:

Ul = Up +TZbZkZ mit kl =A ('LLO —|—7'Zaijkj>

i=1 i=1
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KAPITEL 3. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Setze z = A7 mit

ky 1
d=<]:|€Runde=|:| €R?
ks 1

Damit ergibt sich der néchste Schritt:
up =1+ 2bTdmit d=e + 2Ad = d = (I — zA) ‘e (%)

up =1+ 2b7(1 — zA) e < R(z)ug

Dies koénnen wir durch Anwendung der CRAMERschen Regel zeigen. Diese ergibt fiir das Gleichungssystem (x),
also (I — zA)d = e:

d; = o0 mit P; € P,_1 und Q(z) = det(J — zA) € P
Auf diese Weise ergibt sich:
Q(z) + Z bizPi(2)
_ ) i _PE)
Ruo =142 b Qo0 Q)

Ist das RUNGE-KuTTA-Verfahren explizit, so resultiert

(I—-zA)"' = Z(zA)j = i:(zA)j cP,_,
j=0 Jj=0

da A nilpotent ist. Die letzte Aussage des Satzes zeigen wir durch folgende Abschétzung:

|u(r) = R(2)uo| = |exp(rA) = R(2)| = O(r"*") .

Definition 3.9:

Ein RUNGE-KUTTA-Verfahren heift ,, A-stabil“, wenn die linke komplexe Halbebene C_ = {z € C: Re(z) < 0}
im Stabilitéitsgebiet S = {z € C : |R(z)| < 1} enthalten ist. (Das Stabilitdtsgebiet gilt an, welche 7 zuléssig
sind.)

Beispiel:
a.) Explizites EULERverfahren: u, = (I + 7A)up_1 = R(z) =1+ =z
A
Im(z)
S
I »
-2\ -1 Re(2)

Das Stabilitétsgebiet ist nur ein winziger Bruchteil der linken Halbebene. Damit ist das Verfahren nicht
A-stabil.

b.) Implizites EULERverfahren: u, = u,_1 + 7Au, = up = ([ — 7A) u,

1
R(z) = 1_Z:1+z+0(22)

? 1
S (1-2)(1-%2)  1-2Re(z)+ |z

< 1 fiir alle z mit Re(z) <0
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3.3. LINEARE STABILITATSANALYSE

Im(z)A

7

—_

Re(z)

% Damit ist C_ im Stabilitéitsgebiet S enthalten.

c.) Allgemeines explizites RUNGE-KUTTA-Verfahren:

Hier ist R(z) ein Polynom. Es gilt immer lim,, . |R(z)| = oo. Grundsétzlich gilt also C_ ¢ S; das
Verfahren ist nicht A-stabil.
Bemerkung:
Sei R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Approximation der Exponentialfunktion der Ordnung p. Dann gilt p <
grad P 4 grad Q.
Beweis:

Wir nehmen an, dass P und @ existieren mit grad P < k und grad @ < j, wobei k + j < p. Hieraus folgt:

P(z)
Q(z)
Dies gilt, da wir davon ausgehen konnen, dass P(z) und Q(z) fiir z — 0 in der Umgebung von 1 liegt. Wir

fithren eine Induktion iiber k& durch und zeigen, dass P = @ = 0 ist (was zu einem Widerspruch fiihrt). Sei
zundchst k£ = 0. Leiten wir die zweite der obigen Gleichungen j + 1 mail nach z ab:

—exp(z) = O(2*12) = P(2)—Q(2) exp(z) = O(zFT7+2) und exp(—2)P(2)—Q(z) = O(2"772) (2 — 0)

(—1)7 T exp(—2)P = Q(2) fiir 2+ 0
Fiir z — 0 folgt P = 0 und damit @ = 0. Fithren wir nun den Induktionsschritt k — 1 — k:

P'(2) +(Q(2) + Q'(2)) exp(2) = O(z* 711

Damit ist grad P'(z) < k — 1 und grad (Q(z) + Q'(2)) < j, woraus nach Induktionsvoraussetzung P’ = 0 und
damit ) = 0 resultiert. ]

Satz 3.10:

Fiir A-stabile RUNGE-KUTTA-Verfahren gilt: Wenn die lineare Anfangswertaufgabe stabil ist, dann ist auch
die numerische Losung stabil mit |u,| < |ug| fiir alle Schrittweiten 7 > 0.

Beweis:

Betrachten wir den Fall, dass A diagonalisierbar ist:

1.) A und R(7A) haben die gleichen Eigenvektoren. Weiterhin ist A € o(A) genau dann. wenn R(TA) €
o(R(TA)).

2.) {z € C: Re(z) <0} Cint(C_) C int(S)
Hieraus folgt |R(7)\)| < 1 fiir A < 0.

3.) Aus |R(7A)| =1 folgt Re(A) = 0 und damit, dass die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen
Vielfachheit ist.

4.) |R(tA)"ug| < max MMugl < |u O
) IRA Wl < _max ol < fuo
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Beispiel: Implizite Trapezregel

0 0
12 1/2

12 12
A1+ A
kl:)‘uoak2:)\<uo+zk1+zk2):>k‘2= 2 )uo
2 2 — A
Damit folgt weiter:
1 1 A(1+7Z

U = ug + g(kl + ko) = ug + §T/\UQ + 27'1_;2)\)110
Setzen wir z = T\, so gilt:

) 11 1+2 z 1+2 242
u; = R(2)uo mltR(z):1+§z+§z~ 2 :1-1—1_%2: -z =5

242z 247 4+4Re(z) +]z)?
2—2 2-%  4—4Re(2) + |22
Also ist die implizite Trapezregel A-stabil.

|R(2)|> = R(2)R(Z) <1 fiir Re(z) <0

Beispiel: Implizite Mittelpunktsregel

1/2 | 1/2
1

1
kli)\(U0+%k1):>k1:1 AT’U,():>’U,1:U0+T]€1

Damit erhalten wir R(z):

N

—_

+
SIS

R(z)=1+ =

z
2

—
I
ol

Die rationale Funktion fiir die implizite Mittelpunktsregel stimmt also mit der rationalen Funktion der impli-
ziten Trapezregel iiberein.

Bemerkung:

Wegen R(z) = 1+ 2+ O(2?) fiir konsistente Verfahren gilt immer R’(0) = 1. Also gilt |R(z)| > 1 fiir z € (0,¢)
und |R(z)| < 1 fiir z € (—&,0). Damit ist 0 € 9S. Wir definieren zu A eine ,,charakteristische Schrittweite“
Te =sup{T > 0: |R(TA)| < 1 fiir alle Schrittweiten 7 € (0,7)} (abhingig von A).

Beispiel:
a.) Wérmeleitungsgleichung:

A ist diagonalisierbar und o(A4) C R_. Damit existiert zu jedem Verfahren eine charakteristische Schritt-
weite 7. > 0.

b.) Wir betrachten:

4 = Au mit u(0) = <(1)) und A = (Ol é)

Da A eine Drehmatrix ist, wissen wir o(A) = {+i}. Die Anfangswertaufgabe ist stabil, aber nicht asym-
ptotisch stabil. Fiir das explizite EULERverfahren ist die rationale Funktion R(z) = 1+ z. Dies ist in der
komplexen Ebene eine Einheitskugel um —1. Damit gilt 7. = 0. Das explizite EULERverfahren ist fiir
ein endliches Intervall [0, 7] konvergent mit O(7). In [0, 00) ist w,, unbeschrinkt fiir alle 7. Das explizite
EULERverfahren ist fiir keine Schrittweite stabil!

Es funktioniert jedoch mit dem klassischen RUNGE-KUTTA-Verfahren.
_ Lo 13 14

R(z)f1+z+22 +62 + 51°

Man berechnet 7, = 2v/2 ~ 2,828. u, bleibt also stabil fiir 7 < 7.
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Definition 2.11:

Ein A-stabiles RUNGE-KUTTA-Verfahren heifit , L-stabil“, wenn R(c0) = lim|;|—. R(z) = 0 ist. Folgerung:
Fiir asymptotisch stabile Anfangswertaufgaben gilt dann R(7A) — 0 fiir 7 — 0. Das heifit. der asymptotische
Zustand lésst sich in einem Zeitschritt berechnen.
Beispiel:

a.) Fiir das implizite EULERverfahren ist R(z) = 1/(1 — z). Damit gilt R(oo) = 0.

b.) Fiir R(z) = P(2)/Q(%) mit Grad(Q) > Grad(P) gilt R(co) = 0.

c.) Implizite Mittelpunktsregel:

2 2
R(z) = i - ji 1

Satz 3.12:

Sei —< ;Tt ein A-stabiles RUNGE-KUTTA-Verfahren. Sei zusétzlich A invertierbar und ag; = b;. Dann ist es

L-stabil.

Beweis:

Wir gehen aus von der rationalen Funktion:

1 - 1 -

R(z2) =14 2bT(I —2zA) e =14bT (ZI— .A) e = R(o0) = | llim 14067 (ZI - .A) e=1-0bTA"le
Setzen wir

0
bT=(e’)TAmite® = | 1| & ATe* =b

1
oben ein, so ergibt sich:
R(oo) =1—(e)TA ' 4e=1-1=0 O

3.3.2 Radau-Verfahren

Dies ist ein Kollokationsverfahren mit der Eigenschaft, dass ¢ = 1 ist. s =3 und p = 5:
(4—/6)/10
(4 ++6)/10
1 (16 —/6)/36 (16 ++/6)/36 1/9
| (16 —/6)/36 (16 +/6)/36  1/9

Dieses Verfahren ist L-stabil.

3.4 Beispiele und Anwendungen

A.) Kiinstlich konstruiertes Beispiel:
Wir betrachten folgende Differentialgleichung:

1 =10 £ ), 2
T T arep

Deren Losung ist gegeben durch u(t) = t2/(1 + ¢2).

mit u(0) =0

u(t) —u(t)] < fu(s) — u(s)| exp(L(t + s))

Man hat keine Change, auf lange Zeiten zu simulieren. Die Losung lauft aufgrund von Rundungsfehlern
fiir grole Zeiten davon. (Dies ist ein prinzipielles Problem. Man sagt auch, dass die Aufgabe schlecht
konditioniert ist.)
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B.)

HAMILTON-Mechanik:

Wir betrachten ein System von Massepunkten z; € R3. Die Beschleunigung dieser Punkte ist von folgen-
der Form:

. al Lj— Ty
ti _Zmi‘m,_m.|3
i=1 J v

Die Differentialgleichung ist nicht steif. Einfache Verfahren respektieren die Energieerhaltung nicht (wie
das explizite EULERverfahren). Beispielsweise ist die explizite Mittelpunktsregel energieerhaltend. Ge-
schlossene Bahnen existieren in der Nidhe der numerisch berechneten Losungen.

Chemische Reaktion: Oregonator (HBrOs, Br—, Ce(IV))
U = 77,24 [us + uy (1—8,375- 10 %uy — uz)]

1
T2t
’1.113 = 0, 161(%1 — Ug)

'1:62 [U3 — (1 —+ ’U,l)’u,g]

Die Funktionen w1, us und uz beschreiben die Konzentrationen der verschiedenen Stoffe (Spezies). Ty-
pisch ist, dass die einzige Nichtlinearitét quadratisch ist. Das Problem hier sind die verschiedenen Grofien-
ordnungen der Skalierungen. Die chemischen Reaktionen laufen in unterschiedlichen Zeitskalen ab (Mil-
lisekunden bis Minuten). Die Reaktion verlduft zyklisch. Hier verwendet man grundsitzlich explizite
Verfahren (eingebettete RUNGE-KUTTA-Verfahren).

Chemischer Reaktor:
U=a+u?v— (b+ 1)u+ ez

0 = bu — u?v + ev”
In Abhéngigkeit von € sind sehr kleine Schrittweiten zu wihlen. Hat das Verfahren zu grofie Schrittweiten,
so ergeben sich kiinstliche Oszillationen. Dann muss man die Schrittweite verringern.

Ist das Problem ungekoppelt, so wird die Stromung mit der NAVIER-STOKES-Gleichung berechnet. Die
Stromung transportiert die verschiedenen Spezies, die an den Reaktionen teilnehmen. Wird die Stromung
selbst durch die chemische Reaktion beeinflusst, so ist das Problem gekoppelt und damit sehr aufwéndig
zu 16sen.

Kiinstlich konstruiertes Problem:

Reagieren wenige Spezies miteinander, so ist das RADAU-Verfahren geschickt:

0,04 3,107 10*
A —— B (langsam), B+ B —— C 4 B (sehr schnell), B+ C — A+ C

iy = —0,04u; + 10%ugus, iy = 0,04u; — 10*ugus — 3 - 107u2, 13 = 3 - 107u3

Bei 300 Spezies wird man sich jedoch iiberlegen, ob man das RADAU-Verfahren verwenden will! Steifheit
des Problems ist durch die schnelle Reaktion eingebaut.

Schwingungen eines elastischen Stabes:

Losungen miissen nicht immer glatt sein! Grofle Schwingungen kénnen von kleinen Schwingungen iiberla-
gert werden. Die Frage ist dann nur, ob uns die Losung interessiert, welche die kleinen Schwingungen mit
beriicksichtigt (Gitarre, Bauwerke (Mikroschwingung)). Entweder handelt es sich um L-stabile Verfahren,
die alles gut abbilden, oder Verfahren, die iiber numerische Diffusion verfiigen und die nichtglatten Losun-
gen herausfiltern. (Dominante Moden werden verstirkt und im Resultat unerwiinschte Oszillationen, die
im System vorhanden sind, weggeddmpft.)

Elektrischer Schaltkreis:
ﬂl = U2, ’llg = (1 — u%)uz — U1

Simulation mit VAN DER POL-Gleichung

Gleichungen kann man heute genauer Losungen, als die Anfangsdaten bekannt sind (Masse der Erde, Reakti-
onsdaten bei chemischen Reaktionen.)
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3.5. B-STABILITAT

3.5 DB-Stabilitét

Eine Anfangswertaufgabe @ = f(t,u(t)), u(ty) = wo mit t € [to,to + T] und f € C([to,to + T] x G,R™)
heift dissipativ, wenn f beziiglich einem geeigneten Skalarprodukt (e, ) in R™ negativ monoton ist, das heifit,
(f(t,2) — f(t,y),z—y) <O fiir t € [tg,to+T) und z, y € G.

Bemerkung;:

Wenn f eine einseitige LipscHITz-Bedingung (f(t,z) — f(t,v), z—vy) < L|z—y|? erfiillt, dann gilt fiir @ = f(,u)
und © = f(¢,v): |u(t)—v(t) < exp(L(t—to))|u(to)—v(to)|. Fiir L = 0ist f monoton und die Anfangswertaufgabe
ist dissipativ. Fiir L < 0 ist f streng monoton, so ist die Anfangswertaufgabe strikt dissipativ. (Zum Beweis
benétigt man das GRONWALL-Lemma. Er wird in den Ubungen durchgefiihrt.)

Beispiele:

a.) f(z) = Az

Ist A normal und negativ semidefinit, so ist — f monoton.

b.) Wir betrachten f = —grad F', wobei F' ein konvexes Potential ist. ,, Konvex* bedeutet, dass F((1 —A)z +
Ay) < (1 = AN)F(2) + AF(y) fiir X € [0,1] und z, y € G. Wenn F € C?(G) ist, dann ist die HESSEmatrix
D?F positiv semidefinit und es gilt mit —Df = D?F":

1

~(f() = Fl)sz ) = d%DF((l Ay dh -y | =

1
=/ Ny +A2)(z—y),z—y) dA >0
0
Damit ist —f monoton.

Anwendung: Newtonsche Mechanik

Wir betrachten 2" € R? fiir n = 1, ..., N. Das Gravitationspotential ist gegeben durch:

=G>
|l‘” xm|

n<m

Definition 3.14:

Ein Einschritt-Verfahren heifit ,B-stabil“, wenn fiir eine dissipative Anfangswertaufgabe gilt: |u, — v,| <
|un71 - Un71|7 wobei Up = Up—1 + an(tnfly Tn, unfl) und Up = Up—1 + an(tnfly Tn, 'Unfl)~
Lemma 3.15:

B-stabile RUNGE-KUTTA-Verfahren sind A-stabil.

Beweis:
Wihle z = a + i3 € C,, (das heifit & = Re(z) < 0) und zeige |R(z)| < 1. Identifiziere R? und C und definiere

A= (g :f). Zur Anfangswertaufgabe @ = Au = f(u) betrachte u; = R(7A)ug und vy = R(7A)vy.

(f(2) = )T (z—y) = (z = 9TAT(z —~y) =alz —y[ < 0daa <0
Also ist die Anfangswertaufgabe dissipativ. Ist ein RUNGE-KUTTA-Verfahren B-stabil, so ergibt sich |u; —v1| =

|R(7A)(uo — vo)| < |ug — vo| mit beliebigem wg — vg. Aus |R(7A)| < 1 folgt dann |R(72)| < 1. O

Definition 3.16:

Ein RUNGE-KUTTA-Verfahren i‘biT heiflt algebraisch stabil, wenn

a.) M := diag(b;) A+ ATdiag(b;) — bbT positiv semidefinit ist und
b.) die Gewichte b; > 0 sind.
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Satz 3.17:
Algebraisch stabile RUNGE-KUTTA-Verfahren sind B-stabil.

Beweis:

Ohne Einschrinkung sei die Anfangswertaufgabe autonom.

s s
umi = Unp—-1 + TZ aijkj Hllt ]431 = f(u,wv) Up = Up—1 + TZ bjkj

j=1 j=1

Un,i = Un—1+ TZaijlj mit [; = f(“nﬂ‘) Up = Up—1 + Tijlj

j=1 j=1
Sei Uy = up—1 — Vp—1, U; = Up; — Un,; und K, ; = 7(k; — ;). Dass die Anfangswertaufgabe dissipativ ist,
bedeutet (f(un;i) — f(Un,i)sUn,i — Vn,i) < 0, also mit den obigen Bezeichnungen (K;,U;) < 0.

S 2 S S
|tn — vn|? = ‘Uo + Y K| = U +2) (K, Ug) + ) kiky (K, K) =

i=1 i=1 i=1
Jj=1

= U0 +2) "bi (Ki,Up) 42> bi(Up — Ui, Ki) + Y kike; (K, K;) <

i=1 i=1 i=1

<0 J=1
bﬁ) Uol* =2 b Y ai (K, Ki) + > kiky (K3, Kj) = [Uo” = (biagy — bjags — biby) (K, K) <
: =1 Jj=1 i=1 =1
=1 j=1 M

< ‘U0|2 = |up—1— vn71|2
a.)
Dies folgt, da die Matrix M positiv semidefinit ist. ([

Bemerkung;:
Da M positiv semidefinit ist, gilt:

Zmij(Ki,Kj) = szinilKjl =KjMKj >0
4.7 [N

Beispiel:
o o 0
a.) ALEXANDER-Schema: 1 |1—a a mita=1-1/v2(p=2)
‘ l-a «
Man kann nachrechnen, dass das Verfahren algebraisch stabil ist. Daraus folgt dann B-, A- und L-

Stabilitét.

1/3 | 5/12 -1/12
b.) RADAU-Verfahren (s =2): 1 3/4  1/4 (p=3)

\ 1/4 1/4
Auch dieses Verfahren ist algebraisch stabil und damit auch B-, A-, L-stabil.

Satz 3.18:

Die Kollokationsverfahren zur GAUSS- und RADAU-Quadratur sind B-stabil.

Bemerkung:
0] 0O 0
Die implizite Trapezregel 1 | 1/2 1/2 , aber nicht B-stabil. Betrachte folgende dissipative Anfangswertauf-
/2 1/2
gabe:
o P fir w<o0
Y=Y w2 fir w >0
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3.6. REVERSIBILITAT UND ENERGIEERHALTUNG

36 5
u(0) = =2, 7= U= 5(1)0 =v; =0)

3.6 Reversibilitit und Energieerhaltung

Ein dynamisches System ist reversibel, das heifit ¢(t+ 7, —7, ¢(t, 7, 2)) = z. Wir wollen dies nun speziell nicht
iiber den diskreten Fluss definieren, sondern wie folgt.

Definition 3.19:

Ein RUNGE-KUTTA-Verfahren ist ,reversibel“, wenn R(z)R(—z) =1 ist fiir alle z € C und R(z) # oo.
Beispiel:

1/2 | 1/2
Betrachten wir als einfachstes GAUSS-Verfahren die explizite Mittelpunktsregel mit dem Schema L‘%

Tn Tn Tn 1 1
ki =f (tnq + o Un—1 + ?kl) =f (tnl + 5 gln-1 + 2un)

Aus u, = un_1 + Tk ergibt sich 7k1 = u, — up_1. Dies haben wir oben eingesetzt. Damit ergibt sich:

1 1 1 1
Up = Up—1 +Tf (2(2571_1 +tn), §(UH—1 + un)> und Up—1 = u, —7f (2(tn +tn_1), i(un + un_1))

Damit ist der Fluss, wenn wir vorwérts oder riickwérts laufen, derselbe. Mit

—_
_|_
1N

=
—~
N
N
Il
—_
|
[N

folgt R(z)R(—z) =1, also ist das Verfahren reversibel.

Lemma 3.20:

Sei S = C_. Dann ist das RUNGE-KUTTA-Verfahren reversibel.

Beweis:

Wir nehmen an, dass ein € R existiert, so dass |R(iz)| < 1 ist. Daraus ergibt sich, dass ein z € C\ C_ mit
|R(z)| < 1 existiert. Dies stellt ein Widerspruch dar.

1 = |R(iz)|* = R(iz)R(iz) = R(iz)R(iz) = R(iz)R(—iz)
Es ist R(z)R(—z) =1 fiir z € iR. Da R meromorph ist, folgt R(z)R(—z) = 1 fiir alle z € C. O

Bemerkung;:

Ein RUNGE-KUTTA-Verfahren ist A-stabil (bzw. R hat keinen Pol in C_) und R ist rerversibel. Dann ergibt
sich daraus S = C_.

Satz 3.21:
Fiir A € R™*™ ist dquivalent:
a.) Schiefsymmetrie: AT = —A
b.) exp(tA) ist orthogonal, also exp(tA)T exp(tA) = I.
c.) Fiir alle Anfangswerte ug und @ = Au mit u(0) = ug gilt |u(t)| = |ug| fiir t € R.

Der Beweis wird in den Ubungen durchgefiihrt.
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Bemerkung:

Dann ist die Differentialgleichung dissipativ, also gilt:

(Az—Ay)T(z—y) =z —y)TAT(z —y) =z —y)TAz —y) = (2 —y)T(-A)"(z —¥)
Hieraus ergibt sich (Az — Ay)T(z —y) = 0.

Satz 3.22:

Sei A = —AT (schiefsymmetrisch) und sei R eine rationale Funktion zu einem RUNGE-KUTTA-Verfahren mit
S = C_. Dann ist R(7A) orthogonal und fiir u,, = R(TA)up—1 gilt |up| = |un—1|.

Beweis:

Die Matrix iA ist hermitesch, weil (id) =iA" = —iAT = iA gilt. Damit ist das Spektrum o (i4) reell und iA
ist auflerdem diagonalisierbar. o(A) ist dann rein imagindr und diagonalisierbar. R hat keine Polstellen auf iR
(wohldefiniert auf allen Eigenwerten), womit sich ergibt:

R(tA)T = R(1A") == R(—7A) = R(TA)R(—7A) = R(TA)R(TA)T =1 ]

Bemerkung;:

Aus der Tatsache, dass R reversibel ist, folgt M = diag(b).A + ATdiag(b) — bbT = 0.

Satz 3.23:

Das Gauss-Verfahren ist reversibel.

Beweis:
Sei P € Ps.
Up—1 = P(tn,1)7 P(tnfl + CiTn) = f(P(tnfl + ciTn))v Up = P(tn)

Eine Eigenschaft der Gauss-Quadratur ist ¢; = 1 — ¢gy1—;. Wir definieren nun ein Q € Ps: Q(¢, — 07,) =
P(tn_1 + eTn)

Up = Q(tn), Q(tn —¢imp) = f(Q(tn — ¢iTy)), un—1 = Qtn—1)

3.6.1 Ubergang zu nichtlinearen Problemen

Definition 3.24:

Eine Funktion £: G +— R heifit ,erstes Integral“ zur Differentialgleichung w = f(u), falls £(u(t)) = const. ist
fiir alle ¢.

Beispiel:
Wir betrachten £(2) = 27z, f(z) = Az mit AT = —A. Dann gilt £(u(t)) = const..

Lemma 3.25:

& € CY(@Q) ist genau dann erstes Integral einer autonomen Differentialgleichung @ = f(u), wenn DE(2)f(z) = 0
(JacoBI-Matrix von &) ist.

Beweis:

1.) ,=“: Aus E(u(t)) = const. ergibt sich durch Beriicksichtigung der Kettenregel:
d .
0= 4, €(u(t)) = DE(u(t))u(t) = DE(u(t))f (u(t))

2.) &=
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3.7. DAE-SYSTEME

Satz 3.36:

Die Differentialgleichung @ = f(u) besitze ein quadratisches erstes Integral £(z) = 2TEz 4+ dTz + e. Dann ist
E(up) = E(up—1) fiir das Gauss-Verfahren.

Beweis:

Sei P € Py mit P(ty,—1) = up—1, P(tnz) = f(P(tni)), un = P(ty) mit t,; = t, + ¢;7. AuBlerdem definieren
wir Q(t) = E(P(t)) € Pys.

tn

E(un) = Elttn-1) = E(P(tn)) — E(Pltn-1)) = /;%apa»mQ@?*r§ijum>=

tn—1

Dass dies verschwindet folgt mit DE(z) f(z) = 0 aus Lemma 3.25. O

3.6.2 Anwendung: Hamilton-Systeme

q € R™ seien die Koordinaten und p € R™ die Impulse. Eine HAMILTONfunktion ist eine Funktion H: R™ X
R™ — R mit

9 Hip.g)

0
—H(p,q) und p =
(p,q) b= "5

q= ap
- . . 0 I _(q om
= JDH (u) mit J = (Im O) und u = (p) eER
E(z) = H(z) ist erstes Integral, da

%S(u(t)) = DH(u(t))TJDH (u(t)) =0

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass die Matrix J schiefsymmetrisch ist.
Beispiel:

1
a.) Mathematisches Pendel: H(p,q) = §p2 — cos(q)

b.) Vielteilchensystem/Mehrkorpersystem: H(p, q ZM Ipi|> — GZ |q .
i~ 4

c.) G(q) = 0 (Beschreibung der festgehaltenen Positionen)

3.7 DAE-Systeme

3.7.1 Beispiel: Mathematisches Pendel
N\
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Wir suchen Funktionen (z,y)T mit folgenden Eigenschaften:

a.) Energieerhaltung:

%(iQ + 9?) + mgy = const.

b.) Nebenbedingung: 2?2 + 3?)I?

Man kann das ganze nun beschreiben als ein HAMILTON-System mit Nebenbedingungen. Dazu fithren wir
verallgemeinerte Koordinaten ein, ndmlich ¢; = z, g2 = y und p; = mz, ps = my.

1 .
H(p.q) = 5 ~p|* = mgq> mit |g* = I’

Das zugehorige LAGRANGE-Funktional lautet dann unter Beriicksichtigung der Nebenbedingung mittels des
LAGRANGE-Parameters A:

L(g,4,\) = H(mg,q) + A(lq* — 1?)

Unter Verwendung der Optimierungstheorie erhalten wir die EULER-LAGRANGE-Gleichung:

d /0 . 0 .

Wenden wir dies auf das mathematische Pendel an, so ergibt sich:

mg= — <ﬂ2g> —2\gund 0 = |q|* — 7

Wir haben jetzt also eine Differentialgleichung mit einer zusétzlichen algebraischen Gleichung als Nebenbedin-
gung. Solche Gleichungen wollen wir nun untersuchen.

Definition 8.1:

a.) Sei FF e C(I x R™ x R™ R™) mit I = [to,to + T]. Dann heifit F(¢,u(t),w(t)) = 0 mit ¢ € I und der
zusitzlichen Bedingung u(tg) = to implizit gestelltes Anfangswertaufgabe.

b.) F(t,u,4) heifit differentiell-algebraisches System (DAE), wenn die JACOBI-Matrix fiir festes ¢ und u(t),
also D3F(t,u(t),(t)), nicht regulér ist.

c.) Der (differentielle) Index ist die kleinste Zahl k, so dass @ durch das System F' (¢, u, 1) = 0, (d/dj)? F(t,u, i) =
0 fir j =1, ..., k eindeutig in Abhéngigkeit von u bestimmt ist.

Beispiel:

a.) Sei F'(tg, uo,vp) = 0 und D3F(tg, ug, vg) regulér. Dann existiert f: U C I xR™ — R™ mit der Eigenschaft
F(t, z, f(t,z)) = 0. Dann kénnen wir die Differentialgleichung in der Form @(t) = f(¢, u(t)) mit u(tg) = uo
darstellen. (Alleine durch f ist @ automatisch bestimmt, also ist der (differentielle) Index gleich 0.)

b.) Ein wichtiger Fall sind die linear-impliziten Anfangswertaufgaben. Man geht dabei davon aus, dass
F(t,u,v) = f(t,u)+M/(t,u)v gilt. Dann sieht unsere Differentialgleichung folgendermaflen aus: M (¢, u)u =
[t u(t)).
. 1 0 L . . . .. .
c.) Sei M = 00 ) Dann ist & = f(t,u,v) und 0 = g(¢t,u,v). Da v nicht bestimmt ist, miissen wir
g(t, u,v) nach t ableiten:

&g(t,u,v) = D1g(t,u,v) + Dag(t,u,v)i + Dsg(t,u,v)0 =0
Falls D3g(t,u,v) regulér ist, kénnen wir mit der inversen Matrix durchmultiplizieren und damit v dar-
stellen. Es gilt also:

(Z) = (—Dgg(t,u, o)~ [Dlg({,(z7,1j}’)U4)r Dag(t, u,v) f(t,u,v)})

Durch einfaches Ableiten haben wir es also geschafft, eine Anfangswertaufgabe der gewohnlichen Form
zu erhalten. Das Problem in der Praxis ist jedoch, dass man die Ableitungen benétigt. Die erhaltene
Index-0-Gleichung ist viel komplizierter als die vorherige Index-1-Gleichung, von der wir ausgegangen
sind.
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3.7. DAE-SYSTEME

d.) Betrachten wir @ = f(¢,u,v) und 0 = g(t,u). Dann reicht die erste Ableitung nicht aus, wir miissen
zweimal ableiten:

2
(i) g(t,u) = Dig(t, u) + 2D Dag(t, u) f(t, u,v) + D3g(t,u) f(t,u,v)*+
+ Dag(t, u) [D1f(t,u,v) + Do f(t,u,v)i + D3 f(t,u,v)0]

Dies ist nach ¢ auflosbar, falls Dag(t, u)Ds f(t, u,v) := G regulir ist.

(5) = (el S50 )

Somit ist unser System vom Index 2.

Wir betrachten Index-1-Systeme @ = f(t,u,v), 0 = g(¢,u,v) mit den Anfangswerten u(tg) = ug, v(to) = vo,
welche kompatibel mit der Nebenbedingung sind, also g(tg, ug, vg) = 0 ist, und fiir die G € C'(I x R™,R™) mit
g(t,z,G(t, z)) = 0 existiert.

Satz 3.2:

Wenn f, g stetig differenzierbar und Dsg(tg, ug,vo) regulir ist, dann existiert eine Simulationszeit T' > 0, so
dass die DAE in [tg, to + T eine eindeutige Losung besitzt.

Beweis:

Sei h(t,z) = f(t,2z,G(t,z)) und @ = h(t,u). h erfiillt eine L-Bedingung. Damit existiert ein 7" > 0 mit
eindeutiger Losung in [tg, tg + 7] und wir kénnen (u,v) als (u,v) = (u, G(t,u)) definieren. Dies 16st die DAE.
(]

Satz 3.3:

Sei L‘bir ein RUNGE-KUTTA-Schema der Ordnung p mit as;, = b; (steif genau) und sei

Up \ _ [Un-1 . ] ks . ks _ f(tn,iaun,iavn,i) .
<vn) N (Un—1> +T§bl (lz) mit <0> B (g(tn,i;un,i7vn,i) wobel

S S
tni = tn-1 + CiTn, Uni = Un—1 + T E aijkj, Uni = Un—1+ T E aijl;
Jj=1 Jj=1

Dann gilt:

Cn)- Gl =ee

Beweis:

Es gilt offensichtlich G(t,, ;,un,i) = vy ;. Daraus folgt k; = h(t, i, un,i), also berechnet sich w,, aus wu,_1 mit
dem RUNGE-KUTTA-Verfahren zu @ = h(t, u). Somit erfiillt u die Gleichung |u,, —u(t,)| = O(7P). ,,Steif genau®
bedeutet nun v, = vy s = G(tn s, Un,s) = G(tn, un), woraus sich ergibt:

[vn, — v(tn)| = |G(tn, un) — G(tn, utn))| < Llun, — u(t,)| = O(1") U

Satz 3.4:

Wenn zusétzlich zu Satz 3.3 A invertierbar ist, dann konvergiert die RUNGE-KUTTA-Losung zu einem regu-
larisierten Problem, ndmlich 4¢ = f(t,u®,v®), €0 = g(¢,u®, v°) mit u®(tg) = ug, v°(tg) = vo und auflerdem
g(to,ug,vg) = 0 fiir e — 0 gegen die Losung von 3.3.

53



KAPITEL 3. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beweis:

S
1> . 1>
evh, = v A7 Y aijg(tn g tng, Vnj)

Jj=1

Hieraus ergibt sich

S
TG(tn ol 5,05 ;) =€ Y @i (vh; — v5 ;) mit A™! = (a@y)
=1

und weiter g(t, ;,us, ;,v5 ) — 0 fur e — 0. Aus

(VRSO

S
€ £ € €
EV;, = EV;, ¢ = EVp1 + T E big(tn,isus, ;s V5, ;)

i=1
folgt:
S S S
vh = 1= 00 ay | v+ > bt = R(oo)vh_y v =5, 0
J i, -0
Beispiel:

a.)

Allgemeine mechanische Systeme mit Nebenbedingungen

. . 0 -1 1 -1
¢=vmit v = ;pH(p,q) = M(q)" pda H(p,q) = ipM(q) p+U(q)
Hierbei ist M (g) positiv definit. 0 = g(g¢) sei die Nebenbedingung.

M(q)o = f(g,u) — Dg(g)A mit f(q,v) = —(%H(p, 2

Diese Gleichung ist vom Index 3, wenn Dg(q) M (q)Dg(q)T invertierbar ist. Aus g(q) = 0 folgt

q v
9@ =Dg(g)g = | @ | = | M(a)""[f(g,u) - Dg(a)TA
0 Dg(q)v

Dieses System ist jetzt nur noch vom Index 2. Aus 0 = Dg(q)v folgt:

0=vTD%g(q)v + Dg(a)o = (%(?) Dg(()Q)T> (A) - (—v{gég@)

Das System ist jetzt nur noch vom Index 1.

VAN-DER-POL-Gleichung (einfaches Modell fiir einen elektrischen Schaltkreis)
Wir betrachten:

t=yund = p(l -2ty —=x

fley) = (u(l - 52)11 - x) = Ditey) = (—u : 2(;1/ -1 u1 ! IQ))

Bemerkung:

1.) Fiir groBe = und p hat Df Eigenwerte mit grofilem negativen Realteil. Damit ist die Anfangswert-
aufgabe steif.

2.) Die Anfangswertaufgabe hat eine periodische Losung; sie wird mit p grofer.
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3.8. LOSUNGSVERFAHREN FUR LINEARE IMPLIZITE DAES

Wir machen eine Analyse als singuliir gestortes System. Wir fithren eine Reskalierung der Form ¢ = 1 /ut

durch und fithren entsprechend reskalierte Grofen Z(t) = (t) und 7(t) = uy(t). Hieraus folgt:

(1) = uyelt) = ) = 10

d¢
d 2 d 2 2 2 ~ 2\
V=0 qy®) = lp(@ = 2 y() —2(O)] = p [(1-2(6)*)7 - 7]
Setzen wir e = 1/p? und u = 7, so folgt:

i=-(1-v?)t—u)=eci+ (W —1Li+u=0

™ | =

An dieser Stelle miissen wir noch einen kleinen Trick machen:

t
v:—/u(s)ds+C:>1}:—uii):sil+(u2—1)a
0

Durch Integration folgt weiter:
ud
v=ceu+ (3 - u) (Wahl von c)

Unser System sieht damit folgendermaflen aus:

3
bz—uundsdzv—(%—u)

Was sagt uns diese neue Struktur? Machen wir den Grenziibergang e — 0, so folgt:

w3
v=—uund 0 =g(v,u) :=v— <3u>

Es gilt Dog(v,u) = u? — 1 # 0 fiir u # £1. Durch Ableiten folgt weiter:

. 2 . 2 . .
00— —Du=—-u—(u2-1 -
0=0—(u L u— (u o= T

Die kritischen Stellen liegen bei w = 41, v = F2/3. Das DAE-System generiert einen Fluss auf dieser
eindimensionalen Mannigfaltigkeit im zweidimensionalen Raum. Dies ist ein fiir Schaltkreise typisches
periodisches Verhalten.

3.8 Losungsverfahren fiir lineare implizite DAEs

1 ODE
M(u)i = f(t,u) mit M(u) = <(1) g) steif
singulir DAE

3.8.1 Diagonal-implizites Runge-Kutta-Verfahren

C1 | 411
C2 | G21 Q22
aSS
Firi=1, ..., s 16se G(k;) = 0 mit

Gi(ki) = Gi | Un_1 + 7 Zaijkj mit é(z) = M(2) — f(tn,i,2)
j=1
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KAPITEL 3. STEIFE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bemerkung:

Falls M (z) = M eine positiv semidefinite Matrix und — f [strikt] monoton ist, so folgt DG(z) = M —7,a;;D f(2)
und fiir a;; > 0 ist DG(z) positiv [semi]definit.

3.8.2 Mehrschrittverfahren

Wir 16sen
k k
M Z Qp—ilUp—; =T Z Br—i f (un—i)
i=0 i=1
Analog zu oben gilt fiir unendlich-stabile BDF-Verfahren: |u,, — u(t,)| = O(7P).

3.8.3 Rosenbrock-Verfahren (linear implizite Verfahren)

Beobachtung:
A i—1
ki, = f Up—1 +7'Zaij]€j ~ f Up—1 —&-TZaijkj —‘rTCLiin(un_l)ki
j=1 j=1

Zub, c,d e R°und A, £ € R%*:
Up = Up—1 + sziki

i—1 i
Mki = f | too1 + CiTns 1 +7 Y aijhy | + dir Dy f(tn1,un-1) + TDof (tn—1,un-1) Y _ €ijk;
=1 =1
Bemerkung;:

A-Stabilitat tibertragt sich, B-Stabilitéit gilt jedoch nicht!

3.9 Randwertaufgaben

3.9.1 Lineare Randwertaufgaben

Sehr viele Uberlegungen zu Randwertaufgaben haben sich entwickelt an einem ganz speziellen System 2.0rd-
nung.

Definition 4.1:

In einem Intervall I = [a,b] zu p € CY(I), q, r, f € C(I) und oy, B; und v; € R ist die ,, STURM-LIOUVILLE-
Randwertaufgabe“ durch

*%(P(t)ﬂ(t)) +q(t)a(t) +r(t)u(t) = f(t) fir ¢ € (a,b)

agu(a) + agi(a) + Bou(b) + B1i(b) = vo und azu(a) + azi(a) + Bou(b) + B31(b) = 1

bestimmt.

Beispiele:

Durch Wahl der Koeflizienten in den Randbedingungen kénnen wir verschiedene Systeme beschreiben. Es gibt
viele Funktionen in der Physik, die definiert sind durch Lésung der STURM-LIOUVILLE-Gleichung.

a.) Freie Schwingung: i + w?u = 0 (mit w > 0)

Die Riickstellkraft (und damit die Beschleunigung) ist proportional zur Auslenkung. Die Losung der
Gleichung lautet:

u(t) = co sin(wt) + ¢ cos(wt)

Betrachte fiir diese Schwingung das Intervall [a,b] = [0, 7/w]. Dazu kénnen wir nun verschiedene Fille
untersuchen:
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3.9. RANDWERTAUFGABEN

1.) Periodische Randbedingungen: u(a) = u(b), u(a) = u(b) (durch entsprechende Wahl der Koeffizien-
ten «a;, B; und ;)
Dann ist % = 0 die eindeutige Losung.

2.) u(a) =0, u(b) = 0: Hier gibt es unendlich viele Losungen.

3.) u(a) =0, u(b) = 1: Es gibt keine Losung.

Anfangswertaufgaben besitzen immer eine eindeutige Losung, Randwertaufgaben jedoch nicht!

3.9.2 Schreibweise als System
Sei v =% und p # 0.

wemrwinere (-2 H)0)- ()

Die Randwertgleichungen kénnen dann in folgender Form geschrieben werden:

(o o) (e + (B ) (on = ()

Definition 4.2:

Zu I = [a,b], A € C(I,R™*™), b € C(I,R™) und B,, B, € R™*™ g € R™ ist die allgemeine inhomogene
lineare Randwertaufgabe durch

u(t) = A(t)u(t) + b(t) mit t € T
B,u(a) + Byu(b) = g

bestimmt.

Beispiel:

Sei B, = I und By, = 0. Dann ist dies eine gewohnliche Anfangswertaufgabe.

Satz 4.3:

Sei ug € C*(I) Losung der inhomogenen Anfangswertaufgabe ug(t) = A(t)uo(t) + b(t) mit ug(a) = 0. Sei
auBerdem u; € C'(I) Losung der homogenen Anfangswertaufgabe wu;(t) = A(t)u;(t)mit u;(a) = e'. (e’ ist
Einheitsvektor im R™, ¢ = 1, ..., m). Dann ist die Matrix U(t) = (u1(¢),...,u,(t)) ein Fundamentalsystem
und (4.2) hat die Form u(t) = uo(t) + > i, yiu(t) mit y € R™ als Losung von (B, + ByU(b))y = g — Byug(b).
Also gilt (FREDHOLMsche Alternative):

a.) Q := (Bq + BpU (D)) ist regulér. Dann ist (4.2) immer eindeutig losbar.
b.) @ ist singular, also existieren entweder mehrfache oder keine Losungen (abhéingig von g — Byug(b))

Der Fall B ist numerisch nicht einfach handzuhaben.

Beweis:

Wir setzen die angegebene Losung ein und erhalten:

g=DB, (uO(a) + Z yiui(a)> + By <uO(b) + Z yiui(b)> = Bay + By (uo(b) + U(b)y)

= (B, + ByU(b))y + Byuo(b)

Damit ist alles gezeigt. O
Satz 4.4:

Sei uf diskrete Losung der Anfangswertaufgabe @y = Aug + b, u(a) = 0 und u] diskrete Losung der An-
fangswertaufgabe 1; = Au;, u(a) = €' (mit i = 1, ..., n). Sei y”~ € R™ Losung von Q"y"™ = g — Byufy(b) mit
Q" =B, +ByUT(b) mit U™ = (u],...,ul,). Setze u™ = ul+ Y v, ylul. Fiir u] gelte |u;(t,) —ul (t,)] = O(7P)
fir i =0, ..., mund ¢, <A, b € A. Dann gilt: Wenn @ regulér ist, dann existiert ein 79, so dass Q7 fiir

7 < 79 reguldr und fiir die Lésung der Randwertaufgabe gilt |u(t,) — u” (¢,)] = O(7P).
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Beweis:
Als erstes schauen wir uns folgenden Fehler an:
Q= Q| < [Bul[u(b) — u”(b)] < | By max |us(b) —uj (b)] = O(7*)

Zu einer Konstanten C' < 1 existiert ein 7o mit |Q — Q7| < C/|Q 1| fiir alle 7 < 79. Dann folgt |Q~1(Q—Q7)| <
1. Unter dieser Voraussetzung ist Q@ 1Q7 = I — Q~1(Q — Q7) regulir und die NEUMANNsche Reihe besagt:

Q') =Y [RQ-Q
k>0

Hieraus ergibt sich weiter:
e e e
Tl -QT T 1-C
y—y" =Q (g~ Byuo(b)) — (Q7) " (g — Byug(h)) = (@' = (Q7)7")(g — Byug (b)) — Q7' By(uo(b) — ug (b)) =
— O() + O(s7) = O(?)
Also gilt:
[u(tn) = u” (tn)] < [uo(tn) +ug ()| + lyiui(tn) — yj ui (tn)] =O(7") 0

=(yi —y7 i (t")+y;:r (i (tm'”‘)fuagT (tn))

Q7
1-C

(@) = (@) -7 = (@) THQT-QQ7| < Q-Q7[ = O(7)

Problem:

Es gilt |u(t,) — u (t,)] < C1Pexp(L(t, — a)). Fir (t, — a)L > 1 unbrauchbar!

Beispiel:
Wir betrachten die STURM-LIOUVILLE-Gleichung 4 — % — 110u = 0 fiir I = [0, 10]. Die Losung u(t) ist gegeben
durch:

u(t) = co exp(—10t) + ¢y exp(11t)
11 10 . ’
ug =0, uy (t) = 31 exp(—10t) + ﬁexp(llt) mit u; (0) = 1, u1(0) =0

1 1
us(t) = —51 exp(—10t) + 31 exp(11¢) mit uz(0) =0, u2(0) =1

Randwerte: u(0) = u(10) =0

21 + exp(—100)

~ —10+3,5-107%
exp(110) — exp(—100) o

U = U + Cous mit cg = —10 +

Wenn wir die Steigung um € = 3,5 - 10747 sndern, dann erhalten wir eine vollig andere Losung. Damit sehen
wir, dass das Problem extrem konditionsabhéngig ist.

3.10 Ubergang zu nichtlinearen Problemen

3.10.1 Beispiel: Nichtlineare Zweipunktrandwertaufgabe 2.0rdnung

Wir betrachten i = f (¢, u, %) mit u(a), uq, u(b) = up und ¢ € [a,b] = I, f € C(I xR™ xR™,R™). SchieBverfah-
ren: Zu v € R berechne die Losung der Anfangswertaufgabe von ¥ = f(¢, v, 4") mit u(a) = u, und u(a) = v,
t € I. Setze F(v) = u”(b) — up. Aus F(v) = 0 folgt, dass u = u” die Randwertaufgabe 16st. Wir nehmen
an, dass F differenzierbar ist und F’ sich durch den Differenzenquotienten F'(v) = 1/5[F (v + §) — F(v)] (mit
geeignetem ¢§) approximieren ldsst. Daraus machen wir einen Algorithmus:

1.) Gegeben sei ein Startvektor v, ein Parameter 6 und eine Genauigkeit € > 0. Berechne u".
2.) Falls |u¥(b) — up| < € ist, beende die Rechnung.

3.) Berechne u*¢ und J = 1/5(u"*9(b) — u(b)).

4.) Berechne daraus v :=v —1/J(u”(b) — up) (= v — F(v)/F'(v)).
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Definition 4.5:

Sei f € C(IxR™ R™) mit r € C(R™ x R™) gegeben. Dann lautet die allgemeine Randwertaufgabe: Bestimme
uw € CH(I,R™) mit 1 = f(t,u) mit t € [a,b] = I und den Randwerten, die durch 0 = r(u(a),u(b) gegeben sind.
Beispiel:

Wir betrachten f(t,u) = Au+ b mit r(z,y) = Byz + By — g.

Schiefiverfahren: Bestimme einen Anfangsvektor v € R™, so dass die Losung der Anfangswertaufgabe @V =
f(t,u?), u’(a) = v die Randwerte r(v,u? (b)) = 0 erfiillt. Damit das ,NEWTON-Verfahren“ sinnvoll ist, muss
die Losung u¥ der Anfangswertaufgabe differenzierbar von v abhéngen.

Satz 4.7:
Sei f € C'(I xR™,R™). Dann ist u” nach v differenzierbar mit J = Dyu” € C*'(I, R™*™). J erfiillt die lineare
Matrix-Anfangswertaufgabe J = Do f(¢,u"(t))J mit J(a) = I. Es gilt:

Jig (1) = lim (™ (8) = uy(1))

Beweis:

Setze w = v + e/, wobei e/ der j-te Einheitsvektor ist.

w v _ w v 1 . W .V _
5 070 =0t (0)] = 5 [07(@) = v (@) + [ 50 — () ds =

"(o)) = flsa s ds =+ [ 5[ Tra(s) + M@0 (s) - () drds =
0

0 a

Il
I
—
g
|
<
S~—
+
| =
g
EIJ
N

t

=t [ 5 [ Dafs,0() + A ()~ () (5) — u(s)) dAds
0

Das GRONWALL-Lemma hat uns gezeigt, dass lims,o |u® — u?| = 0 ist.
t t
J=Dyf(s,u’(s))J = J(t)el =€’ —I—/j(s)ej ds =e’ + /Dg(s,u”(s))J(s)ej ds

Durch Vergleich ergibt sich dann:

: 1 w v _ 7
gli)r%) g(u (s) —u®(s)) = J(s)e O

Der Algorithmus sieht nun wie folgt aus:
1.) Wéhle Startvektor v € R™.

2.) Berechne die Anfangswertaufgabe fiir «¥ mit ¥ = f(¢,u”) mit u¥(a) = v. Berechne F(v) := r(v,u"(b)).
Ist |F(v)| klein genug, breche ab.

3.) Berechne eine Approximation AF von DF(v) = Dyr(v,u®(b))+Dar(v, u? (b)) Dyu? (b) mit J(b) = D,u”(b)
spaltenweise fiir § > 0 und fiir jede Spalte e’ setze AF(v)el = 1/6(F(v + de?) — F(v)).

4.) Berechne v := v — (AF(v))"'F(v) und gehe zu Schritt (2) zuriick.

Bemerkung:

Seien f und r hinreichend glatt und u eine isolierte (lokal eindeutige Losung) der Randwertaufgabe. Dann gilt:
a.) F € C%(U,R™) in einer Umgebung U von u(a).
b.) F(u(a)) = r(u(a),u(d)) =0
c.) DF(u(a)) ist regulir.

Daraus folgt, dass das Schielverfahren konvergiert fiir Startwerte nahe bei u(a).
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3.11 Differenzenverfahren

Definition:

Zu Lu(t) :== u(t) — A{t)u(t) = f(t) mit u € C*(I = [a,b],R™) mit der Randbedingung B,u(a) + Byu(b) = r
betrachte eine Gitterfunktion u" auf A = {t, = a+nh:n =0,...,N} und h = (b — a)/N als Losung der
,Differenzengleichung® (Lju"),, := Z;.V:O Cn, (h)ult = E,(hf) mit Ryu" := Byu"(a) + Byu"(b) = r fir n = 1,

. N.
B, 0 ... 0 By T
Al — Fh it A, — Clg(h) Cly(h) R NEDI(NAD g Fl(}.z, f)
CN(')(h) CN];[(}L) FN(.h, f)

3.11.1 Beispiel: Box-Schema

Das bekannteste Schema dieser Form ist das sogenannte ,,Box-Schema*.

n

(Lh’l,b‘])n = %(Uﬂ — UZ,l) - A é <;un + ;un—l> ) Fn(h7f) = f(tn-i-l)

n—z 2

1
n—1 = i(tnfl +tn)7 Anfé = A(t )

Im Spezialfall A = const. und f = const. ist dies das ADAMS-MOULTON-Verfahren.

t

1
2

B, 0 0 B, ug r
—I+3hAs I —4hAy 0 0 : hfi
0 0 0 —I— %hAN_% I - %hAN_% u% th,%

Definition 4.8:

a.) Ein Differenzenverfahren heifit konsistent von der Ordnung p, wenn fiir die Interpolation I u mit (Ipu), =
u(t,) der exakten Losung gilt:

(Ru(yw) = |+ max|Fu(h, f) = (Lu(Lan)a] = O(R?)

=1,...,

b.) Es heifit stabil, wenn

h < h h
pnax fup| < K { [Rpu|+ max |(Lnu)n)

Bezeichnung:
Wir fithren fiir Gitterfunktionen und unsere Diskretisierungsmatrix folgende Normen ein:

h _ h _ h
ol = s Bl o dall = sup A

Lemma 4.9:

Die Differenzengleichung (4.7) ist genau dann stabil, wenn A, reguléir ist und supj,q [|A; oo < 00 ist.

Beweis: ,,=¢
Wenn Apu” = 0 ist, gilt Ru” = 0 und Lyu® = 0. Unter dieser Voraussetzung gilt also
[u*loe < K(|Rpu"| + max |(Lyu"),|) = 0

und somit u"” = 0. Somit hat die Gleichung A,u" = 0 nur die triviale Losung und Ay, ist reguliir! Entsprechend
folgt aus Apu® = F", dass Fé"” = Rpu” und F!' = (Lyuh),, ist.

1A F oo = [u"[loo < | K (|Rhu") + max |(Lyu")nl| < 2K||F oo = |4, [0 < 2K
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3.11. DIFFERENZENVERFAHREN

Beweis: ,,«<*

Gilt umgekehrt H.A;lHOo < O, so folgt ||u"||e = ||A}:1Fh||oO < O||F" o < Cmax{|Rpu”|, |(Lpu™),|}. O

Satz 4.10:

Das Differenzenverfahren (4.7) sei konsistent von der Ordnung p > 1 und stabil. Dann ist es konvergent:

_ P fii
pmax |ul — u(t,)| = O(hP) fiir h s 0

Beweis:

Fiir den Fehler e = v — Thu gilt Lheh = Lhuh — L;Jhuh =Fh — L;L(Ihu) mit F" = F(h,f) Konsistenz
bedeutet ||Lype”||oo = O(RP), |Rpe"| = |r — Ry, (Inu)| = O(7P).

— Ry (I
A = (¢~ B (a0 P, ) = () = 16 < 145 | (e ™S00 )] =0

Satz 4.11:
Die Randwertaufgabe (4.2) sei eindeutig 16sbar. Dann ist das Differenzenverfahren (4.7) genau dann stabil und
konsistent, wenn die zugehorige Anfangswertaufgabe (mit B, = I und Bj, = 0) stabil und konsistent ist.

Beweisskizze:

Betrachte Lu = @ — Au = f mit R'u; = Biu(a) + Bju(b) =r und i =0, 1.

Bi

a

Cio(h)

0 ... 0 B

;,s.
|

Cnn(h)
Zu zeigen ist:
1CAR) ™ Hloo < 00 & [[(A]) Hloo < 00

* ,=“ BY=1I B)=0, B = B,, B} = B,

1_ Ro 1 po
D;,,_A}IAO_<BGOBG X BbOBb>

Dann kénnen wir eine Stérungsrechnung machen der folgenden Form:
Al, = A + Dy = (I + Dy (Ap) A,
Zeige:

i.) Die Matrix I + Dp(A))~1 ist regulr.
ii.) Die Norm der inversen Matrix, also ||(I + Dp(A%)~1) 71|, ist < C fiir 0 < h < ho.

Dann gilt:

(AR ™ oo < AR oI + Da(AD ™) Hloo = sup  [[(A}) ™ loo < 00
0<h<hg

Man benétigt weiterhin die NEUMANNsche Reihe und Stérungsrechnung.
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3.11.2 Modellproblem: ,,Fruchtfliege der Numerik*
Wir betrachten —ii = f mit u(0) = u(1) = 0 und nehmen an, dass u € C?[0, 1]:

o)+ju( O/t(u / )da) ds = tu(0 )—jj—f(e)dads_

= +/F ) ds mit ¢; := 4(0) und F(s /f
0

Wir wollen nun das Integral iiber F(s) durch partielle Integration weiter auswerten:
t t t t t
/F(s)ds:sF(s)|g—/ t/f ds—/ ()ds—/(t—s)f(s)
0 0 0 0
Aus u(1) = 0 ergibt sich ¢;:
1

cl+/1F(s)ds:0:>cl:/(s—l)f(s)ds
0

0

t

t/lsl ()der/(tfs (s)ds/lG(t,s)f(s)ds
0 0

0

G(t, s) bezeichnet man als GREENsche Funktion.

_f s(1—t) fur 0<s<t
G(t’s)_{t(l—s) fir t<s<1

Folgerung:
a.) G(t,s) >0 fir s, t € [0,1]
Das Maximumprinzip besagt: Wenn f > 0 ist, dann ist u > 0.
b.) Fiir f € C|0, 1] existiert genau eine Losung.
1

1 1
)l = max fu(r)] < |/ (19 (5)ds] < 5 [0 =)l =

t€[0,1] t€[0,1]
0

(Zeige, dass ||tun|loo < KHfHOO ist.)

Lemma 4.12:

Sei h > 0 und I = [t — h,t + h]. Dann gilt:

L) ) = 3 (uft + B) — u(®)) + bR (o) mit |Ba(u)] < Ll (u € C2(D))

2) (t) = 3 (u(t) — u(t — ) + hRy(u) mit [Ro(u)| < il (u € C2(1))

3) i(t) = o (ult +B) — u(t — 1)) + K Ry(u) mit |Ro(u) < <1 (uw € CH(D))
£) i(e) = s (e + B) = 2u() + ult — 1) + W Ra(u) mit [Raf) < 22l (u € OH(D))
Beweis:

1
3.) u(t+h) =u(t) £ ha(t) + §h?a( E= 6h3 (t+ &) mit 0 < &y <h
Durch Differenzenbildung ergibt sich:

1( (t+h)—u(t=h)) = a(t)+ h2( U (t+E4)+7u (t—€-)) mit

LR e )€ ))| < a0
2h - BRI B PR

12
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3.11. DIFFERENZENVERFAHREN

Definition:

Wir wenden ,u(t) := 5 (u(t + h) — u(t — h)) an auf:

d
Lu = —&(pu) +qu+ru= Lyu= —8% (pagu) + qOpu + ru

Nun setzen wir h = (b — a)/(N 4+ 1) und ¢, = a + nh. Damit approximieren wir die Aufgabe Lu = f mit
u(a) = u(b) = 0 durch Lyu"(tn) = fn := f(tn) und u”(a) = ufy = 0, u"(b) = uf, = 0. Gesucht ist die Matrix
Ah fiir

uf f(t)
Apu = fPmitw = © | €P"und f = :
ufy f(tn)
Die Matrix Ay, ist tridiagonal.
p1+ps+ h2ry —pg + %hcn

Ap = ’
—Pp-1 — %hQn Dp—1 +pn+% + hPry, Pyl + %hqn

Beispiel:
Fiir Lu = —1 lautet die Matrix A:

2 -1 0
-1 2 -1 0
o -1 2 -1
A = tridiag(—1,2,-1) =
0 -1 0
o
0o -1 2
Satz 4.13:
Fiir A € RV*N gelte:
a.) A sei stark diagonal-dominant. Das heif3t
N
Z\aiﬂ < |au| furjil, ey N
j=1
J#i
und es existiert ein s € {1,..., N} mit
Z |as;| < |ars|
i
b.) A ist irreduzibel. Das heifit, zu jedem Paar s # r existiert eine Folge s = j1, ..., j2, ..., jm = 7 mit
ajpin # 0, @juj # 0, ..., aj,aj,, . # 0. (Zeichnet man einen Matrixgraphen, so sind dessen Kanten

dadurch ausgezeichnet, dass die zugehorigen Eintrdge nicht verschwinden. Die Matrix ist also nicht in
Blockmatrizen zerlegbar. Das zugehotrige Problem zerfillt nicht in zwei voneinander unabhéngige Pro-
bleme.)

Dann gilt:
1.) A ist regulr.
2.) Falls a;; > 0, ist A positiv definit.

3.) Falls a;; > 0 und a;; < 0 (fiir i # j) ist A™' > 0 (elementweise). (Dann folgt aus Au = f und f > 0,
dass u > 0 ist.)

Solche Matrizen werden als M-Matrizen bezeichnet.
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Beweis:

Da A irreduzibel ist, muss Zjvzl la;j] > 0 sein fiir ¢ = 1, ..., N. Insbesondere folgt aus Voraussetzung (a), dass
la;i| # 0 ist. Zu A = D + L + R mit D = diag(A), L = lower(A) und R = upper(A) gilt J := D"Y(L + R) =
I — D71 A. Behauptung: Es gilt o(J) < 1. Sei 4 € C Eigenwert von J, also Jw = uw mit w # 0. Ohne
Einschréinkung nehmen wir an, dass ||w||eco = 1 = |w,.| ist. Damit gilt:

Ay Z(mej‘< |a7‘r |Z‘arj| < 1

J# J#

| = |pw,| =

Wir nehmen nun an, dass |u| = 1 ist. Wéhle j; = s aus (a) bis j,, = r mit |w,| = 1.

jwol = || < lagd| D lassllws| <1
i#s

jwia| = lpws, | < aj3, Z |@jojllws] + |aj,s| lws] | <1
~——

1= |wr| = lpwr <l | D0 lanllws] + Jarj,, ] lws,, | | <1
: ——
J#T £0
JFIm—1
Dies ist ein Widerspruch und damit ist o(J) < 1.

oy

k>0
konvergiert als NEUMANNsche Reihe. Damit ist A~! invertierbar
I-Nt=D 1A '=4a"D=A"=1T-J)!

und A regular.

3.12 Variationsmethoden

Wir betrachten die STURM-LIOUVILLE-Randwertaufgabe:

d

Lu(t) = = (p@)a(t)) + q(@)a(t) +r(t)u(t) = f(t) mit t € I = [a, Y

Dann gilt fiir jede Losung u € C?(1):

b

b
/Luapdt:/fgadt

a

Definiere V = {¢ € C(I) : p(a) = o(b) = 0, ¢ stiickweise differenzierbar}.

Beispiel:

Lineare Splines sind in V. Zu pE V wiihle eine Zerlegung a =t < t; < ... <ty =b,sodass o € C*(t,_1,t,).
Hieraus folgt:

tn

b N b
[ iy / =3~z + [ pigdt | =p@itae@-p0i01p0)+ [ pigar

nlt n=1

a n—1 tn—1

b b
/Lucp dt = /(pugb + qup + rup) dt

a
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Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:
b 3

Joll = { [ (o ar

a

Diese Norm bezeichnet man auch als Lo(I)-Norm. Die Bilinearform auf V ist gegeben durch

b
a(u,v) = /(puv + qtv 4+ uv) dt

a

und die Linearform auf V durch
b
l(v) = / Sfodt

Satz 4.15:

a.) Er gilt die POINCARE-Ungleichung;:

2

oll < =219 mit v e V

b.) I(e) ist stetig beziiglich ||o|: |{(v)| < C||9| mit v € V
c.) a(e,e) ist stetig: |a(u,v) < C|al|||0]| mit u, v e V.
d.) Sei zuséitzlich nun p(t) > ¢ > 0 und ¢ + ((b — a)/2)* min(r — 1/2¢) > 0. Dann ist a(e, e) elliptisch, das
heift: a(v,v) > c||o|* mit v € V.
Beweis:

a.) Fiir v e V gilt v(a) = v(b) = 0 und

lo(t)] < /1ds 7 /(v(s))2 ds

a a
Dies ist die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung. Hieraus folgt [v(¢)|? < (¢t — a)||0]|*(a + b)/2.
a+b a+b

7 2 .22 ol b—a\? 9 b—a2_2
@ dt < Jlol° [ (t—a)dt = [olI"5 | — = [lll* = { — 9]

a

b.) Mit der gleichen Uberlegung folgern wir C' = (b — a) /2| f]|-
¢.) Wir machen folgende Abschétzung:

(b—a)?
4

. . Sl . b—a
a(u, v)| < [[pllscl[@llllofl + gl @Il +rllecllulllvll < Cllafloll mit € = |[plloc+——llglloc + 7o

d.) Mittels partieller Integration und der POINCARE-Ungleichung ergibt sich folgendes. Wir wihlen ein gg €
(0, 0) mit go + (b — a)? min(r — 1/2¢) > 0. Hieraus folgt:

/ / 1 2 \°

afve) = [@liraivtrioP)at = [ |- )l + ool = Galol? 4 10| dt = (o-en)ol+ 2o (nf;n? -(52) |v||2> -

a

>0 (PoIiNCARE-Ungleichung)

Dies ist eine gleichmiifige Schranke fiir ||9]|? und damit ist nach Definition die Elliptizitiit gewihrleistet.
O
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Folgerung 4.16:

Unter der Bedingung 4.15 (d) hat die STURM-LIOUVILLE-Randwertaufgabe eine eindeutige Losung u € C?(I).

Beweis:

Aus der FREDHOLMschen Alternative folgt: Wenn die homogene Aufgabe Lu = 0 mit u(a) = u(b) = 0 nur die
triviale Losung u = 0 besitzt, so ist Lu = f mit u(a) = u(b) = 0 fiir jede rechte Seite eindeutig losbar. Sei also
Lu = 0. Dann folgt hieraus, dass auch die Bilinearform a(u,u) verschwindet.

Satz 4.15 (a
_

0= a(u,u) > Cllal| = @ =0 Ll =0=u=0 O

3.12.1 Galerkin-Verfahren

Wir wiihlen einen endlichdimensionalen Teilraum V;, C V mit Basis ol . AuBerdem definieren wir die
diskretisierte Matrix A;, (Massenmatrix)

Ah = (a(wZ’SDT};L))'yL’m:l,“,’N € RN’N

und fr, = (I(¢")) € RN. Das heiBt uj, = 25:1 Unpl € Vi, 16st a(up,vs) = (vy) fiir alle vy, € V3. Also ist das
lineare Gleichungssystem A = f5 zu 16sen.

Satz 4.17:

Sei a(e, ®) eine elliptische Bilinearform. Dann ist die Matrix Ay, positiv definit und damit reguldr. Also existiert
eine eindeutige Losung up, € V3, von der Variationsgleichung a(up,vp) = l(vy) fiir alle vy, € V.

Beweis:

Fiir v, = 25:1 Tl folgt aus vy, # 0, dass a(vy,vp) > 0ist. Damit ist 7T Ao > 0 und damit Ay, positiv definit,
also auch regulér. Damit konnen wir den Vektor 4 explizit angeben. @ = A,:l fn 16st die Variationsgleichung
eindeutig. O
Satz 4.18:

Sei u € C?(I) Losung der STURM-LIOUVILLE-Randwertaufgabe und sei u;, € Vj, Losung von 4.17. Dann gilt
fiir den Fehler e, = u — wuy, die ,, GALERKIN-Orthogonalitéit“ a(ep,v) = 0 fiir v, € Vj,. (Der Fehler beziiglich
der Bilinearform steht also senkrecht auf allen Testfunktionen, also implizit die Bestapproximation in diesem
Raum darstellt. Siehe auch WEISERSTRASSscher Approximationsatz)

Beweis:

Aus Lu = f folgt a(u,vp) = I(v,) und a(up,vn) = l(vy). Durch Subtraktion ergibt sich direkt:
a(u — up,vp) = alen,vp) = (o) —l(vg) =0 O
3.12.2 Ceas-Lemma

Satz 4.19:

Sei eine Bilinearform a(e, ®) beschréinkt und elliptisch, also |a(u,v)| < C||a|||0], a(v,v) > C||9]|?. Dann gilt
fiir den GALERKIN-Fehler e, = u — uy, die Ungleichung

: C . .
lenl] < — inf [d —on]
C vhEVh

(Es macht also Sinn, die Elemente aus dem Testraum gut mit w vertriiglich sind. Desto kleine ist dann der
Fehler und desto besser die Losung.
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Beweis:

Wir beginnen mit der Elliptizitét:

clén)? < alu — up,u—up) = alu — up,u) = a(u — up,u —vp) < inf  C|jd — p||||@ — o]
VR EVh
Dies gilt fiir alle Testfunktionen vy, € V},, weil diese die GALERKIN-Orthogonalitét erfiillen. Hieraus ergibt sich:

lell < ¢ / i — o

vh €V

Anwendung: Wir konstruieren den Raum Vj, € V und definieren eine Interpolation I,: V — Vj, mit ||d/dt(U —
Inu)|| = O(h?). Dann gilt:

- Cl|d
i ol < £ § a1

= O(hP)
3.12.3 Beispiel: Finite Differenzen

_fu_i'_ru:f7 Lu:—u+rufurT20

Wir wollen den Differentialoperator mit homogenen Randwerten betrachten, also u(a) = u(b) = 0. Nun
definieren wir den diskreten Differentialoperator, welcher auf Gitterfunktionen operiert:

1

[—u(t — h) + 2u(t) — u(t + h)] + r(t)u(?)
Sei uy, die Gitterfunktion:

uh(t1>
up A — R, @ =

uh(tN)
A" = f7 mit Ay, = tridiag(=1,2 4, —1) und f* = (f(tn))n=1...N

1.) Konsistenz:
.. 1
max |(Lpup, — Ly (Inw))(tn)] = max | — @(t,) — rou(ty) — Ly (Tpu)(t,)] < EhZH U oo

Nur wenn vierte Ableitungen existieren, konnen wir eine solche Aussage machen.

2.) Stabilitét:

Es ist folgendes zu zeigen:
max |up (t,)| < Cmax | Lyup(t,)|

% 1.Schritt: Diskretes Maximumsprinzip
Seien ay, by, ¢, >0 (n=1, ..., N) mit b, > a, + ¢, und fiir u, ER (n =0, ..., N + 1) gelte

—ApUp—1 + bpty — Cptip1 <0 firn=1,..., N

Dann gilt u,, < K := max{0, ug, un+1}-

Beweis:

Sei up = max{ug,...,un+1}. Ohne Einschrinkung gelte up > 0 fiir h # 0, N + 1. Zeige: Dann ist
ug konstant. Aus uy > uk—1 und ug > up4q folgt:

bruk < agug—1 + crurs1 < (ag + cp)up < brup = Uk—1 = Up+1 = Uk,

Induktiv ergibt sich dann uy = un4+1 = uy. O

% 2.Schritt: Ly, ist invers monoton. Dann folgt aus Lyup, > 0, dass up > 0 ist.
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Beweis:

Fiir a, = ¢, =1 gilt b, = 24+ v, > ap, + by Aus (Lpup) > 0 folgt dann:

—ap(—up(tn-1)) + bn(—up(ty)) — cn(—un(tns1)) < 0= max(—u,(t,)) =0=up >0 O
% 3.Schritt: L, ! ist beschriinkt. Wir definieren eine Gitterfunktion wy,(t,) = 1/2(t, — a)(b — t,).

Lywp(tn) =1+ rpwp(te) > 1

Also gilt fiir Lyup, = fr und vy, = || fallcown — wp-

Lpvn = || fnllooLnwn — Lyun > || frlloo = frn >0

Da der Operator invers monoton ist, folgt vy > 0 und damit up < || fi]lccwn. Analog gilt —up <
Il llcowp,. Hieraus resultiert:

max |up, (t,)] < = (b — a)* max |Lpup(t,)| O

| =

Nun kénnen wir unsere Konstante C explizit angeben. Wir lesen C' = 1/8(b—a)? ab. (Dies gilt unabhingig
von h.) Aus Stabilitdt und Konsistenz folgt nun Konvergenz:

_ 1 1
lu = unlloe = 115" Ln(u = )l < g~ a)*| Ln(u — un)lloo < 960~ a)*h?[[ ]| o

Satz:

Sei I,: V — Vj, die lineare Interpolation und sei v € C2(I). Dann gilt:
a.) [lu— Inul < B2
b) || 4w — Inw)[| < Rl

¢.) [lu = Inulloo < 5h*|iilloc

Beweis:

b.) Sei w(t) = u(t) — Upu(t). Hieraus folgt w(t,) = 0 und damit existiert ein & € (t,_1,t,) mit w(,) = 0.
Fiir t € [ty—1,t,] folgt:

mm:JJM$MM<\jP®) \/W@Pm
&n &n

6’71

2

SIS

tn t

tn tn
)P dt = [ [t —&l| [ [o(s)ds| <h* [ [o(t)]* dt = [jw]| < ki = il
Jworas [l floraf<se |

n—1 En tn—1

Nach dem CEAs-Lemma gilt:

- Cl|d
il < € | S v)

¢

hljal| U
Cc

Satz 4.22:
Sei a(e, @) elliptisch. Dann gilt fiir die Losung u € C?(I) der Randwertaufgabe |[|ii|| < C||f]|.
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Beweis:

Mit |jul| < Cy||i|| (siehe Ubungen) gilt:

_ 1 1 . _C
lall* < Za(e, e) = —l(u) < *IIfHH I < pIIfIIIIUH = |l < =171

C

Betrachten wir weiter:

d . L .
—a(pu)—kqu—kru:fé—pu—pu+qu—|—ru:f

Mit p(t) > o > 0 und der Dreiecksungleichung folgt dann:

Hf — qu + pi

]l =

1 \ .
<3 A1+ M lloo el + llalloolll] + llolloo llll) <

1 C .
! [1 + 5 (Gl + 19 - q||oo>} 11

=C

Satz 4.23:

Unter der Voraussetzung (4.19) gilt fiir die GALERKIN-Losung uy, € Vi:
a.) |[i— || < Ch|f]|
b.) flu—unll < CR2[|f]| (da u € C*(I))

Beweis:

b.) Betrachte die adjungierte Aufgabe zu g € C(I):
b
a(vp, wp,) /gvh dt fiir alle vy, € Vi, und wy, € Vj,

Analog zu (4.21) gilt fiir w € V mit der Eigenschaft
L
a(v,w) = /gv dt fiir alle v € V

gilt w € C%(I) mit || — 1| < Chl|gl|. Setze g = u — up:

b
. 4.19 (d)

GALE
lgll* = IIU*Uh\\z:/g(U*Uh) dt = a(u —up,w) “E a(u —ujw—wy) <

@ gveb
T S
< Clla — || —nll < C'(RIfIN(RIgI)
= [lu—un| < O f]] O

3.12.4 Dualer Fehlerschitzer

Sei J(e) ein , Fehlerfunktional und sei z € V duale Losung a(p,z) = J(z) V ¢ € V. Setze ¢ = e, = u — uy,.
Dann gilt fiir z; € Vj:

alen,z) = alen,z — zp) = Uz — z1) — alup, z — 2p) = Z / (f — Lpup)h ™Yz — z5)+

n= %

+ Terme durch partielles Integrieren in den Teilschritten v _SerwaRz

=0
t

N
= Zh2 /(f—Lhuh)2 (h*2||z—Ihz||2)
n=1

tn—1
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