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Kapitel 1
Einleitung

Coulomb-Gesetz (~ 1785):

Kraft = k%
r

1 Gauf3-System

k= MKSA-System = SI-System

47T€0

g0 = 8,85 - 10712 (forward factor)

Magnetismus (Lithors magnetes):

Feldstérken:
* Bprie = 0,3 — 0,6 GauBl (GauB-System)
¥* Bprie ~ (0,3 —0,6) - 10~* Tesla (SI-System)

% Beschleunigermagnete: 5-20 Tesla

Biot-Savart (1820), Ampeére (1820-1825):

Strom — Magnetfeld
Krifte zwischen stromdurchflossenen Leitern
Wir betrachten einen Zusammenhang zwischen F und B und deren zeitlichen Anderungen (, Dynamik®).

Faraday:

(rotE)

Eine zeitliche Anderung des magnetischen Feldes durch eine Leiterschleife induziert Spannung und Strom.
= Generator, Dynamo, Elektrotechnik

Maxwell (1865):

Zeitliche Anderung des E-Feldes fithrt zu rotB. Dies beinhalten die Maxwell-Gleichungen | In diesen Glei-
chungen stecken folgende Erkenntnisse:

% Vereinheitlichung von elektrischen und magnetischen Wechselwirkungen zu einheitlichen Ph&nomenen
#* E < B fiir relativ bewegte Beobachter.

* Kovarianz der Maxwell-Gleichungen unter Lorentz-Transformationen = spezielle Relativitétstheorie



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Praktische Konsequenzen:

% Elektromagnetische Wellen
* Abstrahlung

¥ Absorption

Klassische Elektrodynamik:

Es handelt sich um ein ,,abgeschlossenes Gebiet“, dhnlich wie die klassische Mechanik.

Quantenelektrodynamik:

In der gegenwirtige Forschung verbinden sich die beiden Gebiete Elektrodynamik und Quantenmechanik zur
sogenannten Quantenelektrodynamik. Dies fithrt zu folgenden Forschungsgebieten:

% Quantenfeldtheorie
3 Teilchenphysik

% Vereinheitlichung von Wechselwirkungen

Statistische Mechanik, Festkorperphysik:

Dieses Gebiet behandelt die elektrischen und magnetischen Eigenschaften von Materie. Folgende Teilgebiete
sind ihr zuzuordnen:

% Halbleiterphysik

% Supraleitung

Plasma-Physik:

Die Plasmaphysik beschreibt das Verhalten von leitenden Fliissigkeiten und Gasen.

Inhalts-Verzeichnis:

I.) Einleitung

Elektrostatik, allgemeine Konzepte
Randwertprobleme in der Elektrostatik
Multipole

Magnetostatik

)
)
)
)
VI1.) Zeitabhiingige Felder; Maxwell-Gleichungen
) Elemente der speziellen Relativitéitstheorie
) Abstrahlung; Losung der Maxwell-Gleichungen mit zeitabhéngigen Quellen
) Strahlung einer bewegten Punktladung
)

Elektrodynamik kontinuierlicher Medien

Literatur:

#* Ausgewihlte Kapitel aus JACKSON: Classical Electrodynamics (oder deutsche Ubersetzung)

% PURZELL: Berkeley Physics Course
Dies ist niitzlich fiir einfache Erkldrungen.

¥ HoNERKAMP+ROMER: Grundlagen der klassischen theoretischen Physik



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Coulomb-Gesetz

Die Kraft zwischen zwei Punktladungen lautet;

= q1492
F(Q) = 2

—— (1,2
4meg (%1 — Ta) (1,2)

A

q1

i(1,2) £ Einheitsvektor von @, nach 7 =

Superpositionsprinzip:

Die Kraft von vielen verschiedenen Punktladungen ergibt sich als Summe der einzelnen Kréfte.

Ubergang zum Kontinuum:

i ————
AN,
[ TN\

Ladungsverteilung



KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

Die Delta-Funktion:
A

o(x —a)

o(&) als kontinuierliche Funktion

Abstraktion:

Eine Kraft wird durch das Feld am Punkt &5 hervorgerufen:

1 q1 N QT — T
— A _i(1,2) = = L
( ’ ) 47 €0 |f2 — fl|3

Kontinuierliche Ladungsverteilung:

—

=

E(%) L / clf’g(f’)L — f/g

- e @ — |

/dV = /dxldxgdzg = /dﬂ’ = /dgzzr’

2.2 Skalar-,Vektor-,Tensorfelder, Differentialoperatoren und Inte-
gralsitze

a.) Felder, Transformationsgesetze
Jedem Raumpunkt wird eine physikalische Grofie zugeordnet. Diese Abbildung nennt man Feld. Nach
dem Verhalten unter Koordinatentransformation unterscheidet man Skalar-, Vektor- und Tensorfelder
(hier 3 Raumdimensionen).




2.2. SKALAR-,VEKTOR-,TENSORFELDER, DIFFERENTIALOPERATOREN UND

INTEGRALSATZE

Koordinatentransformation:

Z, ¥’ sollen in 2 Koordinatensystemen die gleichen Punkte beschreiben.

3

T — x; = Dipzr +y; = ZDikxk + yi
k=1

D, beschreibt hierbei die Drehung/Spiegelung und y; die Verschiebung.

¥ =Dr+7y

Die Umkehrabbildung lautet:

F=D' (@ - )

Wenn D eine orthogonale Transformation ist, gilt:

Dl =DT

Beispiel:

%# Skalare Felder ¢(%)
¥ Temperatur

%* Druck

% Ladungsdichte

% Potential

Einschub: Einsteinsche Summationskonvention:

Man summiert immer iiber den Index, der gleich ist. Somit gilt nun:

3
aibi: E aibi
i=1

Vektorfelder A(&):

%* Elektrisches Feld
% Magnetisches Feld
3 Vektorpotential
% Stromdichte

3
A7) =Y DipAi(F) = Di Ar(7)
k=1

A'(&) = DA(T)



KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

Tensorfeld T;;(Z):

% Mechanischer Spannungstensor im festen Korper
¥ Feldstarke-Tensor im Minkowski-Raum

Ti,;(@) Z DD Ti(Z) = DixDji T (Z)
k=1,2,3
1=1,2,3
Unter Spiegelung ¥ — Z' = —Z dndern Vektoren ihr Vorzeichen.
E'(#@) = -E@)
Dies gilt aber nicht fiir Pseudovektoren wie beispielsweise B oder @ x b (Drehimpuls).
Skalare Felder &ndern sich nicht unter Spiegelungen. Es gibt aber Pseudoskalare:

P—— —P
Spiegelung

Verallgemeinerung: Tensor n-ter Stufe:

T, . o (&) =DijDinj, .- Di

i1 i,rin Tjijoenin ()

Wir betrachten einen antisymmetrischen Tensor:

nJn

0 tiz  ti3

—tiz 0 o3

—tiz —taz 0
Diesen Tensor kann man mit einem Pseudovektor in Beziehung bringen:

t1 = tog;to = —113,13 = 112

b.) Differential-Operatoren und Integralsiitze (Vektoranalysis)

i.) Gradient:
Der Gradient ist folgendermaflen definiert:

3 o O(@) 016(7)
erad §(7) = Vo(7) = V,6(7) = | 520(@) | = [ 020(2)
8i¢(f) 930(Z)

Der Gradient hat nun folgende wichtige Eigenschaften: ﬁ¢(f) transformiert sich wie ein Vektor,
wenn ¢(Z) sich wie ein Skalar transformiert. Wir wollen diese Aussage kurz beweisen:
d.fCl
O(Z + dF) — ¢(F) wobei dZ = [ dza | ein kleiner endlicher Vektor beliebiger Richtung ist. Durch
d$3
Taylorentwicklung erhalten wir:

O(T + dT) — o(7) =

S

/ AT (2) = 6(b) — 6(a)

ST}




2.2. SKALAR-,VEKTOR-,TENSORFELDER, DIFFERENTIALOPERATOREN UND
INTEGRALSATZE

ii.) Divergenz:
Lo oo . d - d . d -
div A(Z) = VA(Z) = 0 Ax () = — A1(Z) + — Ao(Z) + — A3(D)
dl‘l dxg
6 - A ist ein Skalar, da A?C(f/) = Dkk/Ak/(f).
0 0 O 0 0
Ox) ~ Ox; Oz}, 8xl( ik M Oxy
0
le

Das Fliachenintegral iiber ein Vektorfeld A ist definiert durch:

Vo A (&) = Dyt Digr — Aw: ()

/ dfA(Z), wobei df = iddé
F

7 steht senkrecht auf der Fldche und ist bei geschlossener Fldche nach auen orientiert, do'ist durch
die Flidche von df gegeben.

Wir leiten den GauBschen Integralsatz her, welcher einen Zusammenhang zwischen div A und einem
Fléachenintegral herstellt. Dazu betrachten wir einen kleinen Wiirfel am Punkt &

A
3
—dfp
I ] —
dfi
-
:
1
2
1 -
~ dfAZ
AV Wiirfel ( )
df steht senkrecht auf der Oberfliche. Der Betrag von d ﬁ und d fi lautet:
1 04,
Ay AzyAis [A1 (1 + Az, mo,23) — A1 (21, T2, 23)] \dg = a—xl(xl,xz,xg)
8A1 AzoAxs

— (21, 22, x3) Az

(9171
Es handelt sich um 6 Flachen:

N S T/ a
xl/l.ino_/Adf_va(x)
o

Fiir endliche Volumina gilt:

/Edf:/ PV A
14

Dies ist der Gauflsche Integralsatz.




KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

Beweisskizze:

Zerlege V in kleine Teilvolumina AV. Die Betrége der inneren Fléche heben sich weg, die der
gufleren bleiben.

A
3

esl

2

FEin Beispiel dafiir ist eine Wasserstromung ohne Quellen.

V43
Rotation
iii.) Rotation:
L (0245 - 034
rotA=V x A= | 0341 — 01 A3
0145 — 02 A
Behauptung:

1)

—

dl

7i sei die Normale auf der Fliche (Rechtsschraube mit C'). Wir beweisen diesen sogenannten Sto-
kesschen Satz. Dazu betrachten wir folgende Fléche:



2.3. MATHEMATISCHER EINSCHUB: DIE DIRACSCHE §-FUNKTION

x3
7
Al‘g A.IQ
T T
»
T
F—0
z2+Az2 r3+Axs
1
= - dah - Ag(xq, xh, x3) + dah(x1, T + Axy, h)—
ALCQA{ES 2 ( » 2 ) 3( y 5 3)
xr2 T3
F
T2 +Az2 r3+Ax3
+ / dah A(zy, xhes + Azz) — / dwh Az, 0, 24) | =
T2 z3
To+Axo
1
=—" dah [Ag (z1, 2h, x3) — Ag (1, 25, T3 + Axs)] +
AzyAxs 2 [A2 (21,75, 73) (1, 23, )]
x2
zr3+Azs

+ / daly [As (w1, w0 + Az, 25) — Az (T1,22,25)] | =

3

1 0 0
= m |:Al'2 <_6{I;3A2> A.Tg + ACCg <6{L'2A3> ALL’Q:| =

- %Ag _ 8%3,42 - (rot/f)l

AR

/

A

TN
L
~]

DN g

Durch Zerlegung einer endlichen Fléiche F in kleine Elemente d f und Summation iiber alle Beitrige
(wobei sich bei den Linienintegralen die inneren Anteile kompensieren) erhalten wir:

f;?dé/(ﬁxﬁdf

F

Damit haben wir den Satz von Stokes.
b
[ 4% =66 - 0@

2.3 Mathematischer Einschub: Die Diracsche /-Funktion

a.) Verallgemeinerte Funktion, Distribution (in einer Dimension)

Gegeben sei eine Funktion A, (x) durch:

1 a
o falls |x] < 5

1 a
Bala) = -0 (5 ~Jal) =
0 sonst



KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK

Es gilt
/ Ng(z)dr=a"ta=1
A
»
a @
2 2

f(x) sei eine beliebige stetige Funktion. Wir betrachten:

[ de0u@)50) = 1) [ dnsa(e), wobei £ (-2 +2)
Somit ist:
i [ defa(@)f (@) = f(a)

Wir vertauschen nun lim und / und definieren lim A, (z) = J(z) mit folgenden Eigenschaften:

a—0

T2 f(z') falls 2’ € (x1,z2)
{ 0 sonst
b.) Die é-Funktion in n Dimensionen
SN(@) = 6(21)d(x2) ... 6(2n)
Oft 148t man den Index n weg und schreibt §(Z).

f(@) falls #eV
/ drzf(2)6™ (2 - &) =
0 sonst

\4



Kapitel 3

Elektrisches Feld, Ladungsdichte,
Potential

a.) Gauflscher Satz in der Elektrostatik

Durch das Coulomb-Gesetz 148t sich von der Ladung auf die Kraft schlieflen:

-

- 1
E(@)=— o=
() dmeg zi:q |& — 2|3
Wir verallgemeinern auf die Ladungsdichte:

. 1 T — &
B (@) / B o) 2L

~ e PR

Das Problem 148t sich auch umkehren, indem man ¢ aus dem vorgegebenen E berechnen muB. Zunéchst
sei E auf geschlossener Fliche gegeben, wobei sich im Ursprung eine Punktladung befinden sollte:

4 Ladung innerhalb
€

/ EdF ={ °
o 0  Ladung auflerhalb

15



KAPITEL 3. ELEKTRISCHES FELD, LADUNGSDICHTE, POTENTIAL

[ 1 1
/ =FEdF = — Z q¢; = — - Gesamtladung innerhalb von O
€0 2 €0
o ——
innerhalb

von

Wir gehen nun zur Ladungsdichte iiber:

/Edﬁz l/g(:ﬁ')d?’x
€o
0 v

V' ist hierbei das von O eingeschlossene Volumen. Diese Beziehung nennt man auch Gauflsches Gesetz
der Elektrostatik in Integralform. Wir verwenden nun:

/ EdF = / VE d*z (siche 11.2b)
] |4

L1
/ <VE - E—Q(f)) d3z = 0 (fiir beliebige Volumina)
0

Daraus erhalten wir nun die differentielle Form des Gaufischen Gesetzes:

b.) Potential

q 1 (F— &) L1 77
Aus E(Z) = Br'o(F) - —"2 und -V =

w B(7) = - [ d'o(@) Ve =
]RS

B(@) = ~Fo() mit| 6(0) = 11— [ aba £T)

deg |7 — 2|

Der Vorteil des Potentials ¢ ist, dafl es sich um eine skalare Gréfle handelt. Es handelt sich somit um
eine Funktion, statt der drei Komponenten von E(Z). Wie kann man ¢ interpretieren?

Stellen wir uns vor, eine Testladung g wird von &7 nach Z, transportiert, wobei die Kraft ¢ - E (Z) auf ¢
wirkt. Die aufzuwendende Arbeit berechnet sich nach:

W= [AE@) =g [ dl¥6=q(o(z) - o)



Es gilt:
VxE=-Vx (ﬁ¢):0

Diese Beziehung kann durch Nachrechnen gezeigt werden. Das Linienintegral {iber einem geschlossenen
Weg erhélt man mittels des Stokesschen Satzes:

fﬂﬁ;/ﬁﬁﬁxﬁz_/ﬁﬁﬁxv¢:o
C F F

Durch Transport auf geschlossenem Weg kann aus wirbelfreiem Feld keine Energie gewonnen werden.
Die zwei Grundgleichungen der Elektrostatik lauten nun:

=0

<l
s

X

-ty

<t

Poisson- und Laplace-Gleichung

L. 1 . .
Aus VE = —p und E = —V¢ folgt nun:
€0

V2(T) = — o)

€o

Dies ist die sogenannte Poisson-Gleichung. In Gebieten ohne Ladung 148t sich diese Gleichung folgender-
maflen umformen:

V2(Z) =0

Hierbei handelt es sich um die Laplace-Gleichung, wobei der Laplace-Operator folgendermafien definiert
ist:

V2=A =02+ 82 + 03

Wir verifizieren die Poisson-Gleichung nun unter Verwendung von:

1 o(Z")
— d3 /
= Tney / -7

Wir berechnen also:

- 1
3= (= 2
/d Zo(Z)V o7

=0 o
v (b(l‘) o 47T€()



KAPITEL 3. ELEKTRISCHES FELD, LADUNGSDICHTE, POTENTIAL

Nun wird eine Nebenrechnung durchgefiihrt, wobei bewiesen wird:

o 1
Vi = = —47m6®) ()

7]
Fiir |Z] # 0 gilt in Kugelkoordinaten:

-,1 1d% 1 1d2
V3o = -——r= —1=0firr#0
T

rdr2 r  rdr?

~,1
Am Ursprung ist V2= zunichst nicht definiert. Fiir beliebig kleine V' gilt mit dem GaufBschen Satz:
r

V/d%ﬁr“i /dF( ) /dF( q|3)

Fiir eine Kugeloberfliche O mit Radius || gilt:

—

A = o g2 240
[o] 70

O/dF<‘ )= [ae=u

V2= =0 fiir 7 #0
|7
352 1

/d AV I— —4m

|Z|
=9 1 (3) (=
|Z|
Also folgt:

V() = o [ 7o) (~amb (- 7)) =~ o(@)

47’1’60

Energie des statischen Feldes
Die Wechselwirkungsenergie eines Systems von Punktladungen lautet:

Beispiel:

N=2=i=1,j=2

I qe
Uww = —— ==
4’/T€0 ‘.’El - $2|
Wenn wir zusétzlich eine Ladung ¢s ins System bringen, gilt:

1 q1G2 1 q1G3 1 4243

Upw = — — ——
we 471'60 \xl — $2| 471'60 ‘Il — ;133\ 47’1’60 ‘IQ — Zg‘

Wir gehen nun zum Kontinuum iiber:

1 1/d3 ds—»/Q(f)( )

" dmep 2 17— 7]




3.1. ENERGIE DES STATISCHEN FELDES

1 o
U= [ dze@o@
Mittels der Poisson-Gleichung eliminieren wir nun o(Z):

5 [ dat-e0) (F26(@) 6(2)

Durch partielle Integration erhédlt man, wobei die Randterme verschwinden, weil g und ¢ im Unendlichen
gegen 0 gehen.

[ astong =~ [ assog

/da: (%f(x)) g(x) = — /dxf(ac) (%g(w)) + Randterme
Angewendet auf unsere Formel, ergibt sich:
% / di(—eo) (ﬁ%(f)) &(T) = %0 / 4z (%(f) (%(f)) - %0 / 437

%Oj?jz = Energiedichte des Feldes

3.1 Energie des statischen Feldes

1 1 / Prgrgp 2Ee@) 1 / AP Zo(Z)p(E)

~ 24meg -7 2

Durch Benutzung der Poisson-Gleichung folgte:

U= %eo/d%ﬁ(f)?

0 2 nannten wir die Energiedichte des elektrischen Feldes. Nun betrachten wir zwei entgegengesetzt gleiche
Ladungen. Dann folgt:

Upw <0

Andererseits gilt aber auch E? > 0, woraus dann folgt:

U>0

Der Unterschied zwischen U,,, und U liegt in den positiven ,,Selbstenergiebeitrigen*.

Beispiel:

Wir haben zwei entgegengesetzte Punktladungen:

q1 = 4q; 92 = —¢q

Dann gilt:

L1 (F-F) 1 (- )
E =

47TEOQ1|f—f1|3 + 47T60q2‘f—fgl3

Nun folgt fiir die Energie:

L e 3 (- &) (7 )

=~ — [az 42
dreg SW/ A AT Y RN ] RN
Selbstenergie>0 Wechselwirkung<0 fiir g;-g2<0

Die ersten beiden Terme sind grofier 0 (das Integral divergiert), das Integral iiber den dritten Term liefert:

47
|Z — 25




KAPITEL 3. ELEKTRISCHES FELD, LADUNGSDICHTE, POTENTIAL

Dies kann man durch explizite Berechnung zeigen oder auch so:

/d T—17) x—zg):/dgf S 1 ~ 1
|Z — &1 |3|% — Zo|3 T— 7 |7 — &

Durch partielle Integration erhalten wir:

1 - 1 4
—/d%# T
|Z — &4 |Z — &5 | — &
—_————

—4m§(3) (F—7)

Fiir die Berechnung der Kréfte zwischen den Ladungen ist nur der zweite Term relevant.

Beispiel fiir Energiedichte:

Wir betrachten eine homogen geladene Kugel mit Radius rq:

fir r<rg
o(r)=q 3
0 fir r>nrg

Gesucht ist nun das Feld E. Wir verwenden den Gauflschen Satz und erhalten:

/EdF—— od3%

Sei V' Kugel mit Radius r und F' die zugehorige Oberfléache:

BB af = L ar = Zja2ao
|z’ |Z| 2]
3
— fiir r<rg
_ gt 1 3
/EdF:47r7" |E| = —Q 0
F €0
1 fir r>nry

Dies konnen wir jetzt auflosen und erhalten:

r ..
— fir r<nro
7 z Q o
|:l_f| 471'50 1
- fir r>ry
r

Die Feldenergie ergibt sich jetzt als:
- 1 3Q?
%0 / eER = L 39

47T80 5 To

o
360

2
|
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Klassischer Elektronenradius:

Wir nehmen an, dafl nach der Einsteinschen Relativititstheorie die Feldenergie dquivalent zur Ruhemasse
mec? ist. Daraus folgt nun der klassische Elektronenradius zu:

e? 1

57 =2,8-10"¥cm
mec? 4meg

To =~

3.2 Oberflichenladungen

Auf einer Fldche S sei eine Ladung mit der Flichendichte o (&) gegeben, mit der Eigenschaft:

N

N\
\

q\}
g:

o\

Z32)

0
§
b
)
s

iy
TR
R
»@%‘;\
s
Ml

F Dbeschreibt dabei den im Integrationsgebiet V' gelegenen Teil der Fldche S. Wir interessieren uns nun fiir die
Anderung des elektrischen Feldes beim Durchgang durch S.

01, Oy sind die gegeniiberliegenden grofien Flachen. Mit O3, O4, O5 und Og werden die schmalen Streifen
bezeichnet. Daraus folgt nun:

O=01+024+03+04+ 05+ Og

Nach dem Gauflschen Satz gilt:

Lo 1 1
/EM:;/&@@:— dfo(@)
O OV

€00,

Die Beitrédge von Oz 456 sind vernachlissigbar, da man die Streifen sehr klein machen kann. Fiir die Anteile
von O; und Oy gilt nun, daff ihre Flichennormalen entgegengesetzt gleich sind.
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Also folgt:
L 1
/ (E2 — El) ndf = - /o(a}’) df fiir beliebige O
0
Ol Ol

Daraus folgt also:

(Bo(@) — Ea(8)) - 1 = %a@)

Wir haben somit einen Sprung an der Komponente senkrecht zur Fldche. Komponenten parallel zur
Fléche sind stetig.

Der Beweis erfolgt iiber den Stokesschen Satz, indem man iiber eine geschlossene Fliche integriert:
VxE=d

Wir gehen nun zum Potential iiber, falls Raum- und Flachenladungen vorliegen:

N 1 A3z Q / f)
¢(m)_47rso/ \f—:z:’| 47r50 f:E’ il

3.3 Randwertprobleme in der Elektrostatik

1.) Leiter:

In einem Leiter befinden sich leicht bewegliche Ladungstriger (Elektronen). Falls im Innern des Leiters
ein elektrisches Feld existiert, fithrt dies zu einem Strom von Elektronen bis zur Kompensation des Feldes
durch Oberflichenladungen.

7 ~

— | — | — — —

—_— | — R — R —
E=0

—_— | — R — R —

—_— | — R — R —
Leiter Leiter

Ein Leiter ist somit ein Gebiet ohne Feld (mit konstantem Potential).

Vakuum

Flachenladung
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Es gibt einen Sprung in der Komponente senkrecht zur Oberflache. Die parallel zur Oberfliche laufende
Komponente ist stetig. Das im Innern des Leiters E = ¢ ist, mufl £ im Auflenraum senkrecht zur Fliche
stehen.

1
EL = —o0, Etang =0
€0

Die Oberfliche des Leiters stellt somit eine Aquipotentialfliche dar. Ein Beispiel dafiir ist der Hohlraum
in einem Leiter:

+

Leiter

+

+

Es gilt somit ¢=const. im inneren Rand des Leiters. Falls sich keine Ladungen im Inneren befinden,
ist dies die einzige Losung der Laplace-Gleichung: ¢ ist somit konstant im Innern, womit gilt E =5
Dies gilt im Innern auch bei Anwesenheit von Ladungen im Auflenraum. Die Ladungstriger richten sich
so aus, daf} sie das Feld im Innern abschirmen. Dies ist also nichts anderes als ein Faradayscher Kifig.
Zusammenfassend kann man also sagen: Das Potential im Leiter ist konstant und das elektrische Feld
somit 0.

E

+

+  Leiter

Der Vektor des E-Feldes steht senkrecht auf der Oberfléiche. Die Flachenladungsdichte o ist:

1
EJ_:fO'
€0

Beim allgemeinen Problembereich handelt es sich um partielle Differentialgleichungen mit Randwertpro-
blemen, hier speziell die Poisson-Gleichung:

1
N = ——
o eop

Bisher war es so, dafl das Potential ¢ im Unendlichen gegen 0 ging. Im folgenden werden aber Probleme
behandelt, die Randbedingungen im Endlichen, wie beispielsweise auf Flichen, aufweisen.

2.) Methode der Spiegelladungen

a.) Geerdete Halbebene; x = 0
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Y

FEine Ladung ¢ befindet sich bei x = —d; y = z = 0. Wir bestimmen das Feld im Halbraum, also
fir x < 0.

Leiter

—q

Spiegelladung

/.

Es wird gefordert, daf3 E bei x = 0 senkrecht auf der Ebene steht. ¢ muf} im Bereich x < 0 die
Poisson-Gleichung erfiillen. Das Feld im Halbraum x < 0 wird durch Ladung und Spiegelladung
beschrieben. Mogliche Fragestellungen sind daher:

1.) Flachenladungsverteilung im Leiter

2.) Induzierte Gesamtladung (—¢’)

3.) Berechne die auf ¢ ausgeiibte Kraft

b.) Geerdete Metallkugel (Radius a) und Punktladung ¢ auflerhalb am Punkt ¢

A
y

<
8

¥4

Wir suchen die Bildladung ¢” am Ort 7 im Innern der Kugel, so da§ ¢(Z)| _, = 0 ist. Wir verwenden
den Ansatz (Ursprung im Mittelpunkt der Kugel):

dmeod(F) = |fq =+ \fzﬁ’l’ mit |7’ < a

Es wird definiert:

ISER]

ng»: 'nf:

< |
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Aus Symmetriegriinden gilt ' = y'7i,. Auflerdem fordern wir aufgrund der Erdung:

0 =dre ¢(Z)|z_, = +

/
q
o
v

— i,
Die Losung des Problems ist:

1.) Wihle g’ so, daf} gilt:

a vy
Yy a
2
y =—
y

Dann gilt namlich:
a .
?nx — Ny

i, — i
Y
ay

Dies gilt wegen:

2 2
Y Yy, a a_

€ __ 4

Y a

Also folgt:

r_ Yy _a

g =——q¢=—¢
a Y

Zusammenfassend kann man also sagen, daf gilt:

’ a
q =——q
Y
2
—y a”
Yy ==Y
y2
_ 1 a 1
et = Fog T yTrs a2

Die Poisson-Gleichung ist somit erfiillt und auflerdem gilt ¢ = 0 auf der Kugeloberfliche. Was uns
auflerdem noch interessiert, ist das elektrische Feld:

Auf der Kugeloberfliche sollte E in radiale Richtung zeigen. Nach Rechnung folgt:

0-3)

a
Y IR
(1 + Z—z — Z%nzny)

—

E(@ 9 i

= T
|Z|=a 47750a2

W

Nachrechnen, verwende (fiir |Z| = a):
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- a” yr y a” |y -
s Gy - LuI g _E g g,
aa a
Y Y 2N ,
|7 — 72y
Also folgt:
— 2,
F—y a3y
3 ab 1 2
Ba| -+ C Y v 4 w-w
|#|=a  4meq Ly B dmeo |, — Y |3
x—gny Y

Anschlieflend berechnen wir noch die Oberflichenladung:

2
o (1-%)

 4ma?
(14 5 -2t )

UZEOE'ﬁJ_:

wlw

<y
[ ] <

Wir tragen wir Funktion in einem Schaubild auf:

A

droa?
—-q
3 —4
2 -4
1 —
f T »
1 0 -1 Tigily
zugewandt abgewandt
Die auf der Kugel induzierte Gesamtladung ¢’ = — gq nimmt ab mit wachsendem y und ist gleichmafi-

ger verteilt, wenn y gréfer wird. ¢(Z) liefert das von der Punktladung erzeugte Potential. Daraus
folgt dann die Greensche Funktion zur Randbedingung qﬁ(f)\lf':a = 0. Der Betrag der auf die
Ladung ¢ wirkenden Kraft ist:

1 gl 1 Q% 1 q¢%a 1

:471'60 |fl—.f2|2 _471'60 (17—17’)2 47F€0y_3(1_ﬁ>2

q1 ist hierbei die echte Ladung und g2 die Spiegelladung.

% fir y>a Abstand = y, induzierte Ladung: q%
K~ L)Y
47‘(’60 1
2 fir y=a+0 Mitd<a

Die induzierte Ladung ist ¢’ =~ ¢q. Der Abstand zwischen Ladung und Spiegelladung ist 2. Fiir eine
kontinuierliche Verteilung o(¢) auflerhalb der Kugel gilt:

1 a 1
T-gl oy

dregd(T) = /dggg(g) ‘ . 2
T — Z—gy‘
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z

Fiir kontinuierliche Ladungsdichte o(%) ergibt sich das Potential zu:

1 a 1
Z—9 v

> a2 -
r—
Y

dmeod() = / & 5o(7)

Analoge Beispiele:

* Kugel mit vorgegebener Ladung @ (nicht geerdet)
1.) Berechne Spiegelladung ¢’ fiir geerdete Kugel wie vorher
Dann hat man eine Situation, bei der E 1O, und welche die Poisson-Gleichung im Auflenraum
erfiillt.
2.) Addiere homogene Flichenladungsverteilung auf der Kugel
Q-d

4ma?

— Hier gilt wieder ElO.

— Die Poisson-Gleichung ist weiterhin giiltig.
— Die Gesamtladung auf der Kugel ist:

2 Q— q

Ara2 -
T 2

+d=Q

# 2 Halbkugeln auf verschiedenem Potential

*¥ Sich schneidende leitende Ebenen

3.3.1 Green’sche Funktionen und ihre Anwendungen

Ziel:

e Berechnung von ¢ im Gebiet V' aus vorgegebenen ¢ in V' und dem Potential ¢ (oder seiner Ableitung)

@

am Rand
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a.)

Mathematischer Einschub: Green’sches Theorem
Wir erinnern an den Gaufischen Satz:

[viea— [ AaF
\%4 (@]

Wir wihlen jetzt ein bestimmtes A(Z) = ¢(Z)V¥(Z), wobei ¢ und ¥ zuniichst beliebige Skalarfelder
sind. Nun folgt:

[ (s@%w + Fo@) / o

v

Nun wird die entsprechende Gleichung subtrahiert, bei der ¥ und ¢ vertauscht sind:

[ (p@u@ - v@ o) €3 = [ (s@98(@ - v@)Vo@) oF

\4 (@]

Dies ist das sogenannte Green’sche Theorem. Oft schreibt man in Lehrbiichern fiir 6\11(3_3’) dF = ﬁﬁ\ll(f) dF
0

= —U (%) dF.
(@)

Green’sche Funktion
Gegeben sei V' mit Rand O, ¢ (oder alternativ ﬁﬁd)) auf O vorgegeben (Randbedingungen), sowie die

Quellen g in V. Bestimme ¢. Dies nennt man ,,Dirichlet-Randproblem*. (Wenn ﬁﬁq& vorgeben ist, handelt
es sich um das Neumann-Randproblem.) Wir suchen G(Z, #') fiir welches fiir Z, ' € V gilt:

AG(Z,7) = —And(Z — &)

Dann kann G zerlegt werden in G(Z,7') = = + F(Z,Z') und AF(Z,7') = 0.

Beispiel:

1
Wenn ¢ = 0 auf Kugeloberfliiche festgelegt ist, dann ist F(Z, %) = _ﬂ, ﬁ Verwende Green’sches
T — 25T
Theorem mit ¥(#') = G(Z,Z') und &’ als Integrationsvariable.

/ A | 6(&) AG(E, ) ~C(& &) (@) | = / (6(@)Vur G, 7) - GE 7 )Vuro(i)) dF

v —An§(F—3") ~-Lo(@) o

Nun schreiben wir das Potential als:

o) = o [AFCETN) - - [ [o@)92G(0.7) - 617,7) - Vo)
14

a.) Dirichlet-Randwertproblem

¢ sei auf O vorgegeben. Suche Gp so, da Gp(Z,7') = 0 fiir # € O und natiirlich weiter AG(Z,7") =
—475(Z — &'). Das legt Gp eindeutig fest (ohne Beweis)! Dann folgt daraus:

1
47T<€0

1
Ar

o) = / AT G (7, 7)o@ - / AFo(F )0 G (3, 7)

o

Falls ¢|, = 0 (geerdeter Leiter), so triagt nur der erste Term bei. Der wichtige Punkt ist folgender,
daB Gp nur von der Geometrie (V, O) und der Art der Randbedingung (Dirichlet oder Neumann)

abhéngt, aber nicht von ¢ und ¢|,.
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Anmerkung:

Gp ist symmetrisch, d.h. Gp(Z,7') = Gp (&, %). Wir beweisen dies iiber das Green’sche Theorem
mit ¢(¥) = Gp(&,7"), U(Z) = Gp(&,7") und & als Integrationsvariable.

/d(g)m” Gp(z, ") Ny Gp(2',2") | — | D Gp(z,2")Gp(a',2") | =
v

—4né(z'—a) —4mé(z—z'")
_ dF" G ( " iG /i o iG "m.a /i
= D\Z,T )an,, (I‘,SU ) on'’ D(SC,(L' ) D(.’E,‘CE )
O

Das Integral iiber die Oberfliche O ist 0, da die Greenfunktion auf der Oberfliche den Wert 0
annimmt. Daraus folgt dann die Symmetrie:

47 (Gp(z,2’) — Gp(a',x2)) =0

Interpretation von F':

1
GD(.’E',.’E/) == m + F(f, f/)
AF =0

F ist ein Potential, welches so gewéhlt wird, dafl die Wirkung einer Punktladung bei &’ gerade
kompensiert wird.

b.) Neumann-Randwertproblem

Wir nehmen an, dafl ﬁﬁ(b‘o gegeben sei, d.h. dafl die Feldstérke senkrecht zur Oberfliche gegeben
oG
ist. a—]/v = 0 wére auf den ersten Blick eine mogliche Losung, aber es gilt:
n
/ AF'V Gy (2, 2') = / AP’ NGy = / A®F (—4m)6(Z — &) = —4n
o v v

13}
dF'—GN(Z,7") muf} infolgedessen —47 sein. G n(Z, ') wird deswegen so gesucht, daf} gilt:

on’
i/GN(f,f’) = —4% fir 2 € O

on
Daraus folgt:

o1 o = 2N (2 i/ ’ o ot i 1 l/ It

0@) = o [ AFCNE D)@ + 3 [AF N =) S50 4 [ AF@)
o — 0

———

Feldanteil LO
Mittelwert von

(irrelevante Konstante)

Beispiel fiir Dirichlet-Problem:

Das Potential ¢ sei auf der Kugeloberflache vorgegeben. Wir suchen nun G(&, #’) so, dafl folgende Bedingungen
erfiillt sind:

* AG(Z, %) = —4md(Z — 2')
* G(&,7)=0fir |Z|=a

Die Losung ist gegeben durch das Potential einer Punktladung am Punkt & in Anwesenheit einer geerdeten
Kugel mit festem a um den Nullpunkt.

1 a

CE-7 oi- S

=/

mit x = |Z| und 2’ = |&|

Gp(Z,7)
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Dies kann man nun auch schreiben als:

1
GD(Z',JL'/) = - .

l ’ "
(x2 4+ 2’2 — 2x2’ cos )2 (% + a? — 2za’ cos )

[N

~v ist hierbei der Winkel zwischen den Vektoren & und Z’. Sie Symmetrie zwischen Z, Z’ ist hier offensichtlich.

e 0
’I’L/vm/GD = %GD

7 ist aus dem Volumen V nach auflen gerichtet, also:

V im Auflenraum

OG- ¢

o' T

z'=a
Somit folgt, wie man durch Nachrechnen iiberpriifen kann:
1 (2? — a?)

@ (22 + a? — 2ax cosvy)

3
2

Fiir vorgegebenes Potential ¢(a, 8, ) in Kugelkoordinaten auf Kugeloberfliche erhilt man im Auflenraum
(ohne zusitzliche Ladung):

o1 = g [ a0t 06, o)

A @ (22 + a® — 2ax cosy)

Dl

cosy = cosf - cos ' +sinf - sin @’ cos(p — ¢’)

o

V im Auflenraum

sin 6 cos sin 6’ cos ¢’
F=ua|sinfsing |, 7 =2’ | sinf' siny’
cos 6 cos ¢’

Mittels des Skalarprodukts und der obigen Beziehungen folgt:

4

cosy = — = cos® -cos® +sinf - sin @ cos(p — ¢’)

8
8y

3.3.2 Laplace-Gleichung mit Randwerten auf Quader/Separation der Variablen

a.) Karthesische Koordinaten
(02 + 024 07) ¢ =0(%) (keine Quellen!)
Wir machen einen Ansatz:

¢($,y,2§) = X(.’E) ’ Y(y) : Z<Z)
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In die Differentialgleichung eingesetzt, folgt:

Y-Z-0:X(x)+X-Z-0,Y(y)+X-Y -92Z(z) =0

1 1 1

Y@iX(m) + ?3§Y(y) + E@fZ(z) =0

—_— Y Y=
_a2 B2 42

Jeder Term sei konstant.

L _ .2
X x)@X(x) =—«

(

L oy =

Y)Y
1

maﬁzm =77

Diese Konstanten miissen nun folgende Beziehungen erfiillen:

a? 4 % = A2

Die Losung ist nun, da die zweite Ableitung einer Exponentialfunktion wieder eine Exponentialfunktion
ist:

X = eiiaw

Y = ety

7 — e:I:’yz — e:l:\/aQ-i—ﬂQz

Die Losung von (x) ist X -Y - Z und beliebige Linearkombination. Wir wéhlen nun die Linearkombination
und «, 3, v so, daf} die Randbedingungen erfiillt werden.

Beispiel:
A
V4
¢(x,y,c) = V(x,y) # 0 (vorgegeben)
7
$=0 ¢=0
e >
oo =0 ’ v
/
a
T ¢=0

¢ sei somit gleich null auf fiinf Flachen. Zuerst beriicksichtigen wir die drei Fldchen durch den Ursprung:

X = sin(ax)
Y = sin(By) 3 Flachen =0
Z:gm(mﬁ+ﬁﬁ

nw . /nm
¢:0fﬁrx:a:>an:—:>sm(—-a):0

a a

mm
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o TR () 4 ()

Daraus folgt nun das Potential:

d(x,y,2) = ZAnm - sin (%rz) - sin (%y) - sinh <7r (2)2 + (?)22)

n,m

¢ erfiillt die Randbedingungen ¢ = 0 auf 5 Fldchen. Die sechste Randbedingung ist bei z = ¢:

¢($,y7z = C) = V(SL’,y) #0

Die A,,,, werden nun ,,passend“ gewéahlt.

Forderung:

V(z,y) = ¢(z,y,¢) = > Aumsin (%x) - sin (%y) - sinh <7T (5)2 n (Tz>2c>

Wir stellen V(z,y) mittels einer Fourier-Reihe dar. V' wird mit folgenden Koeffizienten entwickelt:

i ([ ()4 (')

Wir bestimmen A,,,,:

a b
4
Apm = dz [ dyV(z,y)sin(a,x) sin(Bny)
T

abshﬂl(ﬂ\/(%)24—(%ﬂzc

nm
oy = —
a
3 mm
= ——
b

3.3.3 Mathematischer Einschub:Orthogonale Funktionen, Entwicklungen, Fourier-
Reihen

Wir erinnern uns an die lineare Algebra (vollstdndige Orthonormalbasis {é;}):
1.) €€; = 0

2.) Der Vektorraum wird aufgespannt durch Z Ai€;, wobei \; beliebig ist.

2

Jeder Vektor ¥ kann dargestellt werden durch:
=Y ue
i

Die Komponenten v; sind gegeben durch v; = 0€;, d.h. wir entwickeln ¢ nach der Basis {€;}. Analog
entwickeln wir eine Funktion beziiglich einer Basis, d.h. wir suchen eine Funktion beispielsweise durch
Polynome oder durch trigonometrische Funktionen.

7= @@ 0
i
Wir schreiben dies in Komponenten:

Vg = E efeévl
%
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et ist hierbei die k-te Komponente von €;. Es muf} also folglich gelten:
Z 6?62 = 5kl
i

Dies ist die sogenannte Vollstédndigkeitsrelation. Wir probieren das fiir den zweidimensionalen Raum aus:

* 1.Wahl:

() 0)

* 2.Wahl:

L fcosp\ . [ singp
= <sin<p) 2= (—cosw)

Analog dazu entwickeln wir eine Funktion beziiglich eines Orthonormalsystems (beispielsweise von Polynomen
oder trigonometrischen Funktionen). Hieraus folgt die Fourier-Entwicklung.

Durch Hinzunahme von immer mehr Funktionen kommt eine bessere Naherung zustande. Forderungen an die
Basisfunktionen sind nun:

# Fir {U, (&)} mit n=1,2,... und £ € (a,b) soll gelten:

b
/ QUL (EUm() = bn (¥)

Wir definieren hier als das Skalarprodukt durch ein Integral. Da wir komplexe Funktionen erlauben, sei
U* eine konjugiert komplexe Funktion.

Eine beliebige Funktion f(£) werde nun genéhert durch:

N
f(§) = Z anUn(§)
n=1

Wir fordern eine optimale Niherung, d.h. wir definieren M als den Abstand der Funktion von der Néherung;:

b

= |

a

2

FO =Y anUn(9)] d¢

Dieser Abstand sei minimal, so dafl die N&herungsfunktion im Mittel moglichst nahe an der Funktion f(£)
liegt. Dann kann man zeigen, dafl der Koeffizient a,, folgendermaflen gegeben ist:

b

an = / UH©f(E)dE ()

a

Den Beweis schlage man in einem Buch oder Skript der Hoheren Mathematik nach.
Das System ist ,,vollstdndig®, wenn My — 0 fiir V — oo. Dann schreiben wir:

o0 oo b

TGRS SAGES S RETARNEUACERT
n=1 n=1 @

Wir vertauschen Integral und Summe:

[ag S viewao 1) = 0

6(§—-¢")
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Daraus folgt:

DUNEULE) =6(6—¢) (k%)

Jetzt haben wir unsere Vollstéindigkeitsrelation. Speziell im Intervall <—%, g> gilt:

(Vi () i (5}

Falls m ganzzahlig ist, handelt es sich um eine vollstéindige Orthonormalbasis. Die Fourier-Reihe von f(z) in
(—%,%) sei un gegeben durch:

1 s 2Tmax . 2mmax
f(x) = §Ao—|—mZ::1 |:AmCOb( " > +Bmsm< . ﬂ

Die Koeffizienten A,, und B, sind nun gegeben durch:

a

A %/dxf(x)cos (2#;7130)

2

o
3
|

2 ; 2
- /dxf(m)sin( 7r;nm>

3.3.4 Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

AP(r,0,0) =0

In Kugelkoordinaten lautet diese Gleichung;:

1 1 1
;53(7’915) + 3

72 sin

9((99 sin @ 9y + ;32 =0

r2sin®9 ¢

Hier treten keine gemischten Ableitungen auf, weil es sich beim Kugelkoordinatensystem um ein Orthonor-
malsystem handelt. Wir substituieren:

cost =

Die Substitutionsvariable x ist hier natiirlich nicht gleich der karthesischen Koordinaten x!

, 0
69 = —Slnem
1 ) .
smgoesinbd =5 (-5

sin?@ =1 — 22

Wir suchen eine Produktdarstellung fiir ¢ und fiithren eine Separation der Variablen durch:

o= " p(eostyqre) = 11

Fiir die Laplace-Gleichung folgt somit:

B 1 1 U,

1 o 11U 0 )
cPQ U+ 5T (1 —a) i
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Wir dividieren durch i 1 Q~P~Q:
2 (1—x2)r
110 3]
201 _ 42 2 2 9q_2%p 220 _
P ) | GRU+ -]+ geRe =0
——

héngt nicht von ¢ ab hangt nicht
von r,x ab

Bei den beiden Termen handelt es sich somit um Konstanten:
65,@ = const. - Q
Daraus folgt nun die Losung;:

(Warum nicht e**??) Q(y) muf eindeutig und stetig in (0, 27) sein. m ist also ganzzahlig. Wir erhalten somit:

éai¢ = —m2
1 10 o) m?
2 2 2
—0U +—2L(1— p——" __o
U’ +P3x( x)&v (1—22)
un%}%};ﬁgglg unabhéngig von r

2583U = const.

Die Losung ist somit gleich:

U= At Bt

A, B, [ sind zunéchst beliebig. Wir leiten U zweimal nach r ab und erhalten:

U= A+ D)ir' Y + B(=D) (=l - 1)r 2 =1(14+1)r U

——
const.

Die Gleichung fiir P lautet:

1o} 0 m?

—(1—-2H)=—P (14 1)P(z) — P(z) =

(1= a%)5-P(@) + (1 + ) P(z) - 7 P(x) = 0

Dies ist die verallgemeinerte Legendre-Gleichung. P/™(z) sind die assoziierten Legendre-Funktionen.

Forderung:
% P ist eindeutig in (-1,1).

% Die Funktion soll endlich und stetig sein.

Lo2Q(p) = 0:Q = ot

Q¥

Zunichst betrachten wir den Grenzfall fiir m = 0 (fir Probleme mit azimuthaler Symmetrie, unabhéngig von
©):

le:() =P

P, sind die sogenannten Legendre-Polynome. Somit erhalten wir die Legendre-Gleichung:

9x(1 = 2?0, P(x) +1(1 + 1) Pi(2) = 0

Wir haben hier die sogenannte Rodrigues-Formel vor uns. P; sind Polynome der Form (hier ohne Beweis):

1 d l
@) = g qer & 1)

&
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Das Polynom hat den Grad [.

Py=1
P1:(E

1
P2:§(3x2—1)

1
P = 5(5gc — 3x)

1 2
Py = 7(351 —30z% 4 3)

Die Polynome P, bilden ein Orthogonalsystem, das heif3t:

1
2
dz Pi(z = 0im
/ v Pi(2)P(z) = 57701
-1
Die Normierung ist hier nicht 1, sondern CTEE wie wir sehen. Jede Funktion auf (—1,1) kann durch

ZA[PZ(.T) gendhert werden. Wir haben somit ein Fundamentalsystem, welches dhnlich wie die Fourierrei-

he funktioniert. Es handelt sich bei den Funktionen aber nicht um trigonometrische Funktionen, sondern um
Polynome.

Beispiel:
A
f(x) pmmmm——- a1
|
|
|
|
-1 |
I —»
i 1 =z
|
|
|
|
|
] -1
Wir nihern f(z):
0 fiir [ gerade
A1 [ a1 | f r
AZZT/d f(z)P(z) = 5 /d:rPl(a:)—/del(x) = 1 —
et 0 2 (2l + 1)/d33Pl(x) fir [ ungerade

0

1T @41 (-2
-(5) " S

Dies folgt mittels der Rodrigues-Funktion. Etwas zur Notation:
@n+1=02n+1)-2n—1)-(2n—3)-...-5-3-1
Somit erhélt man eine Ngherung von f(z):

3 7 11
2

Pi(z) — S P3(x) + —Ps(z) F ..

fz) = 3 16
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3.3.5 Randwertprobleme mit azimuthaler Symmetrie
Wir schreiben die Losung der Laplace-Gleichung in der Form:

oo
o(r,0) = Z [Alrl + Bﬂ‘*(lﬂ)} Py(cos )

1=0

A; und By folgen aus den Randwerten.

Beispiel:

o(r = a,0) = V(0) sei gegeben. Gesucht sei ¢ im Inneren der Kugel. Im Innern befindet sich keine Ladung.
Daraus folgt, dafl ¢ im Inneren regulér ist.

Ich weifl also, dafl das Potential im Innern keine Singularitit aufweist. B; muf} infolgedessen 0 sein. A; erhélt
man dadurch, dafl man V nach Legendre-Funktionen entwickelt:

¢(a,0) =V (0) = ZAlalPl(cos 0)
1=0

Wir erhalten somit als Beispiel:

4V fiir 0<9§g

2041

2041
AZ—T
a

a2

/ d(cos0)V(0)P(cosf) =

1
V. /da: Py(z) fiir I ungerade
21 0

A; =0 fiir [ gerade

o(r,0) =V B (2) Py (cos b)) — g (2)3P3(0080) + % (2)5]35((3050) F.. ]

Ein analoges Problem ergibt sich fiir den Auflenraum:

¢ ——0
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Aus dieser Bedingung geht hervor, da die Koeffizienten A; 0 sein miissen, da 7! im Unendlichen nicht gegen
0, sondern gegen unendlich geht. Fiir B, folgt:

1
/ V()P (cos ) d(cos )

-1

(b:VB (‘;)QPl_;((;)4P3i...]

Aus der Beziehung geht hervor, daf es fiir grofie [ einen starken Abfall gibt.

204+1
gt +

B = 5

Kugelflichenfunktion : m # 0:

Die verallgemeinerte Legendre-Gleichung lautet, wie wir schon gesehen haben:

0 o0 m?

Dies hiingt nur ab von m?. Wir behandeln den Fall m > 0, wobei bei 22 = 1 eine Singularitit liegt. Folgender
Ansatz wird verwendet:

P (x) = (1 - a%)%h(x)

h(z) sei reguliir bei #2 = 1. Wir untersuchen nun das Verhalten bei 22 = 1, wobei wir zwei Terme haben:

1.) 1.Term:
= - L ayen= L[ a?)0 —2?)e (<20 + O((L— )] ha) =

= | (1 —2*)¢7" da? +O((1 — 2*)?) | h(z) = [4¢*(1 = 2*)?7" + O((1 = 2*)?)] h()

~4
2.) 2.Term:
{l(l +1)— Jf;] (1= 22)%h(z) = —m2(1 — 222 h(z) + O((1 — 22)?)
Daraus folgt:
4@2 =m?
=5

m

Wir setzen P/ = (1 — 2?)% h(z)m (x). Dies ergibt eine Differentialgleichung fiir H mit reguliren Koef-
fizienten. Man kann somit nach kurzer Rechnung zeigen:

dlml
h = Wpl(ﬂf)

Die Gleichung (x) ist somit erfiillt. P; ist ein Polynom vom Grad [. Daraus folgt:

lml  qlml

P(a) = (-1 (1=2%) * == hi(a)

Es wird eine Normierung durchgefiihrt:

1

2 !
/dchl )P ( 33)——([+m) - Ow
)

2041 (1 —m)!
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Die Kugelfldchenfunktionen sind folgendermafien definiert:

Yim (0, ) = \/TH E; _7_ Z;iplm (cos @) ™

Dies ist auf der Kugeloberfliche das Analogon zur Fourierreihe. Des weiteren gilt:

[ A9QY50.60) Yo (0,) =

Beispiele:
1
Yoy — ——
00 4
3
Y11 = —4/ —sinfe'¥
T
3
Yo = . cos 6
Yioi =Y

Jede Funktion auf der Kugeloberflache kann folgendermaflen dargestellt werden:

o) 1
F0,0) =Y AmYim(0,¢)

=0 m=—1

Jede Losung der Laplace-Gleichung als:

¢ = Z Z [Almrl + Blmr_(l+1):| }/lm(gv 90)
I m

Je nachdem, ob wir fordern, dafl ¢ regulédr im Innern oder bei co ist, entfallen B oder A.

3.3.6 Dipole und Multipol-Entwicklung

1.) Kartesische Koordinaten

a.) Dipol:

Zuerst wollen wir einen Dipol betrachten:
—q

+q
% Punktladung ¢ bei ,g

—

% Punktladung —q bei g
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Wir berechnen das Potential im groflen Abstand:

1Z'] > |a]

w1 q —q
Y0 = s (rf§| § |f+g|>

Wir verwenden die Entwicklung:

1 ze n
EEE I
Daraus folgt:

. g a
9(7) dmeq |23
Wir betrachten nun einen Punktdipol mit @ — 0, aber mit festem ¢ - d = d.

.1 dz
P(T) = drey W

- 1
Wir bezeichnen mit d das Dipolmoment. Das Potential fillt proportional zu — fiir x — oo ab. Fiir
x
das elektrische Feld folgt dann durch Gradientenbildung:

- - 1
E:—quwgfﬁrx»—mxv

1
Das elektrische Feld fillt somit proportional zu — ab.
x

Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten:

Dabei handelt es sich um nichts anderes als die bekannte Taylor-Entwicklung in drei Dimensionen,
angewendet auf die Elektrostatik.

Gegeben sei eine beliebige Ladungsverteilung o(#) im endlichen Volumen V. Es folgt:

@)
o@) = o [ B )
14

4 |2 — &

T sei weit entfernt von der Ladungsverteilung:
|Z| > |#| fiir alle & aus V

Wir machen somit eine Taylorentwicklung fiir |Z| > |7'|:

_1
|z — a7t = (93’2 + % - 256'3?’) 2
Wir klammern Z aus und erhalten folgendes Ergebnis:

_1
72— Qfa'c”) 2

7 — 7! = |7 (1 +—
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Wir verwenden nun:

SRR (e R (e . X
o 2/ 1! 2 2/ 920 T 2 8

Somit folgt:

(SIS

(I1+¢e)”

L1 122 — 288 3 (&% — 257\’
o E 333 — B2i?
= 1 _ ..
g ( T qar

Wir nutzen dies bei der Nidherung des Potentials (x) aus:

R 1 €i€; L, x
d)(x): _.|2 Z |Z|§Q”+ L€ = —

dreg |x\

Folgende Terme werden unterschieden:

¥ Gesamtladung (Monopol-Moment): ¢

Il
—
o
By
o,

w
R\

1%
# Dipol-Moment: d = / i o(7) d®z’
v
#* Quadrupol-Moment: Q;; = / (3aja); — 6;;7) o(F) d’a’
v
Fiir kugelsymmetrische Verteilungen verschwindet J: Qij, - . .. Fiir die Wechselwirkungsenergie einer

Ladungsverteilung o(Z) in einem von auflen vorgegebenen Potential ¢(Z) folgt:
W= [ @@ d’s

7
Im Bereich der Ladungsverteilung o(Z) sei ¢(Z) nur schwach verdnderlich.

1o 02
o) = 00)+ VO 5 3 ity ()| o=

T=

Wir verwenden:

88 E; =VE = —A¢ =0 fiir das duBere Feld
Zq

Somit folgt fiir die Wechselwirkungsenergie:

E

WZQ¢() dE _72621]8

3,j=1

0)+..

Quadrupolmomente @);; haben nur 5 unabhéngige Komponenten wegen der Symmetrie des Qua-
drupoltensors:

Qir = Qri

Dies ergibt drei Gleichungen. Berechnen wir die Spur des Tensors, so folgt daraus nochmal eine
Gleichung;:

ZQ“‘:O

Also bleiben von den neun Komponenten fiinf unabhéngige iibrig. (;x kann durch geeignete Wahl
des Koordinatensystems diagonalisiert werden. Die Summe iiber die Eigenwerte verschwindet, wobei
also nur noch zwei Komponenten unabhéngig voneinander sind:

Z Eigenwerte = 0
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2.) Darstellung in Polarkoordinaten:

Vorerst eine kleine Wiederholung dessen, was wir schon gelernt haben:

Ap(r,0,0) =0
1, 1 1 . 1
AGES ;@ (ro) + T—zmag (sin00yo) + eaw =0
Wir fithren eine Separation der Variablen durch:
U(r)

O(r.0,¢) = = P(cos H)Q(y)

3
Mit & = cos 8 folgt und durch Multiplikation mit % folgt:

POUW) | =) EPE) 1 50k)
O P(x) 1—22 9Q(p)

—_—— N~——
1(1+1) —I( ’

—m

m dlml
oy F1(2)

P™ sind die assoziierten Legendre-Polynome und P;(x) die Legendre-Polynome. Man fithrt an dieser
Stelle die Kugelflichenfunktionen ein:

Pi(w) = (—1)"(1 - 2?)'3

20410 -m)! _,, im
Yim (0, ) = T mpl (cost) g™
Q%)

Das besondere an dieses Kugelflichenfunktionen ist nun, dafl die ein orthonormiertes Basissystem bilden:

1 2m
/d(COS 9) /d(p}/lm(e ) = §ll/5mm’
-1 0
Es sind also geeignete Funktionen fiir eine Entwicklung;:
1 2 Loy 2 1 : 2
:ﬁarr 8T—r—2L ,—L :Magsmﬁaqu 205‘@

L2Ylm(07 90) = l(l + 1)Ylm(0a 90)

Daraus folgt die sehr wichtige Formel:

[eS) l
’I" 97 SO = Z Z Almrl + Blmr_l_l) YZm(ea 80)
1=0 m=—1

Die Kugelflichenfunktionen ndhern Funktionen an, welche so &hnlich sind die Kugelflichenfunktionen.
Sie beschreiben also solche Systeme, die man sehr gut durch Polarkoordinaten ausdriicke kann. Aber nun
zuriick zur Multipolentwicklung:

Wir verwenden die Forderung, dal ¢(r — oo) = 0 ist:

—(l+1) _*"* Am 0
= Ireg ;mzzlqlmr 1)

o(r,0,¢

Dies gilt auflerhalb der Region mit Ladung. Es ist eine Entwicklung nach abfallenden Potenzen in 7. Des
weiteren verwenden wir folgende Gleichung:

7 ~,| Ty - m Vi (0, @)Y (0, ) mit v = min (7], 7)), r> = max (2], 2'])
=0 m=—1
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Diese wird in ¢(Z) eingesetzt, wobei man die Multipolmomente erhlt:

—* d3 /
(@) 47r50/|x—

Qim = //dSI/ Q(f/)T'/lYl:n(el,sD/)

Somit erhalt man:

1 /3 4. mit Y, /3
= —a, mi =14\ —=z
doo = \ﬁ% q10 = I 10 ar

3 : : /3 ,
qi+1 = — 8_71' (dz + ldy) mit Ylj:l = — 8_7-(- (m F ly)

@am ist linear in Q. (siehe Ubung). Wir betrachten F” || 2, also den axialsymmetrischen Fall (m = 0):

o0
= (Alorl + Bjor™ (l“)) ) (cos 0)
1=0

1

7=

A

z

F/

T Y
Wir bestimmen A;g, By fiir den Fall 7 || 7 || 2

l
L _ if: (5)
|7 — 7| >0 \">

Wobei 7~ = max(r,r’) und r~ = min(r,7’) ist. Damit folgt:

! :Z (re) Py(cosb)

(rs)HHt

Den allgemeinen Fall erhdlt man mit Hilfe des Additions-Theorems fiir sphérische Harmonische. Das
Legendre-Polynom von cos 6 kann man ausdriicken iiber eine Reihe von Kugelflichenfunktionen:

!
Py(cos )

(9,0 )Y (9, )

6 ist der Winkel zwischen r und ’. Dann ergibt sich:

cos @ = cos ¥ cos ¥ + sin ¥ sin ¥’ cos(p — ¢’)
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Kapitel 4

Magnetostatik

4.1 Einleitung
a.) Strom- und Stromdichte
I sei der Strom, der durch einen Leitungsdraht.

~ Ladung
" Zeiteinheit

Die Einheit der Ladung ist das Ampere:
Q

1A=1=
s

Wir betrachten einen ausgedehnten Leiter:

j(f) sei die Stromdichte am Punkt Z des Leiters. Durch Integration iiber die Querschnittsfliiche folgt
dann der Strom:

j / dF j()
F

Die Einheit von j ist:

b=

m2

Durch das Prinzip der Ladungserhaltung folgt dann:

Oo(Z,t) ==
el Sk s t) =
5t +Vj@t)=0

Eine anschaulichere Interpretation erhalten wir in integraler Form:

/ d%’% + / dZVj(T,t) =0
1% \4

45
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Wir vertauschen im linken Term zeitliche Ableitung und Integral, woraus folgt:

0

a/&@@ﬂ+/@%@ﬂ:o

\%4 \4

Durch den Gauflschen Satz folgt nun:

P o
Qv+ [AFj@n —o
(@]

Qv ist die Ladung im Volumen V. Die Abnahme der Ladung im Volumen V wird durch den Flufl des
Stromes c}urch die Oberflaiche von V kompensiert. Wir behandeln hier speziell die Magnetostatik, die
zeitliche Anderung der Ladungsdichte muf} also 0 sein:

0
—o(Z,t) =0

8tg(x’ )

Daraus folgt, dafl die Strome divergenzfrei sind:
Vi=0

Feldstirke B (= Dichte des magnetischen Flusses)

Diese Grofie wird zum Beispiel durch die Wirkung auf magnetischen Dipol (Kompafi-Ladung) gemessen.
Wir wissen, dafl es auf eine KompaB-Ladung ein Drehmoment gibt:

—

M =7xBin geeigneten Einheiten

4.2 Biot-Savartsches-Gesetz

Das Gesetz beschreibt, wie man B aus dem Strom berechnen kann.

P
Das vom Strom I, vom Anteil di des Drahtes am Punkt P erzeugte Feld ist gegeben durch folgende Beziehung
(Biot, Savart):

| W

Wir haben hier ein w%—Verhalten (wie in der Elektrostatik), aber der Vektor-Charakter ist véllig anders. Die
Konstante k lautet folgendermaflen:

Ho
k=—
47

N 1
In SI-Einheiten ist das 1077 - Im GauB-System ist k = —, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Im SI-System
c

wird das auf die Definition von ,,Ampere* fiithren.

Mikroskopische Interpretation:

I im Drahtstiick d/ ist der Strom, welcher durch die Bewegung der Ladung ¢ mit der Geschwindigkeit ¢ entsteht
(v < ¢), also folgt:

Idf:qﬁ
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— Mo TX T
dB = —q—+

an P
Es gilt ja bekanntlicherweise:

-z
ER

Daraus folgt:

= 4#50E am Punkt ¥

_ U X T N
dB = @qv _,,x = ogoU X FE
dr” |23
Beispiel:
Wir betrachten einen unendlich langen geraden Draht im Abstand R vom Beobachter (P):
A
z

T
»
Wir driicken die Groflen durch Vektoren aus:
% Lage des Beobachters:
= 0
R=R|1
0
% Richtung des Drahtes:
. 1
=110
0
% Vektor vom Drahtstiick dI zum Beobachter:
f=I1+R
# Drahtstiick
. 1
dl=dl |0
0
Fiir das Kreuzprodukt folgt:
. = L 1 0 0
Al'x 7 = dl'x (—l+R> —dl-R-[0]| x|[1]|=ai-R- |0
0 0 1

Somit folgt durch Einsetzen in das Biot-Savart-Gesetz und anschlieende Integration:
ot fa B o) L (g [
Ar VETRY \1] 4R\, VIituZ

2 (siehe Bronstein)
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Somit folgt als Endergebnis fiir B:

Y

Es gilt die Rechte-Hand-Regel.

4.2.1 Kraft zwischen 2 stromdurchflossenen Leitern

a.) Wirkung eines ,dufleren” magnetischen Feldes auf einen stromdurchflossenen Leiter

Wir stellen uns vor, daf3 der Strom I; im Leiterstiick dl} flieft. Ein experimentelles Resultat ist:

dFy = Ldly x B| (%)

b.) B sei durch Strom I5 im Leiter @ induziert:
Wir nehmen an, dafl Leiter @ und @ geschlossene Schleifen C; und Cs.
Die Kraft, welche von @ auf @ ausgeiibt wird, folgt aus (x) und (*x):

dll X dl2 X .’fu)
_11[2_7{7{ |I12|3

Cy C2

Es gibt die Grassmann-Identitét, die ein doppeltes Kreuzprodukt auflost:

-

i x (Exa) = 5(@-3) — &a-b)
Somit folgt fiir den Zahler des Bruches:

iy x (Al x #12) = dly (dly - 12 ) — (dl - dly) - Fo
Wir verwenden folgende Beziehung:

x 1
12 vl
|x12|

Faa
Somit folgt:

Py _Ilzg—f}z{[ dl1d12 —3 —di, (dzlvl )}
12] |Z13]

Cqp C2
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GESETZ

1 1

B

Es gilt durch Integration iiber einen Gradienten:

b

/ AT~ 9 = d(an) — d(za)

a

Somit folgt durch eine geschlossene Integration:

L.
fdzyv_—:o
|Z12]
C

Fip = *@11[2%]{(”1 -dly _%’123
47T |$12|
Cy Cy

c¢.) Kraft zwischen zwei Driihten:

Aus Gleichung (*x) und dem Resultat fiir B ergibt sich:

0
= 21
B = Hozl

4 R 1

Dies gilt fiir einen unendlich langen Leiter. Aufierdem folgt fiir die Kraft pro Langeneinheit eines Drahtes:

dF Ho 2[1[2
@i Rm |
L
Feder R
I
parallel attraktiv
Strom
antiparallel repulsiv
(% x %) gibt uns die Definition des Ampere.
Kraft Newton
L=L=1A = =10""
! 2 Hmpere Lénge Meter

Einiges noch zur Definition des Ampere:

_+ N
/,L()E47T10 7@

Wird g experimentell gemessen, so findet man:

Ho€o = —
2

4.3 Differentialgleichungen der Magnetostatik und Amperesches
Gesetz

* Stromdichten:

I= /dﬁj‘(x)
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* Gesetz von Biot-Savart:

5= Mo 17 =t (f_f/)
Analog gilt in der Elektrostatik, wie wir gesehen haben:

(7 — 1)
i — a3

E = 47r50/df' o(Z)

Mit Gradientenschreibweise folgt:

s 7— S . 1
/d3f/j(f/) % M — /dgflj(f/) % <—Vz_,7)

EEEEE F— 7

Da der Gradient nur von & abhéingt, kann man ihn vor das Integral ziehen, woraus folgt:

D/ = /’[’O — 3 j(f/)
B(Z) = — d
(%) 47TV X / Z 77 (%)
An dieser Stelle wird es wieder niitzlich, an die Analogie zur Elektrostatik zu erinnern. Offensichtlich gilt:
V-B=0

Dies ist ja einer der Fundamentalsidtze der Vektoranalysis. Wenn ein Feld als Rotation eines anderen Feldes
geschrieben werden kann, dann ist die Divergenz dieses Feldes 0. Das Ziel ist es nun, eine Differentialgleichung
fiir B von folgendem Typ zu finden:

Ableitung auf B = Ausdruck j

Wir betrachten hiermit;

-
VxB= g Vx/d%" (&)
4 |Z — 2|

Das doppelte Kreuzprodukt 16sen wir wieder mittels der folgenden Beziehung auf:

rot (rot) = grad (div) — Laplace

Somit folgt:

=y 2y
VvxB=2(9,. vm/d?':z-' ST —/d%ﬁi )
4 |Z — 2| |7 — &

Nun gilt

= 1 - 1

Vo7 = Vo5
Z— 2 Z—

Wir setzen ein und ziehen den Gradienten in das Integral, woraus sich ergibt:

s ot (o [ i (o Y N [ (amsin_ i
V><B—4ﬂ_ (Vm/d xj(:r)( Ve |f—f’|) /dx( 4o (X x)](x)))

Der erste Term ist 0, was durch partielle Integration folgt, wobei die Randterme ignoriert werden.
- 1
[ e

|7 — 2|
Fiir den zweiten Term folgt dann durch Integration nach den Rechenregeln der Delta-Funktion:

VxB= Moj(f)

Zur Herleitung der integralen Form, betrachten wir eine Fliche F' mit dem Rand C":

[AF (9% B) =po [ ~PaF

F
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C

Das erste Integral schreiben wir mit dem Stokesschen Satz um, der besagt, dal man ein Flédchenintegral {iber
die Rotation ausdriicken kann durch ein Linienintegral {iber den Rand C der Fliache F. Das zweite Integral
ergibt gerade den Strom [:

§ ATB@) = ot

c

Wir haben das sogenannte Amperesche Gesetz hergeleitet. I ist dabei der Strom durch die Fléche.

Einfaches Beispiel:
B
A
"

Wir betrachten einen geraden Leiter, dessen Feld kreisférmig um den Leiter herumliuft. Dann werden wir die
obige Gleichung aus. Aus Symmetriegriinden ist B tangential zum Kreis um den Leiter und vom Betrag her
konstant wir R = const., woraus dann folgt, weil wir B vor das Integral ziehen kénnen:

27 RB(x) = pol

Somit folgt fiir das B-Feld:

B(R):;T—ORQI

Wir sehen, dafl hier die Berechnung des Feldes mit dem Ampereschen Gesetz viel einfacher erfolgte, als mit
dem Biot-Savart-Gesetz.

4.3.1 Vektor-Potential

Ahnlich wie beim elektrischen Feld kénnen wir auch fiir das magnetische Feld ein Potential einfithren. Dies ist
unter anderem sinnvoll, da die Differentialgleichung damit einfacher wird. Den vollstdndigen Nutzen werden
wir jedoch erst spéter erkennen.

Wegen VB = 0 1Bt sich B als Rotation eines Vektorfeldes A darstellen. Wir setzen einfach B = V x A. Wir
versuchen nun Gleichungen fiir A zu finden, die so strukturiert sind, dafl ich bei Bildung der Rotation das
B-Feld erhalte. Eine mogliche Wahl fiir das Potential wire beispielsweise Gleichung (%), womit folgt:

A #'0 3= J(f/) = —
A=""2[4 v
g z F—7 + VU (Z) (%x)

Dies wiire ein mogliches Vektorpotential, wobei ®(Z) eine beliebige Funktion ist, welche wegen V x 6\11(37) =0
nichts zu B beitrégt. Aist infolgedessen nicht eindeutig durch B bestimmt. Falls A ein Vektorpotential zu B ist
(d.h. VxA= E), so ist A+ VW ebenfalls ein Vektorpotential. Man spricht von der sogenannten Eichfreiheit.
Dies haben wir auch schon beim Potential des elektrischen Feldes kennengelernt, wobei man eine beliebige
Konstante zum Potential addieren konnte, ohne daf3 sich der Vektor des elektrischen Feldes dnderte. Hier ist
es aber viel raffinierter. Die Eichtransformation lautet:

A A=A+ VT

@
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In Gleichung (x+) wihlen wir ® = 0. Daraus folgt eine interessante Bezichung fiir A:

ﬁfi’:@/dgfﬁx I
47 |Z — 2|

Dies gilt wegen V- j = 0. Fiir das Vektorpotential gilt somit, dal nun die Divergenz 0 ist:

Man bezeichnet diesen Fall als Coulomb-Eichung. Aus V x (V X ff(x)) = poj(x) folgt nun wieder durch
Auflésung des doppelten Kreuzproduktes:

V (V- A(@)) - A(@) = poj(a)

=0 (Coulomb-
eichung)

AA(E) = —poj(x)

Es handelt sich hier um die Analogie zur Poisson-Gleichung in der Elektrostatik.

Anmerkung zu Eichtransformationen:

Gege?eﬂn sei f_f, sodaB V x A = B. Wir beﬁlmﬂupten, dal wir immer ein Vektogpotential ausf_l’ gewinnen, so
dal VA = 0 ist (Coulomb-Eichung). Es sei VA = A\(Z) # 0. Dann ersetzen wir A durch A — A’ = A+ V¥(z),
wodurch das B-Feld nicht gedndert wird. Jetzt bilden wir einfach die Divergenz:

—

VA = VA+V2U(z) =0
A(z)

Also mu8 die Eichfunktion die Gleichung erfiillen.

4.4 Lokalisierte Strome und magnetische Momente

Beobachter

fsei ein im Volumen V von Null verschiedenes Feld, das wir im groflen Abstand betrachten wollen. Wir gehen
zur Komponentenschreibweise iiber:

i=1,2,3 oder z,y, 2z

Wir betrachten das Vektorpotential im grofien Abstand von einer lokalisierten Stromverteilung. Als Ausgangs-
punkt betrachten wir das Vektorpotential A in Komponentenschreibweise:

A=t [ pp 2E)
4 |Z — 2|
v

Wir betrachten den Fall, da |Z| > |2’|: Damit kénnen wir folgende Niherung benutzen:

-+ 4
i I i B i



4.4. LOKALISIERTE STROME UND MAGNETISCHE MOMENTE

Wir erhalten nun fiir die Komponenten von A:

Mo 3. s/ Ho 3ot N\ (=
A; = = d i e d i ’
7 / 75 (Z) + PREE / ' (27) (2 - )

11

Wir wollen nun zeigen, dafl der Term I verschwindet, wihrend sich der Term IT folgendermaflen darstellen 158t:
Term [T =m x &
* Term I:
Mit ﬁ;:ﬁ; = (Sij folgt:
V(2 J(@)) = 2l Vi@ +il@) (o)
——
0
Mit dem Gauflschen Satz in abgewandelter Form folgt:
[ewia) = [@evaia) = [ i@ o
1% v 6]

Dieser Term ist 0, da 7 = 0 aulerhalb von V. Der Monopolbeitrag verschwindet also, was uns ja nicht
weiter wundert.

* Term II:

Wir lassen die Konstante weg:

/d3f’(f.j”)j’(f’) - /d?’f’ (77" f’—/de' |7 x (7 x j(@))]

a b

Wir zeigen, dafl a = —b ist. Mit der Gleichung o zeigen wir:
/dBf'a:;]Z /d3 i 'V' 2j(@ )) (%% *)

Durch partielle Integration folgt:

/d3§;”m;V’ (l‘;](f/)) = —/d3f/$;jj( ") + Randterme
0

14 14

Wir subtrahieren die Terme a und b, woraus sich dann ergibt:

2 = —/df’ [f X (;z X j’(f/))]

Der Term II lautet somit:

/d?”’ 7 x j(# ))xf]

Damit folgt endgiiltig fiir das Vektorpotential:

1 -
m nennen wir das magnetische Dipolmoment und M(#') = 59?' x j(Z') ist die sogenannte Dipoldichte. Wir

wollen nun das resultierende Feld fiir & # ¢ berechnen:

&
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Wir 16sen das doppelte Kreuzprodukt wiederum auf, woraus folgt:

5|77 ) ()

Des weiteren gilt ja, dafl der erste Term gleich 0 ist, da:

oo}

— r - = 1 ].
Vot = VVo = —A— =0
7] |z |7

Somit folgt:

.

E_u03f(m~f)—mx
 An xd

Wir erkennen die Analogie zum elektrischen Dipol.

Einfache Beispiele:

a.) Stromschleife beliebiger Form in einer Ebene:

/ 7 (%) = / dIdFj(7) = / diT

7

7(Z) sei die Stromdichte und I der Strom.

ar AL

|Z x di] ist die Fliche, die von der Schleife umfahren wird.

1

2
Schleife

Dies kann folgendermaflen begriindet werden.

#* Moglichkeit 1:
Fiir infinitesimal kleine Winkel dg gelte #(¢) ~ Z(p + dyp). Dann kann auch dl niherungsweise

durch den Verbindungsvektor von Z(¢) und Z(¢ + d¢p) ersetzt werden, wobei der Winkel ¥ etwa 90°
betrigt:

|7 x di] = |7] - |di] - sing ~ |7] - |d]]

Wir haben hier also die Fléiche des von den Vektoren # und dl’ aufgespannten Rechtecks. Damit wird
die Flache des Dreiecks bekommen, miissen wir einen Faktor % beriicksichtigen. Auflerdem erhalten
wir fiir dieses Dreieck:
: U B
sin(dy) = G < |dl| = |2 sin(dy) =~ |Z|dp
Z



4.4. LOKALISIERTE STROME UND MAGNETISCHE MOMENTE

Der letzte Schritt gilt fiir infinitesimal kleine de. Also folgt |7 x di] = |Z|? dp. Wir erhalten damit
folgende Beziehung:

1 - 1
3 f wxdu=§ f 17| d
Schleife Schleife

Dabei handelt es sich um die aus der Mathematik bekannte Sektorformel, welche die Flédche des
Gebiets angiebt, welches von der Kurve C' berandet wird.

% Moglichkeit 2:
Wir legen folgendes fest:

T - dz
i y dl =

Damit gilt also fiir das Kreuzprodukt:

1 - 1
3 f |f><d|:§ ?{ (xdy — ydx)
Schleife Schleife

Mittels des Gaufischen Satzes in der Ebene erhalten wir auflerdem folgende Erkenntnis:

//M%MZ%fWM—MWZ%HQ
G

oG

Es handelt sich damit um den Inhalt der Flache.

Also folgt fiir |m:

m steht senkrecht auf der Ebene.

Punktladungen ¢; an den Punkten x; mit Geschwindigkeiten v;:

3@ =D (& - )

x; hingt hierbei von der Zeit ab:x;(t). Damit folgt:
m:l/dBffx @) =23 g @) x 00) = 2 g (7 x 2o
5 J B i di i 9 1- qi | Tq M,

Mit dem Drehimpuls L=%x p und der Masse M; der Teilchen folgt:

— 4 L

m’i 2 M,

Das System habe Teilchen, bei denen sich Ladung zu Masse gleich verhalten:

4 _ q

M;, M
Somit ergibt sich:

. _1lg Fo_lay
A M LT T oM
L ist hierbei der Gesamtdrehimpuls. Den Faktor ﬁ nennt man auch gyromagnetisches Verhaltnis.

&
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4.5 Kraft und Drehmoment eines dufleren Feldes auf lokalisierte
Stromverteilungen

ﬁ:/ﬂ%ﬂ@xéw) (%)

Diese Kraft wollen wir jetzt in Verallgemeinerung von dF = Idl x B fiir eine Leiterschleife berechnen. Fiir
das Drehmoment gilt:

— -

N:/ﬁwx@@xéw) (%)

A

B(i) sei am Punkt 2’ fiir langsam veréinderlich:

B(#') = B(@) + (b-V.) B(@)

P =1+b
Dann gilt:
1) |F =V, (m-B@)

—

2.) | N =m x B(@)

Beweis der 2.Beziehung:

N:/&ffx@fwﬁww
Folgende Niherung ist dabei sinnvoll:
B(#') ~ B(Z) = const.

Wir kénnen B somit als Konstante vor das Integral ziehen:

—

N:/3ffo@qu@)

=
— -

-

Wir integrieren nur fiir kleine b und machen eine Variablensubstitution &’ — b und setzen j(#) — j(b). Dann
folgt:

N = [ @55 (50 < B@)



4.6. ZEITABHANGIGE FELDER, MAXWELL-GLEICHUNGEN

Das doppelte Kreuzprodukt wird wieder aufgelost:
ﬁ:/&ﬁ@ﬂﬁé@)-@j@)&@
Gleichung (% x x) ist dquivalent zu:

/d%?(jibj +jbi) =0
/@E@im@):mxém

4.6 Zeitabhingige Felder, Maxwell-Gleichungen

4.6.1 Faraday Gesetz

Wir wollen nun die Wirkung zeitlich verénderlicher Magnetfelder untersuchen. Dieses hat eine sehr grofle
Bedeutung in der Elektrotechnik beispielsweise bei Generatoren oder Transformatoren.

so)

Der Flufl durch eine Leiterschleife C' berechnet sich nach:
= / dF . B
F

Die zeitliche Anderung von ¢ induziert eine Ringspannung oder elektromotorische Kraft. Diese Ringspannung
£ ist folgendermafien definiert:

d
£=-20

Dies ist das Faradaysche Gesetz. Das Vorzeichen ist bestimmt durch die Lenzsche Regel.

Der induzierte Strom fliet so, daB das dadurch hervorgerufene Magnetfeld der Anderung entgegenwirkt.

Extremes Beispiel:

Angenommen, wir haben einen Normal-Leiter Ss und eine supraleitende Spule S;:
+

Sa
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Zuni#chst sei der Strom in S; gleich Null und in Sy ungleich Null. Ein Abschalten des Stromes in S induziert
einen Strom in Sp, so dafl der Flul ungeéndert bleibt. Wir nehmen an, wir haben einen diinnen Leiter mit der
Leitfahigkeit 0 und dem Querschnitt f. Dann folgt:

j=0E

Wir wollen nun einen Zusammenhang zwischen der Ringspannung und dem Strom herstellen:

&= fulE= far’
o
c c
J sei parallel zu dl. AuBerdem folgt fiir die Stromdichte:

5=1
7

f ist der Querschnitt des Leiters. Dann ergibt sich:

I - l
E=¢ —|dl|=1T—
$ 75 l01=17;
l
[ ist hierbei natiirlich die Lange der Leiterschleife. Der Ausdruck f— ist einfach der Widerstand R des Leiters.
o

£ ist nun die Ringspannung, welche notig ist, den Strom I gegen den Widerstand R aufrechtzuerhalten. Nach
dem Faradayschen Gesetz ergibt sich nun fiir den induzierten Strom:

Mikroskopische Interpretation:

Bewegt man einen Leiter im Magnetfeld, so wirkt auf die Ladungstréger die Lorentzkraft:
K = qu X B

Diese Kraft wirkt auf einen bewegten Beobachter wie ein elektrisches Feld:

E =~vixB=0¢xB

Die gestrichenen Groflen sind diese im mitbewegten System. B sei homogen. Wir stellen uns nun folgende
Anordnung vor:

i

B

/E’df: (5 B) -T=v- |51

Des weiteren gilt folgende Beziehung zwischen der Fliache und der Geschwindigkeit, mit dem sich das Lei-
terstiick bewegt:

d
v-l= —EFléiche

Somit folgt mit B - Fliche = Fluf:

S - d
Bdl=-<
/ di dt¢
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An dieser Stelle wollen wir zur differentiellen Form des Faradayschen Gesetzes iibergehen. Wir wollen die Ande-
rung des Flusses nur dadurch hervorrufen, dal wir das Magnetfeld &ndern; die Fliache F' sei zeitunabhéngig.

L0 - Lo

dFF —B Fdl=0
/ at +7§
C

& €

Nun folgt daraus:

0:/dﬁ<2§+€xﬁ):o
F

Dies gilt fiir beliebige F'. Wir nehmen an, dafl das elektrische Feld auch unabhéingig vom Leiter induziert wird.
Daraus folgt eben, daf} gelten mufl:

VxE+—B=¢

S

Wir haben hier nun die differentielle Form des Faradayschen Gesetzes vor uns, dem in der Elektrotechnik eine
sehr grofie Bedeutung zukommt.

4.6.2 Maxwell-Gleichungen

Notieren wir unsere bisherigen Erkenntnisse:

* Quellen des elektrischen Feldes:

- 1
VE=—p
€o

% Magnetostatik:

Fiir zeitabhéingige Strome und Felder ist die Gleichung () inkonsistent. Wir bilden einfach die Divergenz:
ﬁ-(ﬁxé) = 1oVyj
Der erste Term ist immer 0, da die Divergenz einer Rotation immer 0 ist. Somit folgt:

- 9
0=poVi=rpo (_Bf)
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Diese Inkonsistenz wurde nun von Maxwell beseitigt. Gleichung (x) wird nun in Analogie zum Faraday-Gesetz

- - oF
so abgeéndert, dafl j durch j + 505 ersetzt wird. wr ist der sogenannte Verschiebungsstrom. Dann ergibt

sich;
- [ = — = [ = 8E = 1
AV (V X B) = uoV (j +€OE) = Uo (V] + €0 (g@))

- 0
m<V1+5¢)—0

Dies folgt wegen der Kontinuitiitsgleichung. Gleichung (*) wird somit ersetzt durch:

S o 0 o
V xB-— —F = pgj
X Ho€o ot HoJ

Wir fassen also zusammen:

1.) !

.E:—Q
€0

<l

. OE -
2.) VX B —poco 5, = poJ

. . 0B
. E-22 =
3) V x 5 =0

4) V-B=0

Die Gleichungen 1.) und 2.) nennt man inhomogene Maxwellgleichungen, 3.) und 4.) sind die homogenen
Maxwellgleichungen. F, B, ¢ und j héngen ab von Z und t. Empirisch folgt die sehr wichtige Gleichung

HoEo = —
2

4.6.3 Ubergang zu Vektor- und skalarem Potential

Wegen VB = 0 ist der Ansatz B = V x A auch fiir zeitabhéngige Felder moéglich. Dann ist V-B=0
automatisch erfiillt wegen:

| @

ﬁxﬁ—}— VxA=0

&5

t

- R
E4+ —A)=
Vx( +8t> 0

Also 148t sich diese Gleichung aufgrund der Wirbelfreiheit als Gradient eines skalaren Potential schreiben:

D
E+—A=-
+ BT Vo
Also folgt:
. o -
E=——A-
ot ve

Beide homogenen Maxwellgleichungen sind per Konstruktion erfiillt. Die Analogie in der Elektrostatik ist so,
da V x E = 0 automatisch erfiillt ist, falls £ = —V¢. Durch Bildung der Divergenz folgt fiir die erste
inhomogene Maxwellgleichung:

E—w(vxg)_;;<_;g_w>—ﬁ(v.A)_%n Lty o
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. 9 = - 1
2

Rl v
V¢+8tV o
-y - 1 0% - 10 -
2y L 07 L O N _
VeA c28t2A V(V A+ 28t> HoJ

Wir haben hier ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem vor uns. Die Entkopplung der Gleichungen erfolgt

durch gezeigte Eichung. Wir wahlen Potentiale speziell so, daf3 V-A+ = 250~ 0. Aus der Lorentz-Gleichung

werden 2 unabhéngige Gleichungen:

SN _ 1
V¢ 628t2¢ 609
1 02

=2
v A——QatQA——uoj

Es besteht die Eichfreiheit, wodurch die Potentiale frei gewéahlt werden kénnen. Wir wéhlen spezielle Potentiale:

Genauere Diskussion der Eichfreiheit:

B #ndert sich nicht unter der Transformation:

—

A A = A4+ VAZ L) (%)

Wegen E=— %ff — ﬁ(b muf auch ¢ transformiert werden nach ¢ — ¢’ — %A(x t). Man kann durch Eichtrans-
formation immer erreichen, dafl die Lorentzeichung erfiillt ist:
- 10
A —¢p=0
Vodr 2 8t¢
Falls A und ¢ zwar das Magnetfeld B und das elektrische Feld E wie gewiinscht liefern, aber V-A+ = 2 8t (;5 # 0= f(&,

dann suchen wir A(Z,t), so daB fiir neue Potentiale A" und ¢’ folgendes gilt:

2
¢+v2A—ia—A—0

1
voa+ iy voasl o8

2 ot 2ot
Die Forderung an A sei nun folgendes:

(—v2 - 1288;) A(Z,t) = f(,1)

A ist Losung der inhomogenen Wellengleichung. Fine Alternative wére die sogenannte ,,Coulomb-Eichung*
oder ,transversale Eichung*:

V-A=0
Dann folgt:
- 1
Vig=——0
€o

Die Poisson-Gleichung bleibt somit giiltig, aber es ist ein Preis dafiir zu bezahlen, weil dann nédmlich die
2.Gleichung komplizierter wird:

U |
2

- - 102
A —NOJ+—28— 2

t),
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-

Speziell fiir verschwindende Quellen ¢ = 0 und j = ¢ folgt:

$=0
Die Wellengleichung fiir A lautet:
. 102 o
- S A=
v c2 ot? 0

Und natiirlich gilt in diesem speziellen Fall:

B-VxAwdB=_24
ot

4.7 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

a.) Losung der Maxwell-Gleichungen ohne Quellen:

Zuerst wollen wir betrachten o = 0 und ; = 0. Ausgangspunkt ist wieder das System der Maxwell-
Gleichungen:

E=0

< <
&

I

o

<l
X
&
+
Il
(e}

Wir wollen nun eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung, also die Wellengleichung, erhalten.
Wir bilden jeweils die Rotation der beiden letzten Gleichungen:

)1
Vx(vXE)+an—:o
ot
Nun folgt wieder durch Auflésen des doppelten Kreuzproduktes:
S /o 2\ =o= 010 5
V(V-E)-VE+ o5t =0
METERT
0
Y. 192 .
2 _— =
V*E 290 0

Wir haben hier die Wellengleichung fiir E erhalten. Analog folgt fur B:

1
2

8%
—B=0
ot

&

62

b.) Allgemeine Diskussion der Wellengleichung;:

Jede Komponente von E und B erfiillt die Wellengleichung:

10?2 =, "
Die Losung kann man aus Funktionen der folgenden Form zusammensetzen:

F(@.t) = (77 - ct)

7 habe hier eine beliebige Richtung und es gelte 772 = 1. Wir wollen beweisen, da8 f(Z,t) die Wellenglei-
chung erfiillt. Es gilt durch Anwendung des Laplace-Operators:

ﬁ%ﬁﬁ—cw:fﬂﬁfmf—d»:iﬁjwmf—d):f%ﬁf—d)
1

@
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Durch Bildung der zweiten Ableitung nach der Zeit ¢ folgt:
62
ﬁf(ﬁf —ct) = (—c)? f" (AT — ct)

Somit ergibt sich:

16 = P
(- ¥2)1=1"-1"=0

Es sei also eine Welle in Richtung 7 mit der Geschwindigkeit c. In einer Dimension ergibt sich:
fi(z —ct) + fo(—x — ct)

Spezielle Losungen sind ,,ebene Wellen* folgender Form:

A - exp (fiwt + 1Ef>

Dabei gibt einige wohldefinierte Zusammenhénge:

ck E

w| = |kle,7i = — =
w

w

T o

7 seil die Ausbreitungsrichtung und v die Frequenz. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ ist unabhéngig

von w bzw. k. Eine allgemeine Losung der Wellengleichung kann als Uberlagerung von ebenen Wellen
dargestellt werden. Dazu miissen wir uns kurz mit dem Problem der Fourier-Zerlegung beschiéftigen.

4.7.1 Mathematischer Einschub:Fourier-Zerlegung, Fourier-Integral

Ein Wellenzug beliebiger Form soll als Uberlagerung von e~ “!t5* dargestellt werden. Wir erinnern uns an
dieser Stelle an Kapitel 3:Fourier-Reihen. Jede Funktion f(z) im Intervall <—g, %> &8t sich darstellen als

Fourier-Reihe:

a

f(x)—lA —i—iA cos 2mma + By, sin 2mm
—2 0 ) m a m

a

3
Ay = % / f(x)cos <27rmx) dz

wle

T3
Bmzz/f(x)sin(%-mx) dz
a a

2 2 2
Das System {\/; [sin ( WZH) ,COS ( w;nx)] } ist orthonormiert und vollstéindig.

M

N e
e
)
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Komplexe Darstellung:

]. M mTmax
Un(z) = %61(72 ) m=0,41,42, ...
a

FEine beliebige komplexe Funktion in <—g, §> kann nun dargestellt werden als:

P = D Une)An = 3 4, ) i 4, e

m=—oQ m

+% +
Ay = / dz U}, (z) f(z) = % dz’ e’i(%)f(x’)

wle

wle
wle

Fiir die U, gilt:

+3
/ dz U}, (2)Up(z) = dpm

vle

Das System ist also orthonormiert. Wir Vollstédndigkeit sei folgendermaflen dargestellt:

Y Un(@)Un(2) = 6(z — o)

2mm
Die Wellenzahlen —— nehmen nur diskrete Werte an. Mit wachsendem a liegen diese Werte immer dichter.

a
Das Verhalten fiir a — oo ist:

2
im»—»k
a

k nehme kontinuierliche Werte an.

a a
zm:H /dm—g/dk,,/%AmHA(k)

Und somit gilt:

_ ﬂi QI ik
f(x)/dk:%“/a . A(k)e

Erfreulicherweise kiirzt sich a raus. Dann folgt:

fla) = [ Al

Mittels folgender Umkehrung kann A(k) berechnet werden:

(oo}
dl‘/ !
A(k) = et 33/ eflkr
()= | o=t
Vollstédndigkeit:

dki z—z' _ /
/%ek( )—6(x—x)
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Wir vertauschen z und k:

/dx w(k=K) = 5k — k')

2w

Dies entspricht der Orthonormiertheit. Wir behaupten nun:

Die Losung der Wellengleichung kann als Uberlagerung von ebenen Wellen dargestellt werden.

u(t, ¥) sei eine Losung der Wellengleichung.

10?2 < -
<02 w - V2> U(t,ﬂ:) =0

u(t, Z) bei fester Zeit kann als Fouriertransformierte geschrieben werden:

3 =
u(t, &) /(dkaﬂ(t,k)ei’”

2m)2

N S A A TR g

Damit folgt nun:

ikd 82
Somit mufl der Ausdruck in der Klammer 0 ergeben:

1 02
c2 ot

Dann erhalten wir folgende gewohnliche Differentialgleichung:

a(t, k) + k2a(t, k) =

1 0?
2 ot?
2
or?
Die Losungen dieser Differentialgleichung sind einfach trigonometrische Funktionen, die man auch als komplexe
Exponentialfunktion schreiben kann:

a(t, k) + k2a(t, k) = 0,w = |k| - ¢

alt, k) + wa(t,k) =0

a(t, k) = a(k)e™! + B(k)e !

Eine allgemeine Losung des Problems ist somit:

d3k
RV 271'3

Die Funktionen a(k) und B(k) sind hierbei beliebig.

u(t, ) = (a(/;,')eiwtﬁl?f n 5(E)e—iwt+il¥f>

Anfangswertproblem:

= b(Z) gegeben. a(k) und b(k) sind die Fouriertransformierten von a
t=0

Es sei u(0,%) = a(Z) und %u(t z)
und b.

=3
\
81
mlf«
\J
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. 1-
20(k) = @+ —b
alk) =a+ —
Qﬁ(l%')—a—iz}

n iw

Spezielle Anfangsbedingung;:

D(t, ) sei so gewihlt, dafl folgendes gelte:

D07 =0 Iwa)| =@
ot o

Dann folgt daraus:

(

b

>

=

) =0
1
(2m)

- 1 . o . P .
D(t, ) = (2m) 3 / dko—- (emﬂ’“ - e‘l”““‘”) mit w = [kfc
1w

U
~—

(MY

Wir wollen D nun auch noch explizit angeben:

Lo 11 || |Z|
DT = ot {5 <t c) 5<t+ ;

Dies sollte nachgerechnet werden! D ist nur auf dem Lichtkegel ungleich O.

t

Die Wellengleichung ist:

182 —'2
(czatzV)DO

Spéter werden wir die ,retardierte“ Greensche Funktion benétigen:

Gr(t.7)=cPOWD(LT)| ()




4.7. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

G erfiillt die inhomogene Gleichung.

(i% _ 62) Gr(t, 7) = 8(1)8(7)

Dann gilt:

c2 0t?
2
Wir wollen nun die Gleichung (x) beweisen. Dazu betrachten wir zunéichst ?wG R
c

1090, 0 0 0 0 0 0

_— 7)) = — — ) = — T —_— r = — D T —D T ==
299.° O(t)D(t, ) 5 87JLG)(t)D(tJ:) 5 0(t)D(t, %) + O(t) 6tD(t,gc)] T { (0,7) + O(t) T (t,%)

0

=2 [@(t)D(t, f)} = §(t)D(t,T) + O D(t, 7) = D(0,7) + O(t)D(t, T) = §(Z) + O(t) D(t, 7)

Somit ergibt sich nun:

1 02 . 102, .
—V2GRr = -0V D(t,7)
1 92 . 18 =\ o
=0

Im folgenden wollen wir nun die Polarisation einer elektromagnetischen Welle besprechen. Damit wiederholen
wir:

E(7,t) = By(k)el(Fr—et)

B(7,t) = Bo(k)e!(Fr—t)

Wobei w = || - ¢ ist.
# Die beiden Ansitze erfiillen die Wellengleichung.
#* Nur der Realteil ist physikalisch sinnvoll.
* AuBerdem muB VE =0 und VB =0 gelten.

—

VB =0 liefert k- B =0
V. E =0liefert k- E =0
Ferner folgt aus VxE= faa—f.

ik x E =iwB
kxE=wB
Analog folgt:

oL 1 =
kxB=-—Zwk
c
Die Vektoren E(), EO, k stehen paarweise senkrecht aufeinander. Man sollte nachrechnen, dafl E oder B
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen. Es handelt sich also um transversale Wellen.




KAPITEL 4. MAGNETOSTATIK

4.7.2 Polarisation

Wiéhle spezielles Koordinatensystem:

&||k

Falls E ~ & oder E ~ &, ist E linear polarisiert. Allgemein hat man:

E_:(F, t) = (E1 . 51 + EQ . 52) . ei(kﬁioﬂ)

El und EQ sind dabei komplex.

Spezialfille:

a.) E7 und E; haben gleiche Phase.

(|E1| - €1+ |Ea| - €3) =7

Dies ist eine lineare Polarisation lings 7.

b.) |Ei| = |E>| und relative Phase sei 7, also gilt:

Ey = et3E| = +iF,;

EL(7,1) = B (&) £ i6y) e (F=t)

Wir wéhlen 0.B.d.A FE reell, da hier nur der Realteil fiir die Physik relevant ist:
Re(E4) = Re (E1 (@—1+ic) ei(EF—wf>) —E (51 - cos (Ef’— wt) ¥ &, - sin (Ef’— wt))
Wir betrachten die z- und y-Komponente:

(ReEy), =E; - cos(kF — wt)

(ReEy), = FEi - sin(k7 — wt)

(E.)" + (E,)* = B}

Es liegt somit eine zirkulare Polarisation vor. Zu E(F,t) = (E1&) + Ex&) - el (kr=wt)
lung ist durch E(7,t) = (E+€+ + Elet) -el(F™=wt) mit &, = & =+ i&, gegeben. Bei beliebigen E;, s,
(B4, E_) ist eine elliptische Polarisation gegeben.

dquivalente Darstel-

4.8 Wellengleichung fiir das Potential

4.8.1 Lorentz-Eichung

(
(

1 02

?ﬁ_A)‘b:O
10
c? Ot?

—

—A)A:O

Die Lorentzbedingung lautet:

10

VA+ 5 —¢=0

c2 Ot

Wir verwenden den Ansatz:

o7, 1) = o - ! (F71)

121'(??, t) _ A'O . ei(lzi‘fwt)

Die Lorentzbedingung liefert zusétzliche Einschrankung:

|
I{ZAo——Qw(bO:O
C

Hieraus kann man die Felder ableiten:

—

—

B=Vx A’:i(Ex A’O) - ei(Fr-wt)



Kapitel 5

Elemente der speziellen
Relativititstheorie

5.1 Postulate der speziellen Relativititstheorie

e 1.Postulat:

O T

Physikalische Gesetze erfiillen dieselben Gleichungen in O und O’ (fiir entsprechend transformierte
Grofen).

Beispiel:

In der Newtonschen Mechanik sind die Gesetze invariant unter Galilei-Transformationen.
T =70t

t—t =t

Es gibt somit eine universelle Zeit.

e 2.Postulat:

Die Ausbreitung des Lichtes ist unabhéngig von der Bewegung der Quelle.

Gesucht ist die Transformation, die den Koordinatenachsen beschreibt und vertréglich mit den Postulaten der
speziellen Relativitdtstheorie ist.

(ct,z,y,2) — (ct', 2y, 2)

Spezielle Lorentztransformationen sind folgende:
ct' = v (ct — pr)

' = (x — Bet)

69
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Y=y
Z =z

Wobei hier folgende Definitionen festgelegt werden:

v 1
c

Ve

2
Im Grenzfall v—Q < 1 geht die Lorentz-Transformation in die Galilei-Transformation iiber:
c

‘t’:tundx':x—vt‘

gind.

5.1.1 Fritz-Gerald-Lorentz-Kontraktion

Ein Stab der Linge Lo befinde sich im System O’ in Ruhe. 2}, 2} seien Anfangs- und Endkoordinaten des
Stabes, wobei Ly = x4 — 2 gilt. Fiir die Koordinaten des Stabes gilt nun:

(t1,21), (t2, 22)
Die Lorentztransformation liefert folgenden Zusammenhang:
) = (w1 — fetr)y, w5 = (w2 — Petz)y ()

Wie mifit nun der Beobachter die Léange des Stabes in O7 Dazu messen wir die Lénge des Stabes in O, indem
wir gleichzeitig (¢; = t2) Anfangs- und Endpunkt bestimmen. Die Linge L in O ist dann L = xo —x;. Gleichung
(%) liefert nun:

Lo=ah—2\=(az—2:)-v=L1

Damit folgt nun:

1
L=—L
¥

~ > 1 impliziert nun, daf§ L. < Lg. Diesen Effekt bezeichnet man als Léngenkontraktion.

5.1.2 Zeitdilatation

Instabile Teilchen kénnen als Uhren verwendet werden. Man beobachtet verschiedene scheinbare Lebensdauern
fiir verschieden schnelle Teilchen. Wir stellen uns vor, daf sich ein Teilchen im System O’ am Ursprung und
in Ruhe zur Zeit t; = 0 erzeugt wird. Der Zerfall dieses Teilchen soll zur Zeit t§, = T (wahre Lebensdauer im
Ruhesystem des Teilchens) stattfinden. Wir haben somit zwei Ereignisse, ndmlich:

* Erzeugung: (0,0)
¥ Zerfall: (T, 0)

Was sind nun die Koordinaten der Ereignisse in O7 Dazu verwenden wir nun genau unsere Lorentztransfor-
mationen, womit folgt:

* Erzeugung: (0,0)
¥ Zerfall am Ort 3 -c- T zur Zeit T, da sich O ja natiirlich um v - T' = B¢T weiterbewegt hat.

Wie grof} ist nun die scheinbare Lebensdauer T7 Nun gilt ja folgender Zusammenhang mit der Lorentztrans-
formation:

1
Ty=cthy=~-(cT —B-BcT)=~-1—=p>c-T=—-¢c-T

5

1
Dann ergibt sich mit 1 — 3% = —5:

1
Ty=-T
N

Die Lebensdauer der Myonen ist somit im bewegten System grofier.



5.1. POSTULATE DER SPEZIELLEN RELATIVITATSTHEORIE

5.1.3 Eigenzeit

Folgende Analogie gibt es im dreidimensionalen Raum R®. Wir besprechen nun Drehungen statt Lorentz-
Transformationen. Eine Grofle, die invariant unter Drehungen ist, ist der Betrag eine Vektors:

l2 :i‘Q :3‘5”2

Infinitesimal bedeutet dies:

di? = d2? + dy? + d2? = da'? 4+ dy? + d2"?

P

Py
Die Linge eines Kurvenstiicks berechnet sich folgendermafien:

Py Py
L= /dl = /\/de
Py Py

FEine Kurve kann in verschiedenen Koordinatensystemen auf unterschiedliche Art und Weise parametrisiert
werden:

w(u), y(u), 2(u)

Es handelt sich als um drei Funktionen, wobei u; < u < wuy. Wir interpretieren nun obige Formel fiir die
Léngenberechnung eines Kurvenstiicks:

Py U2
dz\ 2 dy 2 dz\?
b= fas [(B) 4 (2) 4 ()
Py ul

dF
Gegeben sei nun eine Funktion F'(I), die entlang der Bahnkurve definiert ist. — liefert bei Berechnung in

verschiedenen Koordinatensystemen und mit verschiedenen Parametrisierungen immer das gleiche Resultat.
Entsprechend fiir Lorentz-Transformationen wissen wir, da ¢?72 = ¢*t? — #2 invariant unter eben diesen
Transformationen ist.

P2 — 22 _ 72— 242 _ 72
Dies sollte fiir spezielle Lorentztransformationen nachgerechnet werden. Infinitesimal gilt hier wieder:
Adr? =c2de? - (d:z:2 +dy? + dzz)
Beispiel:
Bei vorgegebener Geschwindigkeit ¢(t) gilt:
dz* = % dt*
02
dr? = (1 — —2> dt? (Zeitdilatation)
c

7 ist hierbei die sogenannte Eigenzeit, die nun gegeben ist durch:

Py

TZ/dT

Py

Dabei handelt es sich um die abgelaufene Zeit im Ruhesystem des Teilchens.
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Beispiel:
Ein Elektron der Masse 0,51 MeV bewege sich auf einer Kreisbahn im Beschleuniger (Umfang von 28 km) mit
einer Energie von 51 GeV. Was ist nun die abgelaufene Eigenzeit pro Umlauf?

5.1.4 Lorentz-Transformation, Vektoren, Tensoren

Wir erinnern uns hierbei an Drehungen im euklidischen Raum:
I : -1
a; = Djkag, wobei (D )m = Dy,
> " DixDji, = b
k
Die Summenkonvention schreibt vor, daf} iiber den gemeinsamen Index k summiert wird:

D Dji = 05

Die Spalten bzw. Zeilen sind orthonormiert, wobei ¢?t? — &2 invariant ist. Hier kommt der erste interessante

Gesichtspunkt auf. c?t? — #? kann namlich gréfer oder kleiner als 0 sein! Wenn diese Kombination positiv ist,
gibt es immer eine Lorentztransformation, so dal die Raumkoordinaten verschwinden und nur die Zeitkoor-
dinaten iibrig bleiben. Ist der Ausdruck kleiner als 0, so kann man die Zeitkoordinaten verschwinden lassen,
wobei nur die Raumkoordinaten erhalten bleiben.

% Raumartig: c?t? — 2 < 0
¥ Zeitartig: ¢?t? — 72 >0
Wir verwenden Vierervektoren:

x, = (ct,x,y,2);p=0,1,2,3 sowie 2" = (ct, —x, —y, —2)
Zx“ vz, = () —2? —y? =27
m

z* nennt man kovariant und z, kontravariant. Wir kénnen zwischen den beiden Vektoren folgendermafien
transformieren:

1 0 0 0

. 0 -1 0 0

Ty = G - mit Gy, = 0 0 -1 0
0 O 0 -1

Es werden nur kovariante mit kontravarianten Indizes kontrahiert. Zwei Indizes werden kontrahiert, heifit, daf3
ich tiber diesen gemeinsamen Index summiere.
Die spezielle Lorentz-Transformation fiir die Bewegung in z-Richtung wird durch eine Drehmatrix dargestellt:

Yy —py 00
v_ | =By v 0 0. ,_ .
A=l 0o 0 1 oot A
0 0 01

Ay, ist eine Transformationsmatrix und kein Tensor! Damit haben wir die Analogie zu Drehungen. Die allge-
meine Lorentztransformation ergibt sich nun als Kombination von Drehung und speziellen Lorentztransforma-
tionen. Unter Lorentztransformationen gilt:

% Lorentz-Skalare:
g =9

* Vektoren:
Ay — A, =ayA,

% Tensoren zweiter Stufe:

Fu = Fl, = ASAF o5
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Ferner gilt:

vy By 0 0
_ |8y =y 0 0
A = 0 0 -1 0
0 0 0 -1
—1 _ T _
(A1), =AY, =Au

Zwei Lorentz-Transformationen in die gleiche Richtung mit 31 bzw. 35 liefern eine neue Lorentz-Transformation
mit fB149 =7. Dieses Problem soll als Ubung aufgefafit werden.

Beispiele fiir Vierervektoren:

Bestimme die Bahnkurve eines Teilchens (ct, #(¢)). Nichtrelativistisch gilt:

d _
&x(t) = 9(t)

Hierbei handelt es sich um einer Dreier-Vektor. Relativistisch gilt jedoch:

=2 2
U dt
Sdt? = —
c g

dz, d _ c\
o a7 ) T

u,, ist die sogenannte Vierergeschwindigkeit. Das Quadrat von u,, ist:

2
_ v
uut =% (¢ — %) =y (1 - c_2> =c?

dr? = dt* —

Evident im Ruhesystem des Teilchens ist folgendes:
x, = (ct,0) = (ct,0)

de, .
ar (07 0)

Nichtrelativistisch gilt:
p=mv
Fiir den relativistischen Impuls (Vierergruppe) folgt:

Pu =muy

5.1.5 Volumenelement in 4 Dimensionen

In 3 Dimensionen gilt liefert / d3# ein invariantes Integral. Analog ist d*z ist invariant unter Lorentztrans-

formationen, da gilt:

(g, ', x5, 3)

d*z
a(5807 T1,x2, fﬂs)
N——

d*s’ =

Jakobi—Determinante

Das ist die Jakobi-Determinante, fiir die gilt:

vy =By 00
vy _ By v 0 0| _ 2 22
Det(a;;) = Det 0 o 1 0ol=7 =1
0 0 0 1

Fiir die Ableitungen gilt in 3 Dimensionen:

d =
==V
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Hierbei handelt es sich um einen Vektor. In 4 Dimensionen gilt analog:

D
Oz,
0
O = our
Anwendung:

In 3 Dimensionen gilt:

Vektor Skalar Vektor

Fiir 4 Dimensionen folgt:
9 (zty ) = Y Hop ) —
V(x yu)_@(w yu)—yu

5.2 Relativistische Kinematik

Fiir den Viererimpuls gilt:
Pp =M Uy
Auflerdem gilt im beliebigen System:

ot = Em2? (1 — §2) = m2&
%

E
Identifiziere py = — und p’ als relativistische Definition von Energie und Impuls.
c

e

Im nichtrelativistischen Grenzfall gilt:

mc2

— 2
Viege ¢

Bei Erzeugung und Zerfall und bei Streuung von Teilchen ist der Vierer-Impuls des gesamten Systems erhalten.

1 mu?
E= mCQ’Y = (1 + §ﬁ2> = mCQ + T = ch + Ekin,nichtrel

Beispiel:
Wir betrachten folgenden Zerfall von Elementarteilchen:
T U +v
MeV
o2

MeV
o2

my = 140

m,, = 105
m, =0

Somit gilt:

Pr =D, +py

Im Schwerpunktsystem (= Ruhesystem des ) gilt:

ma.c* =E, =E,+E,

azﬁﬂ' :ﬁu +ﬁu




5.2. RELATIVISTISCHE KINEMATIK

AuBlerdem ergibt sich durch Betrachtung der Betréige der Impulse aus der 2.Gleichung;:

|ﬁp«| = ‘ﬁu‘ =D

Durch Einsetzen in die erste Gleichung folgt:

mec® = \/mict + p?e? 4 pe

Auflésen nach p ergibt:

E, und E, sollen als Ubung berechnet werden.
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Kapitel 6

Lorentzinvariante Formulierung der
Elektrodynamik

Viererstrom:

Ausgangspunkt ist die Kontinuitétsgleichung:

39 -

-,

Wir definieren j_"M = (cp,j) als Viererstrom.

wio 0 - z: -
0"j, = 0"jo + 0'ji 8(Ct)(cg)-% Ji=0

61‘1‘
0"j, = 0 ist invariant, gilt also in jedem Bezugssystem. Wir definieren den Laplace-Operator:
O=093-A

A ist invariant unter Drehungen; O ist invariant unter Lorentztransformationen. Die Wellengleichung fiir
Potentiale (6.3) nach Anwendung der Lorentz-Eichung lautet:

1 — —
O¢ = 5_9 und OA = pgj
0

Wir verwenden pgcy = L und kénnen damit schreiben:

=
O¢ = c*poo = poc(co)

Wir definieren nun A,, := (% ff) als Vierervektor. Damit kénnen wir die beiden obigen Wellengleichungen fiir

die Potentiale ¢ und A als eine einzige Gleichung notieren:

OA, = poju

Die Lorentz-Eichung haben wir frither folgendermaflen definiert:

In unserer jetzigen Schreibweise lautet diese:

An dieser Stelle ist es auflerdem sinnvoll, den Feldstéirke-Tensor einzufiihren:
Fu =0,4, —0,A,
Dies ist ein antisymmetrischer Tensor. Er besitzt also 6 unabhéngige Komponenten.

Foo = Iy = Fpo = F33 =0

7
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10
Foi = 00 Ai — 0; Ao = o

Fiz = 01 Ag — 041 = ~0' Ay + 074y = = (9" g — 9 A1) = — (¥ x A’)B = B,

-1 1
A =V—-6==-F
C C

Durch weitere Rechnung kann festgestellt werden:
F13 = BQ und F23 = —B1

Damit konnen wir schliefSlich den Tensor notieren:

0 B B B
Fo_|=% 0 =By +B
w=|_E g 0 -B

~& B, B 0
Wir betrachten zunéchst die inhomogenen Maxwell-Gleichungen:

o*F,, =0"(0,A, —0,A,) =04, — 0, 0" A, = uoju
——

=0
8MFILLV = ,u()jy

Fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen folgt:

‘ 8)\Fu1/ + 8VF/\;A + a;LFuA =0

O F, =0

Wir fassen zusammen:
* Inhomogene Maxwell-Gleichungen:

1
—0
€o

—

V-E=

L 9 - .
V xB— —F = poj
X Ho€o ot HoJ
O F" = poj” fir v=0,1,2,3 (%)
% Homogene Maxwell-Gleichungen:
V-B=0

. . OB
VXE+—=0
X +8t 9)

OuF" =0 fiir v=0,1,2,3  (%*)

~ 1
Frv = ieﬂ”g”FgU
€ ist ein total antisymmetrischer Tensor.

1 fir pu, v, 0, 0 =0, 1, 2, 3 und symmetrische Permutation
ghve? = ¢ —1 fiir antisymmetrische Permutation von {0, 1,2, 3}

0  sonst.
Analog zu €% in 3 Dimensionen. (%x) entspricht:

aAEu/ + auF)\,u + a,uFu)\ =0

Fiir A, g und v=

N w o=

0
3
2
1



6.1. KOVARIANTE FORMULIERUNG DER LORENTZKRAFT

6.1 Kovariante Formulierung der Lorentzkraft

Die nichtrelativistische Lorentzkraft lautet:
dp’

- —e(E+17><§) (%)

Die Energieéinderung eines geladenen Teilchens im Feld bei einer Verschiebung ist gegeben durch:
AE =eAZ-E

Wir betrachten nun die Energieéinderung pro Zeiteinheit:

%:eﬁ~ﬁmltﬁ:g (%)
Die Gleichungen (x) und (xx) sind vier Gleichungen fiir Komponenten. Der F,,-Tensor lautet:

0 B B B

Fr = —g— 0 —Bs +B

-2  DBs 0 -B;

u” =~(c,0)

d 1d

dt ~dr

Damit kénnen wir also mittels dieses Tensors schreiben:

—

E
’767 = Fy,u”
Cc

. dp.
Analog folgt fiir G-

d
P _ eFu”

dr
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Kapitel 7

Abstrahlung/Lésung der
Maxwellgleichungen mit
zeitabhingigen Quellen

Erinnerung:

Wir hatten die Losung der homogenen Wellengleichung hergeleitet:

S 11 |Z| |Z|

Lichtblitz:

A
t

8

t3

o |

to

tl Z2

T1

<Clza$ - A) D(t, %) =0

Ferner gilt:

Gr(t,7) = *O(t)D(t, %)
——

retardiert

81



KAPITEL 7. ABSTRAHLUNG/LOSUNG DER MAXWELLGLEICHUNGEN MIT
ZEITABHANGIGEN QUELLEN

Dies ist die Greensche Funktion zur Wellengleichung, d.h.

(132 - A) Gr(t,#) = 5(1)5(7)

Die Maxwellgleichungen fiir die Potentiale in Lorentzeichung lauten:

1 - .
(0 - 8) A0 = wita0

1., 1

—92 A 71 = — ol
(50 -5) o= Lo
Auflerdem gilt:
B=VxA
. I
E=-V¢o— —A

Ve ot

Nun wollen wir tatséichlich zeitabhédngige Ladungsverteilungen und Strome von oszillierender Form betrachten:

Anmerkung:

Eine Quelle mit beliebiger Zeitabhingigkeit kann als Fourier-Uberlagerung von oszillierenden Quellen verschie-
dener Frequenz beschrieben werden:

o(Z,t) = /dw@(f,w)e*i‘“t

Die Kontinuitéitsgleichung lautet:

0o+ ﬁj_' =0

Hier folgt dann durch Einsetzen:

—iwo(Z)e W = Vj(Z)e !

Division durch e~ = ( ergibt dann:

iwp = 6;

Die Losung der Maxwellgleichung fiir A lautet:

— -

A(t, ) = o / dt BTGt —t, 2 —2)j(t, 1)
Wir iiberpriifen dies:

1 P S o
(0 - 8) A0 = o [ a0 @aste - (150 - 270 ) = paile.

. 1 |7 — 2|\ = ot
At—oz dt/dg_’li'é t_t/_ = AN (]
(. 7) uo/ G ) ) e
Aufgrund der Delta-Funktion ist dieses vierdimensionale Integral faktisch nur dreidimensional, womit folgt:
. 1 S 7— 7
Wir spalten den zeitabhingigen Faktor et von A(Z,t) ab.

A(Z,t) = A(Z)e it



Wir verwenden aulerdem ¢ = k (=Betrag des Wellenvektors), womit dann fiir A(Z) folgt:

- MO dgf/ ‘kl_‘f_‘/‘_" —
A _ ik|lx—x
R B e CORNNR

Analog resultiert:
1 a3z’
N 47T€0 |’f - f"

eik\f—qu(f/)

¢(7)

FEine geschlossene Losung fiir beliebige Z, o und 7 ist im allgemeinen nicht moglich. d sei nun die Ausdehnung
der Quelle, also |Z'| < d. || = r sei der Abstand des Beobachters vom Zentrum der Quelle. SchluBendlich

haben wir die Wellenlénge A:
21

A= —
k

Wir betrachten den Fall d < A, wie dies beispielsweise in Atomen der Fall ist. Fiir den Bohr-Radius des
Wasserstoffatoms gilt:

rg=0,53-10"m

\ sei fiir sichtbares Licht etwa 3,8 -10~7m bis 7,5- 10" m (10" m=1 A). Wir unterscheiden nun folgenden
Zonen:

# Nahzone:
d< |7 < A= |#| < |7] und |Z|k < 1

Beobachter

Y

% Ubergangszone:
d < |7 = A= |7 < |Z| und |Z|k ~ O(1)

% Fernzone (Strahlung):

d< A< |2 = 7| < |Z| und |Z]k > 1

M‘cer %

Wir zeigen im Folgenden, daf es in der Nahzone ,,quasistatische“ Felder (|Z|-Abhéngigkeit wie bei statischen
Losungen) gibt. Der Abfall der Felder in der Nahzone ist mindestens wie ﬁ, dem w # 0-Anteil wie ﬁ oder

schneller. In der Fernzone (Strahlungszone) ist der Abfall proportional zu ﬁ (E 1B1 z).

/d (Oberfliiche) | E|? = const.

Oberflache

Die Lsung von (%) geht in der Nahzone (k|Z — #/| < 1) mit ¢*#=%'| ~ 1 iiber in:

T o >z

A(T)

Cdn ) |7 -2

Die Berechnung von A und ¢ verlduft nun wie im statischen Fall.



KAPITEL 7. ABSTRAHLUNG/LOSUNG DER MAXWELLGLEICHUNGEN MIT
ZEITABHANGIGEN QUELLEN

7.1 Dipolnidherung

* Fernzone:

Die eigentlich aufwendige Rechnung ist diejenige in der Fernzone:

— — = —
k|E — @) = k7] (1 - —xf2> = k7] (1 - @) mit 77 = —
—~ |7 |7 |

>1

Nun folgt:

1 1 <1+ff’> 1 <1+4f’>
== = e T gy
|z =] |7 72/ |7 7]

Der fithrende Term lautet:

ik|Z|
o Ko € 37
A(Z) = — d

) 4 |7 / 7

Wir formen dieses Integral um, wobei wir aufgrund der Ubersichtlichkeit in folgender Nebenrechnung
auf gestrichene Grofien verzichten wollen:

0= / Bzv (xJ(f)) = / P2V}, (zik(T)) = / d*Z (Opiji + i Vjr) = / >z (jﬂrxlﬁf)

\4 \4 \4 |4

Damit ergibt sich nun direkt, indem man den einen Term auf die linke Seite bringt:
/d%}'(f) - —/d%f(ﬁ .j')
v v

Mit partieller Integration ergibt sich dies auch schneller:

/dng‘(f) _ /dfsm (j(a:) ) ﬁ) 7= —/d?’:c:f- (6 ;(f))

Eine eindimensionale Analogie ist:

[aesor- - [ ave (&)

— 00

Somit folgt:

| 7]
o . jig €'
( _

@) = (_1)-/d3ff(ﬁj)

Mittels der Kontinuitédtsgleichung resultiert:

. ik|Z|
Az) =02

Am |3

(i) [ @Fz0()
T

=p Dipolmoment

ikl

7 ab. Wir berechnen also E und B aus A durch Ableiten:

A fallt somit wie

B=V x A|und 8tE:026x§
| und| |

Zur Erinnerung:
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Somit folgt mit ¢ als konstanten Vektor:

Vo (f(17)3) = (V7)) x @
e1k|a:|
el

ik ik|Z| ik|Z|
) ==~ %

f(|&) ist hier . Durch Ableiten ergibt sich:

Der erste Term ist fithrend fiir grofie |Z|.

. ik|@| i ik||
N i - 1w = e . oW e _
B=VxA= = : x
4 ( |7 p) dm Ifl(n 7)
iKk|Z|
= lpc, €' .
=4 XD

E folgt aus OE =V x B. Analog zu eben folgt nun:

—wE:m@xé)

E(Z) = cB x i

Aus diesen Gleichungen kann man nun ablesen:
* ELB i
* |E| = d|B]

Die radiale Abhéngigkeit von F, B und A lautet damit folgendermafen:

eik|f|7iwt

7]

Es handelt sich um eine Kugelwelle. Auf der Kugeloberfliche haben alle die gleiche Phase.

Nahzone (Quasi-Statischer Fall):

kE| < 1,7 |k < 1,|7| < |7

1 dz’

—;,|

ik|Z—a"|
dmeg | |T— & ¢ o)

¢(7) =

Die Exponentialfunktion kann nun durch 1 angendhert werden. Damit folgt das Potential in der Elek-
trostatik:

1 dz’

471'60 |f*.’f’|

¢(7) = o(¥)

Durch Entwicklung folgt wieder:
Az
—»/ 1
o0 = oot 4 (1477 ) 0@
Mit /d o(@') = 0 folgt:
0@ = ooy (79) mit = [ &7 7 (@)
dmeq |Z|?

E = (Dipolfeld wie in der Elektrostatik) - e 71"



KAPITEL 7. ABSTRAHLUNG/LOSUNG DER MAXWELLGLEICHUNGEN MIT
ZEITABHANGIGEN QUELLEN

7.2 MlI1- und E2-Strahlung

Wir behandeln im folgenden Dipol- und Quadrupol-Strahlung. Falls / 3z ;(f' ) = 0, dann behandeln wir den

néchsten Term des Integranten bei der Taylor-Entwicklung.

O L S TN e PV (N Ry G T\ k7 (1-32) \ 7/
A B — =20 13 — (14 2= E -
(@) = e / B a_f"|e J(@") g z 7 tm)e J(@)

ik|Z . == el
— Zioe - d&f/ <1 + n‘ji ) eflkn:z: ](f/)
7w |7 T

In der Fernzone gilt:

ik|Z
A Hoe‘ /dgﬂ/ ﬂkﬁf’? (@)

Arn |7

Somit hiangt das Integral nicht mehr von Z ab. Aulerdem gilt durch Entwicklung der Exponentialfunktion:

P gy
eflkn:c =1 —iknz =/

In der Dipol-Niherung geht dies gegen —ik7iia”.

Wir wollen nun dieses Integral auswerten. Dazu formen wir um:

- 1 - 1 - -
@-i= 5 (@xi)xa 5@+ (7])7]
| ——

antisymmetrisch beztiglich f’<—>} symmetrisch beziiglich & « ;

% 1.Term: Magnetische Dipolstrahlung

- o ekl 1 -
A(Z) = = ———(ik) (7 x M) mit m = f/dx:c x j(2)
4 |7 2

Erinnerung an Magnetostatik
¥ 2.Term: Elektrische Quadrupolstrahlung
Das B-Feld ergibt sich dann aus dieser Gleichung:

e1k|r|

ik|Z|
= Ho , 2
E=—-——k
ot e ) =
Die Ubersetzungstabelle zwischen E1- und M1-Strahlung lautet:
‘ El | — | M1 ]
E |—]cB
B |o| B
Pl

Fiir den zweiten Term (E2) folgt:

- 2uo k2w elk‘m L o=
B=——. X
Aar 6 |z 1 Q)

QM) = Qirxni
sz - /d3 7 (3£E 6ikf/2) Q(f’)




Kapitel 8

Energie-Strom-Dichte
(Poynting-Vektor)

In Abschnitt II, 3d hatten wir im Rahmen der Elektrostatik herausgefunden:

[S=
Up = 2IE@)?

Analog gilt (ohne Herleitung):

1 =
Uz = —|B(z)?
5= g, 1B@)

Im folgenden wollen wir die Energiebilanz bei der Abstrahlung diskutieren. Ausgangspunkt ist hierbei die
Lorentz-Kraft:

S A7 = -
K:di;:e_EJrﬁxB}

Fiir die Energieinderung der Punktladung gilt:

E B
(ii—t:e{ﬂE (%)

Das B-Feld hat also keinen EinfluB auf die Energie. Der Bewegung des Teilchens kann auflerdem eine Strom-
dichte zugeordnet werden:

J(@ ) =etlt) 5 (T(t) —T) (%)

Z'(t) beschreibt hierbei die Bahn der Punktladung. Die §-Funktion kommt daher, weil natiirlich nur an dem
Ort, an welchem sich das Teilchen gerade befindet, ein Strom vorhanden ist. Damit kénnen wir nun fiir die
Energiednderung schreiben:

dE - o

14

Diese Gleichung liefert dann (%), wenn (xx) eingesetzt wird. Diese Energie, die das Teilchen gewinnt, geht
aufgrund der Energieerhaltung dem Feld verloren. V' umfafit den Bereich, in dem ; # 0 ist. Im folgenden
werden wir nun dieses Integral mittels der Maxwell-Gleichungen umformen, bis wir einen Ausdruck erhalten,
der nur noch die Felder E und B umfaft. Es gilt:

I .
VXB——28tE:/J,0j
c
Dies ist eine Gleichung, bei der die Gréflen von Z und ¢ abhéngen. Fiir die Energiefinderung folgt nun:

AE 1 [ 5. (e = 1.2\ =
\%

87



KAPITEL 8. ENERGIE-STROM-DICHTE (POYNTING-VEKTOR)

Wir formen den Integranten um, bis wir einen Ausdruck der folgenden Form erhalten:
O (B*+ B?) + / dFE x B
o

Mit der Produktregel folgt wieder:

ml

§~(Ex§):(VxE) (VxB)
Nun gilt mittels der Maxwell-Gleichungen:

(VxB)-E=-(aB)-B-v(ExB)

Dieses Ergebnis wird in (x) eingesetzt:

%:i d%?{(at )Bf—(8t> ﬁ(Exéﬂ
J

. - - 1 ~
Mit (at ) - —o”!tB und = (8tE) B = —5 5 0B folgt:
1d 32 2 s=le (. B
dE 55/ ( B2(#,t) + o B (x,t)) +/d 7oV (EXB)
14 14

Mittels des GauBschen Satzes folgt dann schlieflich fiir die Anderung des Energie des geladenen Teilchens:

AE 1d [ 5. (1 = . S 1o
H*i& dx(/mB(:c,t)Jrng(m,t)>+/dF~MO(E><B>O
v 18)

A i Fluf} durch
Anderung der Feldenergie die Oberfliche

Der Poynting-Vektor ist nun definiert durch:

gzi(ﬁxé)
Ho

S beschreibt den Energiefluf3.

8.1 Zeitlich gemittelte Grofien

Fiir eine physikalische Grofe gilt folgender Zusammenhang mit der mathematischen komplexen Grofe:

— ) 1 — — .
Eypys = Re (E) = 5 (B(@e ™" + B (@)e ")

. . 1. . B .
Bphys = Re (B) =3 (B(f)e—lwt + B*(f)e"‘lwt)

Fiir die Energiefluldichte gilt:

S = —Eppys X Bphys
Mo

Wir interessieren uns nun fiir zeitlich gemittelte Grofien.

() =i 7

Es tauchen hier folgende Integrale auf:

dt S(t)

—uis

vS



8.1. ZEITLICH GEMITTELTE GROSSEN

%
1 . .
¥ T / e—lwt . e+1wt dt =1
_T
2
T
1 f 1 T
v o —2iwt _ —iwT _ +iwT —o0
kS T / e 5T (e e ) 0
_T
2
Nun gilt:
(8) = 2 (B@ = B*(@) + B x B@) = 5—Re (E(@) x B*(@))
Ho 4 240

Beobachter

Die abgestrahlte Leistung durch die Oberfléche ist gegeben durch:

P:/dﬁgz/ﬁ-ﬁdf:/§-ﬁ-|f|2d9

Fiir die Leistung in einem bestimmten Raumwinkel gilt:

P, s

Wir wenden dies auf die Dipolstrahlung an:

AP ke (5@ x 5@ 7 = S (BB) e (¢ 9 ) ) -
dQ 20 2u0- \ 477 "

Uns hilft bei dieser Menge an Kreuzprodukten die Grassmann-Formel weiter:
[a‘ X 5] x &= b(ad) — 6(65)
Damit gilt dann:

dP o wt

dQ  2c (47)2

Re | 7|l x pI* — (A x p)* (7l x p) - 71
~—_——
0

Nun folgt schlulendlich:

dP o o w4

ar_ How o 2
dQ 47r87rc‘nxm

Anwendung auf E1-Strahlung:

AP _ po W'
dQ  4rx 8we

Wir machen nun die Annahme, dafl p'reell sei. Es handelt sich dann um eine ganz besondere Form des Dipols;
die Ladung oszilliert linear in eine bestimmte Richtung. Es gilt fiir den Betrag eines Kreuzproduktes:

7 x B

|@ x b = |a@| - |b]| sin 6]



KAPITEL 8. ENERGIE-STROM-DICHTE (POYNTING-VEKTOR)

Damit folgt dann:

AP po w' 5 .
— = 0
dQ 4w 8wc [Pl sin
0 ist der Winkel zwischen Dipolrichtung und Beobachter-Richtung.
keine Abstrahlung
A
2
0

_ maximale
" Abstrahlung

AP po W', o po wh Ly
P = Qi = —— Q. = — —
/d dQ  4n 87Tc|ﬁ| /d sin” 0 127 ¢ 2

4
2m-3

Drei einfache Beispiele:

1.) Wir betrachten einen linearen oszillierenden Dipol. Die zeitliche Ladungsverteilung sehe folgendermafien

aus:
™ ™
t=0 t=— t=—
2w w
_l’_ —
+
- +
0
7y == | 0] cos(wt)
1
Fo— @,
d=a-Q-[0]cos(wt)=Re|a-Q-|0|e
1 1

P
Es handelt sich um eine lineare Polarisation, denn 7 x 7~ B ist reell und éphys (Z,t) ~ 7l X peos(wt).

2.) Ein in der a-y-Ebene rotierender Dipol

(0)

cos(wt)
Ty = = | sin(wt)
0
ff, = —f+
. cos(wt) e Wt
d=Q -a- |sin(wt) | =Re |a Q- |ie v
0 0



8.1. ZEITLICH GEMITTELTE GROSSEN

Somit folgt:

0 1 i
beitxp~ [0l x [i] =11
1 0 0
—jeTiwt — sin(wt)
B(Z,t) ~ Re e vt = | cos(wt)
0 0

Es stellt sich nun die Frage, was sich fiir den Beobachter in z- bzw. y-Richtung ergibt.

Lineare Antenne

Fiir den Strom gilt:

z
I(z) d Einspeisung
B der Spannung
Y
»
d d =z z
2 2

. 2 .
I(z,t) = I(2)e " = I ( — %) e Wt
Die Ladung pro Léngeneinheit ergibt sich aus der Kontinuitétsgleichung:

o= (97) .97 = i)

iw
1 2 -1 fir z2>0
Q_EOE'
+1 fir 2<0
2ily
o(z) = wod
0 0
211,
p=10 /dzzg(z): 0 1—;~2/dzz
1) Y, 1) ¢ )
2 N, e’
g
(O ined
P=10) 5>
1 w

Fiir die abgestrahlte Leistung gilt:

p_ pow?d? I3
487c




KAPITEL 8. ENERGIE-STROM-DICHTE (POYNTING-VEKTOR)

8.2 Abstrahlung von einer bewegten Punktladung

1.) Lienard-Wiechert-Potentiale und Felder

Es bewege sich eine Punktladung auf der Bahnkurve #(t) mit der Geschwindigkeit 7(t) = L7(t) = F(t)

und der Beschleunigung 7(t) = #(t). Fiir den Beobachter bei & = 0 und ¢ = 0 ist das von der Punktladung
bei den retardierten Koordinaten erzeugte Potential relevant.

A
t Uberlichtgeschwindigkeit
ts . Kl
¢ 7(t) (Bahnkurve)
ta
t zo Zeitumkehr
»
T

(7(t"),t') ist so gewdhlt, daB |F(t')| = —ct’
Fiir die Stromdichte folgt:

-

[(T,) = et(£)d (T — 7(t))

<

Jo(Z,t) = o(Z,t) - c=e-cd (T —T7(t))
Wir wollen nun A, (¢, £) berechnen. Dazu verwenden wir wieder die retardierten Potentiale.
AL (Z,t) = po / B A Gr(t—t',7— 1), (@) =

= v
_ pgec /dga_j./ dt/ 1 5 <t _ t/ _ |Z‘ X |> ﬁu(t/)é (f’ _ f‘(t)) , wobel Bﬂ = <15 %) (*)

4 |7 — 2| c

Hier sei Vorsicht geboten. 3, ist kein Vierer-Vektor! Wir bezeichnen nun R(t') = (£ — (t)) und R(') =
().

§(t—t — 20
,@@wzgw/m'( ”)@m

Beispiel fiir retardierten Aufpunkt:

Der Beobachter sei bei & =0, t = 0.

To
1.) #(t') =7 = | 0 | Die Ladung ruhe:
0
()] = e
p—
c




8.2. ABSTRAHLUNG VON EINER BEWEGTEN PUNKTLADUNG

A
t
ts _ 17
t =
c
|
tg |
tq /1‘42
Bahn der Punktquelle
> »
To T
|
|
|
Ly _To
c
|
To Vo
"={o]+|0]|¥

Wir stellen die Forderung:

o ro + vot’
c
ro
r_ c
U
1+
Die Geschwindigkeit ist kleiner als c¢. Die Bahn stot nur einmal durch den Riickwirtskegel.
A
t
|
ts /
)
|
to II
/
t1 | 2o _.~""verboten, da v > ¢
1 ////
] -
To ll ////
= >
X ! T
7 / Bahn der Punktquelle

Wir wollen nun die §-Funktion in Gleichung () auswerten

- R(Z/)) ﬂu(t/) - N
. N = =l —
R mit R(t') =% —7(t), R = |R|

olt—t
@@m:ﬁ“/w (
™




KAPITEL 8. ENERGIE-STROM-DICHTE (POYNTING-VEKTOR)

Wir erinnern uns dabei an die Eigenschaften der d-Funktion:

/ Az g(2)0(x — a) = g(a)

Haben wir innerhalb der d-Funktion eine stetige Funktion f(x), so folgt:

[ dwat@s (1) = | o)

Wir wenden diese Beziehung auf unser Beispiel an:

f(z)=0

d , R(t)\ 1d 1d Lo o
dt’(t t . =-1 cdt’R(t)_ 1 cdt’|m 7t =-1+7-6(t), wobei i =

Wir wollen dies beweisen:

d o d 5
=@t
d o o
QR@R =2R @R =2R (—9(t"))
Damit gilt dann:
d R N
whi=% () = —i - v(t)

Damit folgt also:

" ec 1 : oz -
Au(t, %) = Mzﬁ Wﬁu(t/) mit kK =1—7 -5 und R(t') = |7 — 7(t')] (x* %)

t’ ist die retardierte Zeit. Diese Gleichung liuft unter dem Namen Lienard-Wichert-Potential. Wir haben hier
die relativistische Verallgemeinerung der Formeln der Potentiale, die wir zu Anfang der Vorlesung diskutiert
hatten. Aus Gleichung (% * x) kénnen nun die Felder berechnet werden. Etwas bequemer geht dies auch mit
Gleichung (xx).

2 / /
B e —V6— 0,4 mit o(t, 7) = e [ 4 5G—ﬂ—3g»

4 R(t')
- upec de/ , R(®) ,
A= olt—t — t
47 R(¢) < c AlE)
Die Z-Abhingigkeit steckt in R = |Z — 7(t")]. Damit folgt fiir den Gradienten mittels Kettenregel:
- - 0 0
VR = (Y5) 57 = 55
Die genaue Rechnung findet man im Jackson:
] .
B=-iixFE
c

SN B Gl F) %

E= +—=iix ((7i-B) x )

4dmeg | K3y2R2 k3 Re
N ——
Geschwindig- Strahl-  Beschleunigungsfeld
keitsfeld eld ret

Fiir das Geschwindigkeitsfeld folgt:

Abfall ~ R™2

Fiir das Strahlfeld folgt:
Abfall x R~!
ElBl#

Spezialfille entstehen fiir:



8.2. ABSTRAHLUNG VON EINER BEWEGTEN PUNKTLADUNG

¥ 6=0

* 3=0
Der Grenzfall fiir nichtrelativistische Bewegung (|3| < 1) folgt mit:
k=1-nf~1
i—fB~i

Fiir das Beschleunigungsfeld folgt:

- e 1 Loy
FE =~ —nx(nxv)

47750 Re? ret
— 1 —
B=-nxFE

C

D . 1 e a/m
ExB:——Ex(ﬁxE):—— m#—E(Ewﬂ
HocC N ,

=0

Fiir die abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel folgt:

dp - e 1)’ :
5= 2 ) e 1)
dQ " LoC (4775002> mrnxe

2 e |, A
= — X (AXT
4me 4w

2

92 sin? 6

9 ist hierbei der Winkel zwischen @ und 7. 7 ist zur retardierten Zeit zu nehmen. Fiir die totale abgestrahlte
Leistung folgt durch Integration iiber den gesamten Winkel:

1 2
E/dQ Sin29: §
2¢” o .y
=-——7
3 cdm

Dies ist die sogenannte Larmor-Formel.

Ubungsaufgabe: Oszillierende Ladung

z(t) = acos(wt)

Es soll die Leistung P berechnet werden.

Ubergang zum relativistischen Resultat (ohne Herleitung):

2 e? 5 2 2
P:§47r50076 [ﬂz—(ﬁxﬁ) ]

a.) Lineare Beschleunigung:

2
2 e 6 52

" 34dmege

Wir beschleunigen ein ruhendes Teilchen linear bis zu ultrarelativistischen Energien.

0 100 GeV  200GeV 300 GeV
i i i i >
0 1km 2km 3km




KAPITEL 8. ENERGIE-STROM-DICHTE (POYNTING-VEKTOR)

Vergleiche die bei der Beschleunigung abgestrahlte Energie mit der kinetischen Energie der Teilchen. Mit

E = mc?y und v = ———— resultiert:

N

dE_dE G ey L _med (1 ) s
dz  dtdz T dt B Bat\i-m) )

po2_¢ 1 (B
T 34weqcd m2 \ dz

Vergleiche P, also die Strahlungsleistung, mit der Energieinderung:

dE dE dE
=—fB-c~—-c,daf=1
dz dz

dt

P 2 1 dE

% T 3dreg (me?)? dx

Fiir ?Tf =10 % ist die rechte Seite der Gleichung ist ungefiahr gleich 1. Die abgestrahlte Leistung im

Linearbeschleuniger ist somit vollig zu vernachléssigen.

b.) Zirkulare Beschleunigung:

Mit EL E, 52 = Bz und ’5>< 5’ = ﬂﬁ - sin 6 erhalten wir:
=1

P I A

3 dmege

3 dmege

Fiir die Beschleunigung auf der Kreisbahn mit dem Radius o gilt:

2 2.2 2
. (% C B Cc
’U:—:ﬁ s :ﬁ—%

c
[ [ [ 0

2 €2 E* 2

~ 3dreoc (mc?)* o2

Es gelten also folgende Proportionalitéten:

E* Abgestrahlte Leist o
Leistung ~ —5 dE 2 gestrahlte Leistung L7
1%

Umlauf 0
Numerisch gilt dann, wie durch Einsetzen der Zahlenwerte iiberpriift werden kann:

(E [GeV])*

dE [MeV] =8,8-1072-
0 [m]

Speziell fiir das LEP folgt aus £ = 100 S?rca\}’ﬂ und o =4 -10°m ein Wert von dF = 2,5GeV.



Kapitel 9

Hohlleiter

9.1 Einleitung
# Technische Anwendungen
* Koaxialkabel
% Hohlraum-Resonatoren

* Mikrowellen-Antennen

Die Idealisierung ist, dafl wir einen idealen Leiter als Begrenzung haben.

—= 0

1.) Randbedingungen:

1.) E-Feld:

E 1 Oberfléiche

Der Aufbau der Oberflichenladung sei ,,instantan®.

Vakuum
Leiter
+ + + + + Oberflichenladung
E=3

Die Oberflichenladung kompensiert das elektrische Feld im Innern des Leiters.

2.) B-Feld:

Wir betrachten ein zeitlich schnell verdnderliches Magnetfeld. Dieses wird durch Induktionsstrome
abgeschirmt (keine Dampfung).
induziert fihrt zu l [

5
> >

Wirbelstréome Wirbelstréome
AuBlerhalb, aber nahe an einem idealen Leiter, gilt:

&
Il
QL

E|#und B L#
E steht also senkrecht zu Oberfléche, wihrend B parallel zu dieser steht.

97
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ANNANAANAANACEEEEE AANAANRARNRRN

W W

2.) Wellengleichungen:

Wir betrachten die Wellenausbreitung in einem Hohlleiter, dessen Querschnitt beliebig aber konstant sein
soll. Der Symmetrieachse durch den Hohlleiter liege dabei in z-Richtung. Der zu verwendende Ansatz
lautet:

— —

B(#,t) = B(Z) exp (—iwt)

— —

E(Z,t) = E(Z) exp (—iwt)

Leiten wir diese beiden Gleichungen nach ¢ ab, so ergibt sich ein Faktor —iw. Die Maxwellgleichungen in
Vakuum (¢ = j = 0) lauten:

Analog gilt:

(A+ i—j) B(#) =0

Vor einigen Wochen hatten wir:
2
-, . o 9 W =
E = Egexp (1kx) = (—k + 2) Ey=0
c

Ansatz:Wellenausbreitung in z-Richtung

B(@) = B, y) exp (ik2)
B(@) = Bla,y) exp (ik2)
k ist zuniichst unbekannt (eventuell komplex). Wir definieren nun einen transversalen Laplace-Operator:

- 02 0? 02
2= _ 4+ _——=A-——
Vi 02 + oy? 022

Die Wellengleichung geht wegen der speziellen z-Abhéngigkeit tiber in:

—

= w2 9 E(.T,y)

—

B(z,y)
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Wir haben somit sechs Gleichungen fiir die Komponenten von E und B. Unser Ziel ist es, eine Gleichung
fir E, (oder B.) zu erhalten und die restlichen fiinf Komponenten durch Differentiation aus E, (oder
B,) zu bekommen. Dazu zerlegen wir E und B in Anteile senkrecht und parallel zu €.

E=F, +E,
) ) 0
EZ:é'Z~(E-é'Z) —|o
L,

E,

B = | E,

0

Nach Umrechnung der Maxwell-Gleichungen (Jackson, Greiner (Seiten 374/375, 2 Seiten)) folgt:

. 1 = i *

T Ee Fro.8.4 G (@ x ) B o
., 1 = Vi

By = gy 708~ (2 x V) B (oo

Vorsicht ist geboten, denn aufgrund der Randbedingungen gilt:

w2

KA

c2

Randbedingungen:

E | auf Leiteroberflache

EZ‘Oberﬁache =0

ANAANAANRNNNNN

—
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B ist parallel zur Leiteroberfliche.

=0= ET-n
o

B-n

Aus By - ﬁ‘o = 0 und (%) folgt:

05,
on

o

Beweis:

Wir multiplizieren Gleichung (%*) mit 7. Dann folgt mit 7 - &, = 0:

—

-(é’szT>=ﬁ~ x| v-cev
——

3L

S
VS
™y

N
X
<
}ﬂ
N—
Il
3
VS
oy
N
X
<l
N———
I
|
D
S
X
<
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(ﬁ X 6) E. o enthélt nur die Ableitung in Richtung der Oberfliche:

E.lp=0
Damit folgt:
(i x V) E. =0

Und somit gilt:

ﬁET‘ - .{.-VO.B.
O

Das Ziel ist nun, die Abhéngigkeit von E, und B, aus den zweidimensionalen partiellen Differentialglei-
chungen (*) und den Randbedingungen B, und E, aus (xx) und (x x *) zu bestimmen.

9.1.1 Klassifikation der Losungen

Wir unterscheiden folgende Arten von Lésungen:

% Transversal magnetische Losungen (TM):

B.(z,y) =0

E.(z,y) #0

Das #éndert nichts daran, dafl die Randbedingungen erfiillt sein miissen:

E.lp=0

3# Transversal elektrische Losungen (TE):

E.(z,y) =0

B.(z,y) #0
0B, _0
on o

3* Transversale elektrische und magnetische Lésungen (TEM):

E.(z,y)=0und B,(z,y) =0

Schaut man die obigen Gleichungen (%*) und (x* %) an, so miiite man vermuten, dafl alle Komponenten
des elektrischen und magnetischen Feldes gleich Null sind. Dies ist aber nicht so, da nun folgendes gilt:

w2

2 _
S k=0

Die Beziehungen (xx) und (x * %) gelten somit nicht mehr. Die Ausbreitung findet mit Lichtgeschwin-
digkeit statt, als ob keine Randbedingungen bestehen wiirden. Damit werden wir uns spiter genauer

auseinandersetzen.
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9.1.2 Diskussion der transversal magnetischen Losungen

B.(z,y) =0
Es gilt nun:
— 1 w [/ -
By = Eaat: (ez x VT) E.
Br= ——t N8B = — ¥y (kE.)
= 2Lz = : KL,
TEew e

Aus der zweiten Gleichung folgt dann:

w? k2
N CESD
VrE,=-~———%FEr

1

Somit 16sen wir nach ET und ET auf und erhalten:

_, w .
BT = —¢, X ET
ke2 *

1 =

2

C

Fir E, gilt die zweidimensionale Differentialgleichung.

=y, W 2
VT+§_I€ Ez(x7y):0
Die Randbedingung lautet:

E.(z,y)lo =0

Alle Felder ergeben sich aus einer Funktion F,(x,y). Analog gilt fiir die transversal elektrischen Lésungen:

ET = 7%62 X ET
_ ik -
e

2
=y W 9 0B,
<VT+CQ—k)BZ(x,y)=0und o

Entscheidend ist nun folgende Wellengleichung;:

=0
o

E.

2
(VQT + (i—z - kQ)) (BZ> = 0 (mit den richtigen Randbedingungen)

Es handelt sich dabei um eine partielle Differentialgleichung 2.Ordnung fiir den transversal elektrischen und

den transversal magnetischen Fall. Wir setzen nun folgendes fest:

2

w 2_ .2
=z =0
Spezialfall:

Wir betrachten einen rechteckigen Leiter:

Y
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Wir untersuchen nun den transversal elektrischen Fall:
9? 0? 9
—_—+ — B.(z,y) =0
(&C2 ozt ) (z,y)

0B,
on

=0firz=0,aund y=0,b
o)

Wir nehmen folgenden Ansatz zur Losung der Differentialgleichung;:

B7'"™ = By cos <m> cos (@)
a b

Dieser Ansatz erfiillt die Randbedingungen. Wir setzen den Ansatz in die Differentialgleichung ein, womit sich
dann ergibt:

2+

Wir lésen nach k auf:

m=1 m=0 w
n=0 n=1
Fiir w < wpmi, wird k imaginér.

ANANNNNRNNNNNY

Anregung ——» exp (—|k|z)

LIS

B, fallt infolgedessen exponentiell ab. Der Zusammenhang zwischen dem Wellenvektor k& und w definiert hierbei
die Phasengeschwindigkeit:

w w
BT ¢

Yo - )+ 3]

Der Nenner ist grofler als 1. Die Phasengeschwindigkeit ist somit grofier als die Lichtgeschwindigkeit. Von
Bedeutung ist aber die Gruppengeschwindigkeit:

w1 |y @]
T " ¢

w

I3

<3

Der Ausdruck geht gegen Null fiir w — wiin-
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9.1.3 TEM-L&sung

E.=B,=0

“ﬁ — k2

2

ﬁT (EjTEM(x7y)> =0
Brem(z,y)

Diese Gleichungen erinnern dan die Ausbreitung im Vakuum ohne Hohlleiter. Mit den Maxwellgleichungen
gilt:

1. L1 oyE., — 0, E,
iw w\ g E, — ,E,
— — El
E=Er=|E,|,E.,=0
0
0, =ik
Also gilt damit:
1 —ik - E,
B— ik - FE,

W \o.E, - 0,E,

Mit B, = 0 folgt:

L1 —Ey

B=-| E,
“\ o

BLlEle,

Wegen B, = 0 muf} gelten:

0.E, — 0y, = 0|

Dabei handelt es sich um die Integrabilitéitsbedingung in zwei Dimensionen. Er 148t sich als Quadrat eines
Potential darstellen.

(5) = (&) ot

Dies ist also die Losung eines zweidimensionalen Potential-Problems:

(92 + 85) ¢(x,y) =0 mit ¢|, = const.

¢ = const.

¢ = const., K =0

Dies ist der Fall, wenn das Gebiet einfach zusammenhéngend ist.



KAPITEL 9. HOHLLEITER

/e

Es handelt sich um ein Koaxialkabel. Da wir eine lineare Dispersionsrelation haben, breitet sich jeder Puls mit
gleicher Geschwindigkeit aus.

Beispiel:
Eine mogliche Losung des Problems ist:

¢p=Aln 2
Qo

Die Konstanten A und g9 werden an die Randbedingungen ¢(p1) und ¢(g2) angepafit:

—

A
E(Q7 410) = Eeg




Kapitel 10

Elektrodynamik in kontinuierlichen
Medien

1.) Elektrostatik:

Wir betrachten Molekiile in der GroéBenordnung von 10719m = 1 A. Bei sichtbarem Licht betrigt die
Wellenlénge A = 3,8 — 7,5 - 10~" m. Selbst bei Ausbreitung und zum Teil bei Streuung wird iiber vie-
le Molekiile gemittelt. Mehrdimensionale Felder und Ladungsverteilungen sind rdaumlich und zeitlich
verdnderlich. Relevant sind somit gemittelte Groflen. €] g, n, ; seien die mikroskopischen Gréfien (ver-
schoben mit e-Polarisierbarkeit). E7 B , o seien die mehrdimensionalen Gréflen., wobei gilt:

-,

B@) = 5y [ GB@.D = (E@)
AV

AV ist hierbei ein geeignet gewahltes Volumen. Wir mittel somit {iber zeitlich veranderliche Grofien:

Es gilt:

d = d
dl’ZE(x7t)_ <£7€($at)>

Ahnlich gilt:

0 = 0
Wir betrachten nun den Beitrag der Ladungsdichte n; eines Molekiils mit Index j zum Feld am Punkt
Z. Dazu verwenden wir den Gauflschen Satz:

Ursprung

# £ Beobachter
Z; £ Schwerpunktskorrdinaten des Molekiils

7 2 Relative Koordinate

105
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| <O(LA) < |7~ 7 - |

Mit dem Gauflschen Satz erhalten wir fiir das mehrdimensionale Feld:

1 s ni(&) s

(7)) =——V _ ) g3y

J(x) 47T€0 / |f—fj — _'I| .
Molekiil j

Mit der Taylor-Entwicklung folgt:

1 1 - 1
. —|—<Vj_, — )-f’
o7 Fo5l T\ FE-g

1 = € - 1
() = — \v4 J v e
) = e <|f—fj|+< |f—fj|> pﬂ)

Mit der Gesamtladung e;:

(:’j Z/d.’f/nj(f/)

Und dem Dipolmoment:
D = /d:i" nj (@)@
Fiir den Beitrag aller Molekiile folgt durch Summation:

Qmol E e_] 33 _x_]
mol E p] (E —LC]

€= g €; wird nun umgeschrieben in ein Integral:

I = " Q(l‘”) = = 1
_ 1 Yy —
4mov/dm [|:Ef”| )\ VE—a

—

Z) ist immer noch schnell veréinderlich, da g(Z"") schnell verinderlich ist.

A

j=0 j=1 j=2

Wir fithren eine Mittelung durch und betrachten somit den Beitrag von 0,0 (
E€=¢&,+¢n
(€)= [ far

¢ 47T€0 Z— T+ §|

AV um &

Wir fithren eine Variablensubstitution durch:
f" N I - f” g‘

Die Mittelung verlauft iiber p:

L Co(T €)= —— S e
av [ e 0= 572
AV

Eg(f) = (€,(2))) = /d“"w

~ 4meg |& — &

i,'l/).



N(Z') £ Dichte der Molekiile

emor(Z') & Mittlere Ladung (gemittelt iiber AV)

Alv / BEM ot (7 + €) = N(@)Fmor(#)

AV

Bn(@) = (en(@) / BT N @) (V)

~ 4meg |& — |

Pmot(Z') ist das mittlere Dipolmoment eines Molekiils am Punkt #’. Wir definieren nun die mittlere
Ladungsdichte und die Dipolmoment-Dichte (makroskopische elektrische Polarisation):

o(Z) = N(Z) - emot (%)

B=B,+ Fn
— — =/ 1

47T€0E :—V/d +p(@) -V —=-
|7 — 2|

Beachte:

- 1 - 1
VYV = V2P = A (7 — T
|2 — 2| |2 — 2|

47 (E()E(f) = —V/ _)/ |Jj‘ —

Definiere D(&) = eoE (&) + p(&) als ,elektrische Verschiebungsdichte®. Damit gilt dann:

£ [ar 2
Ix—

Auflerdem gilt:

VD = o(7)

‘ V x E = 0 in der Elektrostatik

Experimentelle Information:

Fiir langsam verénderliche, nicht extrem starke elektrische Felder hdngen p und E linear zusammen.
pi(7) = ai; E;(z)

a;; ist im allgemeinen ein Tensor. In einem isotropen Medium ist a;; ~ d;;:

@) = 2o E(@)

x ist eine Materialkonstante, ndmlich die sogenannte Suszeptibilitdt. Diese gibt an, wie gut sich ein
Medium polarisieren 148t.

ﬁ:a@ﬁmite:l—i—x
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Beispiel:

Material | &

Glas 4

Paraffin | 2,8

Wasser 82

o o 1

VE=—op
E0€

Wobei g die freie gemittelte Ladung beschreibt. Die Felder sind reduziert um den Faktor % Die Kapazitét
eines gefiillten Kondensators ist um den Faktor € erhoht.

2.) Randwertprobleme:

Unser Ziel ist, zu zeigen, dafl die Komponente parallel zur Oberfléiche stetig ist.
Medium @

€2
>
Medium ©

€1
Wir verwenden den Stokesschen Satz:

/dfﬁz/dﬁ(wﬁ)
c F —

Somit folgt nach Durchlaufen des Weges:

0=E1E+ng2mitf1=—l; I
(EleQ)f:O

Damit ist gezeigt, dafl die Komponente von E I I stetig ist. Mit der Fldchennormalen 7 gilt dann:

(El—E2> x1n=0

Fiir D gilt:
VD =

Wir betrachten wieder die Grenzschicht:

_'A
n

14 0,

05

Grenzfliache

Nun gilt mittels der Maxwell-Gleichungen:

VD = /Q(:I:) dz

14 14



Mit dem Gauflschen Satz resultiert:

L/ndlﬁli 210()1
O

Lassen wir die Dicke des Quaders gegen Null gehen, so gilt:
O = O; + O3 + kleine Randterme

(D1 = Ds) 71 01 = 50,

(131 — 52) ‘n=0

Falls keine Oberfléichenladungen (makroskopischer freier Beitrag) vorliegen, gilt:

(51—52)-ﬁ=0

3.) Einfache Beispiele:

A.) Ladung @ im Hohlraum (e = 1), der von einem Dielektrikum (¢ > 1) umgeben ist:
e>1

A7 ST
v \\

7

Z

AN KN
(72
()

s
Vr / Hohlraum

{ J l
A RANVAY/AX!
et

-z

T0 T To T
Vakuum Medium Vakuum Medium

auflen

innen nnen
o

€1

Das Potential mufl auf innerer und duerer Kugel jeweils gleich sein. Man erhilt die Potentialdiffe-
renz durch Integration iiber das elektrische Feld von innen nach auflen:

auflen auflen
AU = — / Eydiy = / Ey diy

Da El und Eg wie %2 abfallen und auflerdem die beiden Integrale gleich sind, dann folgt daraus,

dal auch F; und Fs gleich sind.
D = eoe1E1; Dy = ege2 By

Damit ergibt sich folgendes Verhéltnis:

D4 Dy
€1 €2
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Wegen VD = o gilt folgender Zusammenhang zwischen der Flédchenladungsdichte:

01 02

€1 13p)

Die Ladungen sind also nicht gleichmiiig verteilt. Je hoher die Polarisierbarkeit an einer Stelle ist,
umso mehr Ladung wird man an dieser Stelle antreffen. Dies gilt sowohl auf der Innen- (r) als auch
auf der AuBlenkugel (R).

A2
Q=" (01 +02) =4 2 (2 41) = dmr?e, T2
2 2 \ 5 -
Q 252
9 =
’ dmr? €1+ €2
Q 281
g1 =
YT dmr?e 4 ey
Somit gilt:
2
p =9
T el + €2
Q 2
Dy = = 2
r“E] + €2

Die Betréige der E-Felder sind gleich:

e k82

dmeg 12 \ €1 + €2

In konstantem elektrische Feld wird eine Kugel mit Radius a und Dielektrizit&tskonstante € gebracht:

)

Fiir das Potential gilt mit der Entwicklung in Kugelflichenfunktionen:

Kugel

¢innen = Z Alrl-Pl(COS 0)
=0

Aufgrund der Axialsymmetrie gibt es keine ¢-Abhiingigkeit:

oo

¢auj}en = Z {Bﬂ‘l + Cﬂ‘i(lJrl)} H(COS 9)
=0

Fiir r — oo bleibt als fithrender Anteil nur das konstante elektrische Feld:

. (0 1
5= (o) o(2)
Eo
Somit gilt fiir das Potential:
¢ —— —FEy-rcos@=—E; -z

Damit folgt fiir die Koeffizienten B;:

B, =0firl>1
Wir definieren By = 0 als Nullpunkt des Potentials. Fiir die Randbedingungen gilt:



¥ FE ist stetig in tangentialer Richtung.

Ey(innen) = Fp(auBen)

—

V\E’auﬁ en

7] 0

_80¢innen = _%d)auﬂen (1)

* D ist stetig in radialer Richtung.

0 0
_5a¢mnen = _Eﬁbauﬂen

D,.(innen) = D,.(auflen)
eocEy(innen) = go B, (auflen) (2)
Wir betrachten nun:

g_dcose d o ing
90~ d0 deosf ™ dcos

Py (cosf) = cos b

Somit gilt folgende Bilanzgleichung:

Z Aya' P(cos ) = Z Cra~ " P/(cos 0) — EgaP}(cos )
=0 =0

Dies muf fiir jedes | getrennt gelten. | = 0 tréigt nicht bei (P} = 0). Fiir [ = 1 folgt:

Aja=Cia"? — Eya
| |

Wir erhalten als ersten Satz von Gleichungen:

(A= -Ey+Cia™®| ()

| A= Cla=CH fiir 1 > 1]

Fiir den radialen Sprung (Gleichung 2) gilt:

| —eA; =2C1a” 3 + Ep fiir [ =1 ‘ (k)

—elA; = (1+1)Cra~ @Y fiir | > 1

Durch Kombination dieser beiden Gleichungen folgt dann schliellich:

1+1
C = —%Cl fiir [ > 1 und beliebige ¢

C;=0firl>1
Ay=0firl>1
Wir addieren die Gleichungen () und (*):

-3
Al =Ey | ——
! 0(5+2>
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Fiir Cy = 0 gibt es keinen %-Term. Mit By = Cy = 0 wird das Potential normiert.

3 /
¢innen = — (6 n 2) E() 7"P1(COS(9))

z

3 -1
Gaupen = —EorPi(cosf) +Ey 7% (;—2> Py (cos®)
3
e+2
ein konstantes Feld in z-Richtung mit Stidrke Ey plus Dipolfeld mit dem Dipolmoment p:

e—1
=4 —— | Eod®
p ﬂfo(a+2> 04

Innen hat man somit ein konstantes Feld in z-Richtung mit der Strirke Fjy ( ) Auflen existiert

4.) Magnetostatik:

V x H = j(z)

Da es keine Quellen des Magnetfelds gibt, gilt:

Wir definieren die Grofe H durch eine Kombination mit dem B-Feld in der Magnetisierung M (mole-
kulare Strome):

H=B— oM

Die Maxwell-Gleichungen in Materie lauten:

< < <

<

E+2B=¢
S T
B=0

U
H—-——D=
X o



