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Kapitel 1

Einfiihrung

,»,Quantenmechanik wird ein Weg zu neuen Ufern sein.“

1.1 Lehrbiicher

Nummer Name des Autors Sprache vorhanden (vorritig)
1.) Cohen-Tannoudji Band I  deutsch 41 (von 75)
2.) Schwabl deutsch 33 (38)
3.) Merzbacher englisch 12 (49)
4.) Schiff englisch 17 (18)
5.) Park englisch 3 4)
6.) Jasiorowics englisch 71 (71)
7.) Griffith englisch - (12)
8.) Fliebach deutsch
9.) Feynman III englisch ? (3)
deutsch 38 (44)
10.) Dirac

1.2 Warum Quantenmechanik?

¥ Stabilitéit der Materie:
Keine Anordnung von Ladungen ist in der Elektrodynamik bzw. der klassischen Physik stabil.

% Klassische Teilchen sind eigentlich Korper, Individuen

A

* In der klassischen Physik nicht unterscheidbar.

* In der Quantenmechanik (Natur) unterscheidbar.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

% Elektrische (Teilchen) haben Welleneigenschaften (de Broglie (1924), Davisson+Germer (1927)).

h p
)‘_;‘:’k—ﬁ

Beziehungsweise gilt:

* Erklarung dafiir, daf} ...

a.) Silizium (Si) ein Halbleiter ist

b.) Eisen (Fe) ein Ferromagnet ist

c.) Aluminium (Al) supraleitende Eigenschaften hat.
Historisch haben die Spektrallinien und der Intensitét beispielsweise beim Wasserstoffatom eine grofie

Rolle gespielt. Bei Materie gibt es aulerdem einen Dualismus Welle-Teilchen (Koérper). Diese Phénomene
sind in der klassischen Physik unverstandlich.



Kapitel 2

Grundbegriffe der theoretischen
Physik

2.1 Zustand — Grofle — Wert

% Die Vorgiinge in der Natur werden als Uberginge zwischen Zusténden aufgefaft. In der Mechanik ist der
Zustand eines Teilchens durch Angabe von 7, ¥ festgelegt.

* Es gibt eine Grofle G, die als Observable bezeichnet wird. Groflen sind Relationen zwischen verschiedenen
physikalischen Systemen (Lénge: Vergleich mit Urmeter) wie beispielsweise von 7, ¥ und ¢: G (7, U, t). Als
Beispiel einer Grofle haben wir die kinetische Energie:

Es gibt ein ,,Glaubensbekenntnis“: In einem G hat jede G einen WAW.
% Die Dynamik wird durch eine Bewegungsgleichung 7, ¥ (t = tg) — #(t), 9(t) beschrieben.
% Zusténde konnen sich dndern:

a.) Eingriff von aulen

b.) Eigen-Dynamik (Bewegungsgleichung)

2.2 Messung und Zustandspriparation

Im allgemeinen ist die Zustandspréparation eine Vorschrift, die reproduzierbar ist. Hier sei in einer Theorievor-
lesung allergréfite Vorsicht geboten. Es gilt in der Quantenmechanik, wie wir spéter herleiten werden, folgende
Ungleichung:

Az - Ap >

| St

Kann es sein, daf§ das Teilchen im Prinzip einen bestimmten Ort bzw. Impuls besitzt, aber dessen Kenntnis
mir verwehrt ist? Nein!! Zu jeder Grofle G gibt es einen Meflapparat:

o] 3] 1] 7]2]5]o0]Emnei

O o o

System

3 Die Messung ist beliebig genau.

% Es gibt relativ kurze MeBzeiten (AEAt > 477)



KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER THEORETISCHEN PHYSIK

Durch eine Einzelmessung erhélt man als Resultat mégliche Werte von G. Spéter wird sich herausstellen, dafl
diese die Eigenwerte eines Operators darstellen.

% Drehimpuls

Fiir den Drehimpuls gilt beispielsweise in der Quantenmechanik:

L, =0,%h,+2h,...

Der Drehimpuls ist also in Einheiten von A quantisiert. Gibt das Mefigerdt andere Werte aus, so ist es
kaputt! Nach der klassischen Vorstellung gilt:

L =7 x (m7)

L #ndert sich konstant bei Verschiebung vom Ursprung O.

* Ort, Impuls

Diese nehmen kontinuierliche Werte von —oo bis +oo an.

% Energie

Fiir einen Oszillator gilt:
1 3 . .
FE = §hw, §ﬁw, ... und potentielle Energie

Ein freies Teilchen nimmt Energien grofier Null an (E > 0 = const.)

Eine Messung ist eine Wiederholung von vielen Einzelmessungen an gleichen und gleichpréaparierten Systemen.

Wi (z) Wal(g)

scharfer Wert von ¢

F———————ee e ——

>
z

Q
=)
NS

An jedem System wird nur einmal gemessen.

% Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir G:

Walg) > 0,> Wa(g) =1

* Erwartungswert:

(9)=W(G,2)=> Walg)-g

¥ Streuung AG:

(AG)? = (g%) — (g)*

Streuungen entstehen in der klassischen Physik durch Fehler bei der Zustandspriaparation oder Messung.
Durch die Summe iiber die Zufallsgréfien ergibt sich dann eine Gauf3-Verteilung.




2.3. KURZER ABRISS UBER KLASSISCHE MECHANIK (BLICK AUF
QUANTENMECHANIK)

Al A A A

LRk

Statistik fiir g1

»
g1

Wir definieren, dafl G einen scharfen Wert besitzt, falls AG = 0 ist.
Es gibt zwei extreme Arten von Zusténden:

%* Ideale Zusténde (,Reine Zustinde®)

> Mechanik: Z, ¥ fiir jedes Teilchen

> Elektrodynamik: E, B

Die Streuung AG von allen physikalischen Groflen in der klassischen Physik ist gleich Null. In der
Quantenmechanik gibt es jedoch keinen Zustand, in denen fiir alle Groflen AG = 0 gilt und einen
scharfen Wert besitzen. AG # 0 ist nicht unbedingt ein Fehler.

* Realer Zustand (,, Gemisch®, fehlerbehaftet)
AG > min

Betrachten wir folgendes Beispiel:
N Teilchen
Volumen V'

° <«— Zustand?

- o

Temperatur T'

Wir bringen zwei Systeme auf dieselbe Temperatur T'. Die Statistik wird als Hilfsmittel der Unkenntnis
der existierenden & und ¥ verwendet.

Energie
kT

W (p,x) ~ exp (—

2.3 Kurzer Abri8} iiber klassische Mechanik (Blick auf Quantenme-
chanik)

Die Mechanik beschreibt Erscheinungen in der Natur, die sich als Bewegungen (individueller) Kérper zeigen.



KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER THEORETISCHEN PHYSIK

Es gibt einen (reinen) Zustand fiir jedes t, der durch Z und o festgelegt ist. Es handelt sich also um Gréfien
G = G(z,v,t). In der Dynamik lassen sich diese GréBen durch die Newtonschen Gleichungen berechnen:

FE
- _F
LT

2.3.1 Lagrange-Formulierung

Anstelle von Beschreibung des Systems durch m, F haben wir als Alternative die Lagrange-Funktion kennen-
gelernt:

L=L(z,v,t)

Meist lautet diese:

L= %02 —Ulx)

Die Bahnen (Dynamik) = = z(t), v = v(t) folgen aus §S = 0. Die Lagrange-Formulierung fithrt auf die
Newtonsche Bewegungsgleichung, wenn man keine Zwangsgrofie hat:

A Fmitp= 25 p 05 (U
al = p_av’ T Ox Oz

oL P 8[3( 8U>

Die Vorteile ergeben sich durch Verwendung von generalisierten Koordinaten, Zwangsbedingungen.

2.3.2 Hamilton-Formulierung

Das System wird durch H = pv — £ = H(p, z,t) charakterisiert. Ein Zustand wird durch p und = festgelegt; p
ist der kanonische (generalisierte) Impuls und = der kanonische (generalisierte) Ort. Die Bewegungsgleichung
ergibt sich aus:

dz(t)  OH(p,x,t) and dp(t) OH(p,x,t)

dt dp dt ox

Man kann sich nun fragen, wie sich die zeitliche Ableitung einer Grofle auf der Bahn verhélt:

_ 0G(p,z,t)
B ot

{H, G nennt man Poisson-Klammer. Diese definieren wir (nach Landau-Lifschitz) folgendermaflen:

G(t),2(0).) +{1,G)

dp Ox ox dp

a8y ="

10



2.4. KLASSISCHE WELLEN (FELDER, MIT BLICK AUF QUANTENMECHANIK)

Eine Erhaltungsgrofie nennt man eine Grofle, die sich ldngs der Bahn nicht dndert, also keine explizite
Zeitabhéngigkeit enthéalt:

@ 9G

VY

Eine Erhaltungsgrofle ist dadurch feststellbar, dafl die Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion H gleich
Null ist.

Fiir kanonische Variablen p, x gilt auflerdem:

Die Vorteile der Poisson-Klammern liegt darin, daf sich viele Relationen in der Quantenmechanik wiederfinden.
Sie ,,kupfert* viele Sachen von der klassischen Physik ab.

2.4 Klassische Wellen (Felder, mit Blick auf Quantenmechanik)

Ein Feld ist ein physikalisches System mit rdumlich verteilten Gréflen. Man unterscheidet:

-

# Mengenartige GroBen: Dichten und Stromdichte o(7, t), j(7,t)

> Massendichte
> Energiedichte

% Erhaltungsgrofien:
S 0 ,streng erhalten*
8@9 (T5 t) d = _ g
T TV
II(7,t) produktive Dichte
Der Energiesatz in der Elektrodynamik lautet:

1 1~ - .
9 (op2y Y pe b (LExB) = —jB
ot \ 2 210 o

- E ist die Mange an Arbeit, die mit bewegten Ladungen zusammenhéngt. Selbst wenn ein Magnetfeld
im Spiel ist, steht auf der rechten Seite der Gleichung kein B, da die Lorentzkraft ja keine Arbeit leistet.

2.4.1 Wellengleichung

Diese lautet fiir eine erregende (dufiere) Kraft f(7,¢):

1 6%V

C*QW—A‘I’(FJ) = f(r1)

U (7, t) beschreibt eine Komponente von E und B. Die Diffusionsgleichung hat beispielsweise auch Ahnlichkeit
mit der Wellengleichung, allerdings enthélt sie nur eine erste zeitliche Ableitung:

ov
= DAY

Auch die Schrodingergleichung fiir ein freies Teilchen ist eine Wellengleichung;:

ov h?
ih— = ——AU
ot 2m
Der Zustand der Wellengleichung ist durch Kenntnis von ¥(x,t) bei ¢t = to und %f’t) festgelegt. Dies
t=t

entspricht Ort und Geschwindigkeit aus der Mechanik. Wenn man die Gréflen kennt, die den Zustand festlegen,
kennt man somit alle Groflen des Systems. Die allgemeine Losung der Wellengleichung enthélt zwei freie

11



KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER THEORETISCHEN PHYSIK

Konstanten a, b, also zwei freie Funktionen f(z), g(x), die an jedem z verschieden sein konnen! Die allgemeinste
Losung in einer Dimension ist von folgender Form:

|U(a,t) = fla— ct) + g(x + cb) |

t>0
U(z,0)

N .

2.4.2 Wellenpakete

Fiir eine monochron (ebene) Welle erhalten wir folgende Beschreibung:

U(7,t) = exp(i (EF— wmﬁ))
N

Phase

Ebenen sind in diesem Falle Ort konstanter Phasen. Ein Wellenpaket erhilt man nun durch Superposition von
ebenen Wellen:

U(z,t) = /A(k) exp (i (kx — wgt)) g

+oo
Ak) = / W(z,t = 0) exp (—ikz) do

—0o0
Das Charakteristikum von Wellen ist, daf} sie durch eine Beziechung zwischen w und k, nédmlich der sogenannten
Dispersionsrelation, beschrieben werden:

w = w(k)
Fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum gilt beispielsweise:
w(k) = clk]

Wenn man Wellenphédnomene hat, welche durch eine lineare Gleichung beschrieben werden, bereitet sich das
Wellenpaket formstabil aus:

|[A(k)[*

»
k
Man unterscheidet nun:
% Gruppengeschwindigkeit:
dw(k
Vg = % (= c fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum)
A
V| .
t>0
>
x

12



2.4. KLASSISCHE WELLEN (FELDER, MIT BLICK AUF QUANTENMECHANIK)

% Phasengeschwindigkeit:

k
vp = # (= c fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum)

Bei elektromagnetischen Wellen in Materie haben wir folgenden Brechungsindex n(w):

Cuvak

Man unterscheidet aulerdem zwischen:

% Normale Dispersion:

Dies bedeutet, dal der Brechungsindex mit der Frequenz zunimmt.
n'(w) >0

% Anormale Dispersion:

Der Brechungsindex nimmt mit der Frequenz ab.

n'(w) <0

normal
anormal

Absorption normal

!
w

Des weiteren gilt die ,,Unschéarfe-Relation® fiir x und k:

Ax -0k >

[N

At - Aw >

| =

Die Zahlen auf der rechten Seite der Ungleichungen hingt von der Definition der A’s ab. Wir definieren das
Betragsquadrat als ,, Intensitéat*:

W(a) = ¥ ()
W (k) = |A(K)?

Auch hier kénnen wir die Erwartungswerte bilden:

@) = [1W@P ods

@) = [ 10 o

13



KAPITEL 2. GRUNDBEGRIFFE DER THEORETISCHEN PHYSIK

(A2)? = (a?) — (2)?
Die Folgende Relation nennt man Parsevalsche Gleichung:

/‘\I/(f)‘Qdf:l:/Vl(K”Q%

Wir wollen diese kurz beweisen:

b dk [ dk

/ |A(k)|22— :/2—/\11*(@ exp(+ikx) dx-/\Il(z’) exp(—ikz’) dz’
T T

Auflerdem gilt:

/ % exp(ik(x — 2')) = §(x — 2)

Womit wir dann erhalten:

TM@Wﬁ—/mv@wm

/\A(k)|2 - k% :/%k/\lf*(x) exp(ikz) daz/\I/(gc') exp(—ikz')dz’ =
2m 2
= /dz/da:’ [/kexp(ikx) - exp(—ika’) dk} U* (z)¥(z)
Fiir den Ausdruck in der Klammer gilt:
. . 12 . a . . /
/kexp(lkm) -exp(—ikz") dk = o {/ exp(ikx) - exp(—ikx )dk}
x

Somit erhalten wir wieder die d-Funktion:

/\I/*(x)dx/iagql(x')dx’~6(x—w’) = /\Il*(m)(—l)%\ll(a:)dx

T

Man erhélt den Impuls, indem man die Wellenfunktion fouriertransformiert. Nach de Broglie gilt:

p = hk
(@zh/A%W~%§:/WW@(4£)WWNx

Folgenden Ausdruck bezeichnet man nun als Impulsoperator:

0
Y
! ox

2.4.3 Beweis der Unschirfe-Relation (Pauli)

Wir werden nun einen Beweis kennenlernen, der etwas undurchsichtig sein mag. Wir notieren uns hierzu als
allererstes eine Relation, die auf jeden Fall gilt, da der Betrag einer komplexen Funktion immer positiv ist:

D@»:‘ﬂg%Pwug+8§f)

>0

Dies ist nichts anderes als die Schwarzsche Ungleichung fiir Vektoren. Durch Quadrieren und integrieren folgt:

2 * *
9 B x N ov* 0w x ov Ny B
/D () dx—/ {4(A$)4\II v Oxr Ox + 2(Azx)? v Oz v Ox dr=
1

1 - oU* OV / a .
= - T~ ° ~ >
4(Az)4/x [P]% da + . dx+2(A:1:)2 x 8:1:(\1} U)| dz >0

14



2.4. KLASSISCHE WELLEN (FELDER, MIT BLICK AUF QUANTENMECHANIK)

O.B.d.A. gilt:
(x) =0, sonst x — x — (x)
(k) =0, sonst k — k — (k)
Damit gilt also nach der Fouriertransformation:
U(z) — ¥(x)exp(ikz)
% Erster Term:
Mit (x) = 0 resultiert dann:

/1:2\\142 dz = (Ax)?

* Zweiter Term:

) N WAk,
b or ‘%%—/AW’“ o = (BF)

#* Dritter Term

Mit dem letzten Term fithren wir eine partielle Integration durch:
9 * *\y1 X 2
x- %(\II V)| de=a[T¥]> _ — [1-|¥*de=-1

Dadurch, dafi die Wellenfunktionen im Unendlichen verschwinden miissen und daf} diese aulerdem nor-
miert sind, folgt dieses Resultat.

Damit erhalten wir also, um den letzten Term nochmals zu rezitieren:

1 9119 ov* 90U 1 / 0, .
- == = >
4(Aw)4/I [T d:L'Jr/ % D2 dx+2(Am)2 x 813(\1/ U)| dz >0

74@1@4 (Az)? + (AK)? —1- 72@1@2 >0

Wir multiplizieren mit (Ax)? durch und erhalten:
LN LN LI
4 2~

(Az)*(Ak)* >

RNy

Damit erhalten wir schlie3lich:

Ax Ak >

DN | =

15
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Kapitel 3

[ )
Wellenmechanik
| |
Wellenmechanik i Wellenoptik i
! |
! |
[ ‘k aJ
2w
U(7,t) = exp(ig) A=
p=k- -7 wt+.. _ E
YT
Geogle:il{sche » Klassische Mechanik
P Hamilton (1820)

¢ =S (Wirkung)

3.1 Schriédinger-Gleichung

LoV h? .
171& = [2mA + V(f’)} U(7, )

Fiir ein freies Teilchen in einer Dimension gilt V' = 0 und somit:

2 92
OV B O

ot 2m 02

Wir setzen als Ansatz die ebene Welle U = exp(i(kz — wt)) ein und erhalten:
h? 9

ih(—iw)¥ = ——(ik
(i) = — (i)

N

- 2m
Aufgrund der Nichtlinearitéit ,,zerflieft“ das Wellenpaket mit der Zeit:

A

2

Gruppen- und Phasengeschwindigkeit sind nicht gleich.
o = Ik _p
7 dk m m

17



KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Mit der Kenntnis der Gleichung und deren Losung ist die Quantenmechanik nur zu einem kleinen Teil abge-
deckt.

3.

2 Regeln der Wellenmechanik

% Erste Regel

U(x) sei eine komplexe Funktion, die folgendermafien normiert ist:

/|\I'(x)|2da: —1

¥ Zweite Regel

Einer physikalischen Gréfie (Observable) G wird ein lineare (hermitescher) Operator zugeordnet:

G G:U(z) — U(z) = GU(z)
In der Mathematik nennt man dies eine Abbildung.

Hierbei gelten die Ubersetzungsregeln:
r—IT=x

.0
p»—>p——1ha—:C

G — é = leass(iv ﬁ)

* Dritte Regel

Man erhélt den Wert einer Grofle G folgendermafien:
W(Z;G) = /\Il*(:c) (pr(x)) do = (V|G| = (xpaqf)

Mathematisch handelt es sich hier um das Skalarprodukt. Ein Operator ist nun immer so zu verstehen,
daf} dieser nach rechts wirkt.

¥ Vierte Regel

Dynamik: Es sei W(x) zur Zeit t =ty gegeben, dann gelte also ¥ +— ¥(z,t). Dann gilt:
1.) Schrodinger-Gleichung:

. 0Y(x,t) 4
h——"—= = HY(x,t
1 at (I, )
2.) Hamilton-Operator:
=2 2 52
7 P N 0
H= 2m + V(@) = 2m Jz? +Viw)

3.2.1 Physikalisch relevante Zustéinde

¥ Stationdre Zustande:

18



3.2. REGELN DER WELLENMECHANIK

Stationére Zustéinde sind Zustdnde der Ruhe! Alle physikalischen Gréfien haben zeitlich konstante Werte.
/\I/*(x,t)G(ﬁ,;%)\IJ(a:,t) dz

U(x,t) = exp (—iwt) - U(x)
Durch Einsetzen fillt die t-Abhéngigkeit heraus:

ih(—iw) ¥ (z) exp (—iwt) = {mf(x)} exp (—iwt)

Dann erhélt man schliellich:

N E
HY(z) = E¥Y(x) | mit w = +
Es handelt sich um ein Eigenwertproblem fiir die Energie. Man nennt diese auch im Fachjargon ,,Sta-
tiondre Schrodinger-Gleichung®. Es gibt mehrere Zusténde, die stationédres Verhalten zeigen. Diese be-
zeichnen wir dann mit dem Index n:

HU,(z) = E, U, ()

> Es gibt unendlich viele ¥, (z), E,

> Beliebige ¥(x) lassen sich linearkombinieren:

U(z) = Cply(z)

Was man in der Natur in Form von Spektrallinien findet, manifestiert sich in ,,Spriingen“zwischen solchen
stationéren Zusténden.

Quantisierung als Eigenwertproblem (Schrédinger)
Welches sind die Zustinde Z, in denen eine Grofie G einen scharfen Wert besitzt, d.h. AG =0 gilt?

(36) = (%) - (67 = (G- 1@)") = (v (6 - @) (¢~ @) )

GU(z) — @ U(z)=0

Dann erhélt man auch wieder ein Eigenwertproblem fiir den Operator G:

GV (z) = g¥(x)

Im allgemeinen gilt es davon immer unendlich viele:

GU,(2) = gn¥p(z)

Die U,,, ¥,,, z2u g, # gm sind ,,orthogonal“, also gilt:

/\Ilfn(a:)\lln(x) dz =0
Die Menge der Eigenfunktionen ¥, (z) ist vollstindig, d.h.
(o)
U(z) = Z Cr ¥ ()
Jede Funktion ist somit nach ¥, (z) entwickelbar (Eigenwerte einfach). Wie berechnet man nun die C),’s?

Man multipliziert dazu die Gleichung mit U,,:

/W’L‘P(x)dl’:zcn/‘Ifm(:c)tlfn(x)dx: Ot ongm

1 fir n=m

<\Iim|\11> =Cn
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

3.3 Freies Teilchen

Es gilt fiir den Hamilton-Operator und Impuls-Operator:

2

o . L 0

Hzi :—hi =
om 1P lax’x .

Fiir den Eigenzustand des Impulses erhalten wir:

po(x) = hko(x)
hk ist der Impuls-Eigenwert.

—ih% = hk¢(x)

¢ (@) = ko ()

Damit erhilt man:

’gbk(:z) :Akexp(ikx)‘fﬁr —o00 < k<00

Die Wellenfunktion ist leider nicht normierbar:

+oo o0
/|\P|2dx:|A\2/1dx:|A|2~oo:1

Den Ausweg findet man durch Einfithrung eines Normierungsvolumens V:

1
VV

Man fiihrt die Normierung auf é-Funktionen durch:

A=

(brlw = / 1) on () Ao = 8k — ') (,00°)
Dies ist erfiillt durch:

b (x) = V% exp (ika)

Man kann dieses Funktionssystem verwenden, um Wellenpakete aufzubauen:

o0

U(z) = /A(k:)gbk(x)dx

/|\II|2dx =1

Wie sehen die Eigenzustinde (stationdre Zusténde) zu H aus? Die Eigenzusténde von p sind auch Ei-
genzustinde von H mit der Energie Ey:

h%k?
E, =

2m

Wir 16sen das Problem direkt fiir den Hamilton-Operator H:

1 2o _ i
2m dx2  2m

¢(x)

Dann erhalten wir einen alten Bekannten, ndmlich die Gleichung fiir den Harmonischen Oszillator:

¢" () + k?¢(x) = 0
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3.4. TEILCHEN IM ,, KASTEN*

Bsin(kx)  mit
¢(x) =< Ccos(kz)  mit
Aexp (ikx)

k>0

k>0 wie gehabt!

Man erhélt die Zeitabhéngigkeit dann durch:

Bsin(kx) - exp (

By,
—i=hy
1”

¢(z,t) =< Ccos(kz) - exp <—iEh‘kt> mit w = %, hw = E
. Eit
Aexp <1kx — h)

3.4 Teilchen im ,,Kasten*

A
V(z) /

V=00
-~ Em——
»

(///// :

Es gilt fiir den Hamilton-Operator

N 2 0?2
= — f{i < <
H 51 B fir0<z<a

innerhalb des Kastens:

Fiir die Wellenfunktion gelte am Rand:

U(x)=0firz=0,a

Ein hermitescher Operator ist ein solcher, den man sowohl auf rechts als auch auf links anwenden kann:

/\p;(x) (G ()] ax = / [G‘\Ill(ac)]*\llg(x) dzV 0, (z)

Wenn U, = Us reell sind, so sind auch die Eigenwerte reell. Durch partielle Integration folgt:

i [ A2 a0 = ot (it - [ Civaon G

T

\I]*
J Ldz

X

Wenn die Wellenfunktion am Rande gleich Null ist, so fillt der Oberflichenterm heraus, womit folgt:

W (i) - [ (-ita(a) G

A L0V ]"
o dx/[lax} Uy (x)da
—_———

P¥1

Aufgrund der Randbedingungen kann es sich bei der Wellenfunktion nur um eine Sinusfunktion handeln:

U, () = Bsin(kx)
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

#* Linker Rand: =0

U, (z)=0

% Rechter Rand: z = a:
U, (a) = Bsin(ka) =0
Damit gilt also:
ka=m, 2w, ...

Die Wellenfunktion identisch gleich Null muf} hier ausgeschlossen werden, da sie keinem normierbaren
Zustand entspricht.

Somit erh#lt man nach einer Normierung fir n =1, 2, .. .:

E
Elok

Die Lokalisierungsenergie (Nullpunkt: E,,)

K22
E,x = —— > Energie in Coulombpotential
2ma?

22



3.4. TEILCHEN IM ,, KASTEN*

Fiir zwei geladene Teilchen haben wir folgendes Coulombpotential:

1 e?

dmeg T

Dies gewéhrleistet die Stabilitéit der Materie.
Die Wellenfunktionen zu verschiedenen Energien sind orthogonal:

/\Il;(x)‘l'm(x) de=0firm#n

Beweis-Idee:
Es gilt:

. . 1 . T
sin(mg) - sin(n€) = 3 [cos (m —n) & — cos (m +n) ] mit & = o

Durch Integration folgt dann obigen Orthogonalitit.

Erwartungswerte:

Mittels BRONSTEIN oder durch direkte Rechnung folgt dann:

(z) = /\I/;(x)x\l/n(x) de =3

) = [ v @i = (l 3 <”1”)2>

Dann folgt fiir die Streuung;:

« .y
0= [ i) (~ing ) wat)ae =0
Dies ist natiirlich so, weil der Impuls als physikalische Grofie reell sein muf!

?) = /\I’Z(w) (—ih;C)Q\Ifn(x) dr — B2 (n(zr)2

AuBerdem zeigen wir, daf} fiir dieses Beispiel die Unschérferelation gilt:

h |2 2 h
Ar-Ap=o\ 3~ 273
———
>1

3.4.1 Orts-Wahrscheinlichkeitsdichte

(x) = /\If*(ac) cx¥(z)dr = /WX(x) -z dr
Damit haben wir also:
[W(z) = |9()]?|

A W (z)
Wi(x)| n=2

>
T

Dies ist die ,, Aufenthaltswahrscheinlichkeit“ des Teilchens.

23



KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

3.4.2 Impuls-Wahrscheinlichkeitsdichte

<m=/W@m®=/vumwwm

Wie kann man jetzt W(p) berechnen? Allgemein gilt fiir kontinuierliche g:

@) = [Wig)-gdg
Fiir diskrete g gilt:

(@)= W(gn)-9n

Wir entwickeln ¥(z) = Z Cripn(z):

G@n(aj) = gnn(x), /(p:n(pn dz = 6pmn

(@) =310 g2

n

Man erhélt somit die Wahrscheinlichkeitsdichte, einen bestimmten Eigenwert C,, zu finden:

2

wwgn)=|caF::]]/¢;Ax>W<x>dx

Somit gilt fiir die Eigenfunktionen des Impulses:

por(z) = hkpy(x)

Wir normieren die Impulswellenfunktionen auf d-Funktionen:

exp(ikx)

1
@k(x) = \/ﬂ

k ist hierbei die Impulsquantenzahl, fiir die —co < k < oo gilt (Impuls: hk).

/wﬂ@w&@dx:&kfﬁ)

d-Funktionen sind nichts weiteres als die Verallgemeinerung des Kronecker-Deltas. Wir entwickeln unsere Wel-
lenfunktion nach ebenen Wellen:

C o (k) = / i (2)U(x) do
Dies ist also die Fouriertransformierte der Wellenfunktion. Fiir die Impulswahrscheinlichkeit erh&lt man:
W(p) = |C(k)|* mit p = hk

A
Wi(p)
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3.4. TEILCHEN IM ,, KASTEN*

3.4.3 Uberlagerung zweier stationiirer Zustinde

U(z) = N (Vi(x) + Va(z))

Diese Wellenfunktion ist keine Lisung der stationdren Schrodingergleichung:
HY = EV

Es gilt ndmlich Fy # E5!

U t) = N <\Il1(x) exp (—i%t) Wy (z) exp (—i%t))

Per Konstruktion ist dies eine Losung der zeitabhéngigen Schrodingergleichung. Man muf3 die Funktion noch
normieren:

/|\I/(a:,t)|2dx 1
Daraus folgt N = %, da Uy 5 normiert und orthogonal sind. W (x,t) = |¥(x,t)|? #ndert sich zeitlich.

0, )2 = % [|\Ifl(x)|2 W (@)? + Uy (2) W () [exp (iEQ;Elt) + exp <_1EQ;E%)” ~ . cos <EQ;E%>

Die Frequenz des oszillierenden ,, Wellenpakets“ist:

E; — Fy

w=——-"

h
Wir grof ist die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Wert der Energie bei einer Messung zu finden?
A

U(z,t=0)

U
>
a

W(E,) = |Cn‘2

U(z) = Z Crnn(z)

Man muf} eine Wellenfunktion nach den Eigenfunktionen entwickeln, nach deren Wahrscheinlichkeit man fragt.
Unsere Wellenfunktion ist schon in Eigenfunktionen zerlegt. Deshalb lesen wir direkt ab:
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

A
W(E,)
1 —_
> 1 1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
I I * >
FEy \ FEy FEs F
(H)
Erwartungswert

Die Verteilung ist zeitlich konstant, obwohl W(x,) gilt. Aus dem Energieerhaltungssatz folgt, daf <H’ ), AH,
.. zeitlich konstant sind. Allgemein gilt fiir G:

+oo ~
d Cd [ _ [ [[2¥]" ¢ LG G g
d<waMGm@ﬂW@J»—dt/W(%WMMWW@JMx—/<{&]GW+W6%W+WGm>dx

— 00

Aufgrund der hermiteschen Eigenschaften haben wir:

i ~

i<@@¢ﬂ@@ﬁ¢ﬂ@@¢»:i/<h[ﬁwrﬂﬁw+AWi$W+ﬁ“G(—;)ﬁW>dx:

:/W@ﬁ

Wir nennen HG — GH den Kommutator [ﬁ , G’] . Analog zur klassischen Physik gilt dann mittels der Poisson-
Klammern:

0C | HlgGoaal

o T Y(z,t)dx

déiaé i{A,G}faéJr{H,G}

a ot h ~ ot
Wir haben folgende kanonische Variable:
P} =1 [p,d] = —ih

Dann gilt nach der Produktregel:

o) — o (-in) 22— inga)

0
. _ a9
.21 (2) = ~ih - |
Der Hamilton-Operator H hingt nicht (explizit) von der Zeit ¢ ab.
[H,H] =0

Das heifit, daB H erhalten ist.

3.4.4 Ortseigenzustinde

£ sei der Eigenwert zum Ortsoperator .
iWe(x) = EWe(x)
Ve(z) = 0(z — )

Diese Funktionen ¥ sind auch auf §-Funktionen normierbar.

/mg@w“@dxzéﬁfﬁ)
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3.5. LINEARER HARMONISCHER OSZILLATOR

3.5 Linearer harmonischer Oszillator
Wir betrachten stationire Zustiande:

HU(z) = BV(x)

Fiir die Energie-Eigenwerte ergibt sich dann:
1Y ..
FE, =hw n—|—§ firn=0,1,2,...

Fiir die Wellenfunktionen erhalten wir:

A ist die charakteristische Linge des Oszillators. H,(£) sind die sogenannten Hermite-Polynome, die definiert
sind durch:

n

H,(6) = (<1)" exp (+6) 5

exp (752)
Hier folgen einige Beispiele:

Hn(€) =1, Hi(§) =26, Hy(§) = 4¢% -2
A

-+ B V(x)

Wir betrachten folgendes Eigenwertproblem:

—h—2\If”(x) + 1771@)2332\11(56) _1 2BV (x)
2m 2 2

Fiir die Randwerte mufl U(4o00) = 0 gelten, also somit:

+oo

/ 0(2)[2 dz # 1

Wir gehen nun der Ubersichtlichkeit halber zu dimensionslosen Gréfien iiber:
2F

E=hw- & T €
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

x =& - A mit A\ als geeignete Lénge
V() = f(&)
Also erhalten wir:

h? 1

I muw? 1
—%ﬁf &)+ T)\2§2f(f) = §hws

m hw A2
———
! =1
=1

2 mw2 2
(B ) 1O+ e =)
—_——

Damit folgt die dimensionslose Gleichung;:

F(€) = (€ —¢) f(&) |mit f(+o0) =0

Welche € sind zuléssig? Wir vermuten, dafl € > 0 ist. Die Eigenwerte sind immer grofler als der kleinste Wert
des Potentials.

2
p
(2)>0

f(&)

e zu klein

Eigenwert ¢!

Jetzt weifl man, wir die Losung graphisch auszusehen hat. Wir versuchen nun die Asymptotik fiir £ — +oo
herauszufinden:

F(&) = €2 f(¢) fiir £ > ¢

Néherungsweise gilt also:
L.
f(§) = exp i§§
Wir berechnen wir Ableitungen:
, 1, 1
= —_— N —_— 2
7'(&) = exp ( 56 ) (=52

F"(€) = exp <—;§2) (=€) +exp <—;§2) (=1) > exp <—;§2> 24

Asymptotisch stimmt dies also. Wir machen deshalb den Ansatz:

1O = e (~3€) - 1O

Die Differentialgleichung fiir H (&) lautet also, wie man durch Einsetzen von f(&) verifiziert:

|H"() = 26H() + (= — 1) H(¢) = 0]
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3.5. LINEARER HARMONISCHER OSZILLATOR

Durch Zufall haben wir sogar eine Losung gefunden. exp (7%52) ist Losung des Eigenwertproblems zu € = 1.
Die erhaltene Differentialgleichung sieht nun aber komplizierter aus als die urspriingliche! Zur Lésung machen
wir einen Potenzreihenansatz:

H(g):Zanfn:a0+alf+02§2+...

n=0

Durch Einsetzen und Koeflizientenvergleich erhélt man folgende Rekursionsformel:

o (2k+1)—¢
)

Durch den Potenzreihenansatz zerfillt die Losung in zwei unabhéngige Teilreihen.

* Gerade Funktionen:

ag— Qg — aq — ...

%* Ungerade Funktionen:

ay—azt— as — ...

Dies ist sinnvoll, weil das Fundamentalsystem aus zwei linear unabhéngigen Losungen bestehen muf. Es handelt
sich um eine zweigliedrige Rekursionsformel. Fiir k — oo gilt:
A2kt 2k 2

Ak kZ k
Die geraden Losungen schreiben wir in folgender Form:
bo—|—b1§2+b2£4+...
ap — by firl =2k und 1 =0,1,2,...

Damit gilt:
b 3 _ 1
b 20 1

&= b (¢
=0

Welche Reihe verhilt sich so? Es handelt sich um die Reihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion:

Es gilt ndmlich:

! 1 1
——=——~-firl>1, dh. H() ~ 2
GrDl Jr1 70 (&) = exp (+€7)
Wir nehmen nun an, ¢ sei eine ungerade Zahl, also gelte € = 2n + 1 mit n = 0, 1, 2, .... Genau dann bricht

namlich unsere Rekursion ab! Wir erhalten somit die Hermite-Polynome. Was jetzt noch zu zeigen wére, ist
die Orthogonalitit der Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerte, das heifit m # n. Wir schreiben hierzu
die Differentialgleichung fiir die Wellenfunktion hin fiir die Eigenwerte n und m:

Fn(€) = (€2 —em) fm(€)

F1(©) = (& —en) fa(8)
Durch Subtrahieren beider Gleichungen folgt:

fnfrlrlz - fmfylLl = (5n - Sm) fnfm
Dies konnen wir umschreiben zu:

d

dif (fnfyln - fnfrln) = (5n - 5m) fnfm
Durch Integration folgt nun:

+oo

/ % Fuf = Fufi] A€ = [fuf — Fafi] T = 0L (en — em) / S d€ fiir m # 1

— 00
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Probleme:

# Problem 1:

Wir betrachten den stationdren Zustand eines harmonischen Oszillators:
Wir haben die stationére Schrodingergleichung:

0¥ (z,t)

ih g

= HY(z,t)

Daraus ergibt sich dann:
E
U(x,t) =exp (—iht> U(x)

W(x) = |¥(2,6)* = [¥()]”

Uberlagerungen von stationiren Zustéinden sind im allgemeinen nicht stationiir. Wir fithren das Beispiel
auf dem Ubungsblatt an:

N-H (U +Uy) = NE\U, + NEU, # E¥

% Problem 2:
Es gilt folgende Beziehung:

p = hk

Wir ersetzen die Wellenfunktion durch ihre Fouriertransformierte. Wir zerlegen also in die Impulseigen-
funktionen:

(z) p) exp (—ikx) dk
- / )

Wir berechnen den Erwartungswert:

+oo
1 ) “ X
0= [ o /d” el /d’“’{p ey =
L 217T AkU* () hk T ()

Wir raten den Ansatz p = a% und vergleichen:

)= G /Oodk / da T () exp (ik'z) - a(,% 7>Odkexp(1k;x) B(z) =

2 7 dk / dk’ - o /Ooda:exp (i[k — k] 2) U* (k') - aik - V(k) =

1
277

—0o0

dk\If*(k) -aik - U(k)

Daraus ergibt sich dann durch Vergleich mit oben:

h 0
a=—-und p=—+—
i

10x
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3.5. LINEARER HARMONISCHER OSZILLATOR

% Problem 3:
Wir betrachten folgende Integrale:

“+o00 “+o00 0

/ T exp (—a:ﬁ) = / T exp (—am2) dx + / T exp (—an) dr =
—00 0 —o0
~+o0 —o00
= / T exp (—owc2) dx + / Y eXp (—ayQ) dy=0
0 0
+o0

/ z2 exp (—ax2) de = 2£3

— 00

Wenn ich den Erwartungswert einer Observablen ausrechnen mdochte, mache ich dies durch:
(WGl = [0 OGUE dr = 3 W (1.C)g,

Die Wahrscheinlichkeit hdngt natiirlich sowohl von der Observablen als auch vom Zustand ab, in dem ich mich
befinde.

Wo(U,G) = K -0, |¥)?

Die Ortswahrscheinlichkeit ist gegeben durch das Betragsquadrat der Wellenfunktion im Ortsraum:

[W(z) = |9()]?]

Fiir die Impulswahrscheinlichkeit folgt:

W(p) = [(®,|W)|? /dx exp (ikx) U(x)

Damit W als Wahrscheinlichkeitsdichte aufgefait werden kann, muf} gelten:
Sw =1

Die Gesamtwahrscheinlichkeit muf3 also gleich Eins sein. Fiir die Ableitung der Gesamtwahrscheinlichkeit muf3
verschwinden:

d
G 2 Wa =0
n
Wenn dies nicht so ist, passiert irgendetwas von aulen mit dem System. Wenn wir ein kontinuierliches Spektrum

haben, so folgt:

d

I U* (7 )W (7, t) d3r

Dies kann man nun umschreiben, indem man die Ableitung vor der Integration ausfiihrt:

/ &3 [\If A GLBNL LGRS

ot ot
Dazu betrachten wir die Schrodingergleichung:

ov N
in’ — o
ot
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Fiir die komplex konjugierte Wellenfunktion U* gilt auch:

. OU*

R = HU*
ot

Der Hamilton-Operator H ist hermitesch. Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit ¥* und der zweiten
mit ¥ und anschliefender Addition erhalten wir:

LU Ut 1 R
(qfaterI/at)_m(@H\I/ UHT) (%)

Durch Einsetzen haben wir dann:

%W(az) = /d% (VHU* — U*HW) = (U|H|¥) — (U|H|T)* =0

Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist somit zeitunabhingig.
Der lokale Erhaltungssatz (wie in der Elektrodynamik fiir Q}) erhalten wir durch:

) B2
H=—-—N
2m +V()

Daraus folgt:

0

"
Y

* * hz h2 *
() =0 |— A+ V|V —-T | ——A+V | T
2m 2m

d — _ h * *

Es gilt nun folgende Operator-Identitét:

U*AY — AT = div (U*grad ¥ — Pgrad ¥*)

d . s oS h = =
- — - _ N\ad
tW (7,t) + div j (7, ¢) = 0 mit j(7,¢) : (\I/ VI — IV )

Es handelt sich hier um die Kontinuitétsgleichung.

3.5.1 Einschub: Paritéit und Parititsoperator

Wir betrachten den Paritdtsoperator ]5, der die Inversion am Ursprung benutzt.

PU(F) = W(—7) |
PU(F) = PU(F)
PPU() = U(F)

P=41
Man unterscheidet also:

% Ungerade Paritét
PUL(7) = — 0, (7)

% Gerade Paritét
PO, () = 4+, (7)

Satz:

Aus [A,B] =0 folgt eine Erhaltungsgréfie (gemeinsame Eigenzustéinde). Nicht alle Eigenzustinde von A sind
Eigenzustinde von B.
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3.6. EIN EINDIMENSIONALES STREUPROBLEM

Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator

Der Hamilton-Operator ergibt sich durch:

2
H:T+VmitT~aa—:V~x2

72

.92 92 .

92 = o2t
Daraus ergibt sich:
[P, T] =0
Pa? = 2%P
Also gilt:
[P, V]=0

[P,H| =[P, T] + [P, V] =0

3.5.2 Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Wir betrachten als Beispiel zwei ebene Wellen:
U(z) = Aexp (ikz) + Bexp (—ikx)

Daraus ergibt sich dann fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte mit p = hk und £ = v:

jlx) = pow (A* exp (—ikz) + B* exp (ikx)) ik (A exp (ikz) — Bexp (—ikx)) —
2imi (Aexp (ikz) + Bexp (—ikz)) ik (—A* exp (—ikz) + B* exp (+ikz)) =

hk : ,
= — ([P = [BI?) = jr(2) + je(x) = v|A]” — 0| B[

Wir betrachten ein Wellenpaket (Blatt 2, Aufgabe 3)
A

monochromatisches ,, Teilchen*
b(k) ~a

)
y
=
!
8

Ein Teilchenstrahl 1483t sich sinnvoll durch ebene Welle beschreiben.

3.6 Ein eindimensionales Streuproblem

A
V(z)

Jein

Jtr

A

] ref

»

Der Einfachheit halber betrachten wir als Potential eine -Funktion. Die Barriere nimmt keine Energie auf.
Die Streuung ist somit elastisch. Wir kénnen dies durch stationére Zustédnde beschreiben. Die stationére
Schrédinger-Gleichung dazu lautet:

h2

— 5 V() + Vo (2)¥(2) = EV(z)
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Wir machen zuvor einen Einschub iiber die Analytizitéit der Losung der Schrédinger-Gleichung. Dazu schreiben
wir diese um. Wir trennen die Anteile, in denen die Ableitung von ¥ und ¥ selbst vorkommt:

h2
) = (B V) )
Wir betrachten hierbei folgende Fille:
a.) V(x) muf} stetig differenzierbar sein.
Daraus ergibt sich dann, dafl ¥(z) und natiirlich aus ¥’ (x) stetig differenzierbar ist.
b.) V(z) hat einen Sprung.
U(x) muf hierbei differenzierbar sein. ¥/(z) muf stetig sein und einen Knick haben.
c.) V(z) ~d(x)

Dieser Fall fiihrt auf die inhomogene Schrédingergleichung.

€ € €
. o, . .
Elg% - / %\Il (z)dx = ngmO EV(xz)dx — 81'111(1) Vo (2)d(z) dz
—€ —€ —€
Damit erhalten wir:
. h2 ’ 12 .
lim 2 (W(e) — W(~<)) = lim cEU(0) ~ VoW(0)
U(x) muB somit stetig sein und ¥’(z) einen Sprung haben.
Wir erhalten als allgemeine Losungen:

a.) Fall @: 2 <0

h2k>2
U(z) = Aexp (ikx) + Bexp (—ikz) mit E = 5
m
b.) Fall @: z > 0
K2 k2
U(z) = Cexp (ikz) + Dexp (—ikz) mit E = 5
m

U(x) ist stetig in « = 0. Damit folgt also:
A+B=C+D

U’(z) hat an der Stelle 0 einen Sprung, womit gilt:

ik(C — D) — ik(A— B) = QELSVO(A +B)

Wir betrachten den Grenzfall D = 0 mit den freien Parametern k, V), A. Dann ergibt sich

BV, C ik
ARk vt A iRk

T =

Wir erhalten folgenden Transmissionskoeffizienten:

_ jtr _ |C1|2 o Ek

T AP T pq ¥

T

AuBlerdem gilt fiir den Reflexionskoeffizienten:

2
CBP . myk

_IBE_ 2
AP " gy

R=|r|?
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3.7. VIRTUELLE ENERGIENIVEAUS BZW. QUASI-GEBUNDENE ZUSTANDE

Infolge der Teilchenerhaltung resultiert die Beziechung T'=1 — R.

1

I >
mV§ By
2h?

Einschub: Endliche Potentialbarriere

A

b.)

Vo

Die Schrodinger-Gleichung lautet:

h2 y ,_/L
o V(@) = (B =10) W)

a.) Aus Vy = 0 ergibt sich F' > 0.
b.) Mit Vp > E haben wir F' < 0.

Die Losung mufl von der Form exp (+kx) sein.

Quantendots:

Vb \%:]

Vb

3.7 Virtuelle Energieniveaus bzw. quasi-gebundene Zustinde

Fiir x > a folgt daraus eine Wellenfunktion, die man beschreiben kann durch:

U(z) =sin(kz +§) = —% exp (19) - exp (ikz) + %exp (—id) - exp (—ikx)
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Fiir 0 < x < a folgt:

h2k?
U(z) = Asin(kz) mit By, = S
Wir fordern die Stetigkeit von ¥(x):
Asin(ka) = sin(ka + 0)

Die Ableitung besitzt einen Sprung:
, 1 O
U'(a) = _ik [cos(ka + 0) + Acos(ka)] + gA sin(ka) =0

Nach langer Rechnung folgt:

1
A =
\/1 + 2L sin(2ka) + 4% sin?(ka)
Q  1-cos?
tan6 - — . QCO—b(kCL)
ak 1+ -4 sin(2ka)

Fiir nahezu undurchdringliche Wille ist % > 1. Ist ka nicht in der Ndhe von nm (n =0, 1, 2, ...), so ergibt
sich A ~ 0.

3.8 Drehimpulseigenzustéinde

Wir betrachten den Drehimpuls-Operator J = (.J,, Jy, J.) mit [, J,] = ihJ. (und zyklisch). Da [J2,J.] =0
ist, existiert ein gemeinsames System von Eigenfunktionen |\, m) mit:

J2nm) = KA\, m), T\ m) = hn|A,m) mit A= j(j+1);j =0, =, 1,

|

,2,...undm=—j, —j+1,...,J

N | =

Beweis in fiinf Schritten:

1.) Leiteroperator:
Ji = Jp +iJ, mit [J2, J1] =0, [J., J1] = +hJy
A N\T A
(1) -

2.) Es gilt A > m?!

Die Voraussetzung dazu ist:
S 22 g9 sg  Lfas 55
P e B (J+J_ + JZJ+)
Daraus ergibt sich dann:
S o Loy 15 Loy 15
(A, m|J* — JZ|A,m) = 5()\,m|J+JZ|)\,m> + §</\,m\J_J+|/\,m>
Das heif}t also:

A =m? > (ulp) + (vv) > 0

3.) Ji|Am) ist Eigenzustand zu .J. (mit dem Eigenwert m = +1) un zu J? mit dem Eigenwert A.
Ju (jz|/\,m>) = hm (ji|)\,m>)

J. (ji|)\,m>) i (ji|)\,m>) = hm (ji|)\,m>)
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3.8. DREHIMPULSEIGENZUSTANDE

Es folgt somit:

Lﬂ@gxm»:mmin(ﬂum@

Da [j?, J+] = 0 gilt, kénnen wir J% und J. vertauschen:
LECﬂ&m»:jﬁwﬂxm»:hAUﬂMm»

4.) Nach Punkt 2 ist m? < \; es muf also (zu festem A, das wir aber noch nicht kennen) einen gréfiten
m-Wert geben, fiir den die ,,m-Leiter® nach oben abbricht. Fiir mu,., = j ist J|A, j) = 0, womit sich
ergibt:

T T gy = (P2 = 72 = h) g =0
—_—

A—j2—5=0

Analog existiert ein kleinster m-Wert j; die Leiter bricht nach unten ab fiir J_|X, j) = 0, womit A — j/2
j' =0 folgt. Beide Forderungen sind nur moglich, wenn A = j(j + 1) = j/(j' — 1) ist, das heifit ;' = —j.
(j' = 7 + 1 scheidet aus, da My > Mpypq, Wire.

5.) Welche j-Werte sind moglich?
Ausgehend vom kleinsten m-Wert (= —j) erreichen wir durch N-fache Anwendung von J, den gréBtem
m-Wert (= j).
JiA, —j) = const. |\, —j +1) ... jiv\)\, —j) = const.|A, —j + N)

Es muf} also —j + N = j gelten; es ist nun N = 2j, woraus sich die Werte j = 0, %, , g’, 2, ... ergeben.

Unterscheide nun folgende Fille:
a) ]:07 17 2a (mzijv 7]+1a 7])

Hierbei handelt es sich um 2j+1 Werte. Darunter féllt auch der Bahndrehimpuls L =ix ]3; eines Tei_’lchens7
aber auch die Eigendrehimpulse (=Spin) von Bosonen (und deren Gesamtdrehimpulse J = L + S).

135
— 2 a=—d, =41, .
5 5 3 (j g, —J+ J)

Auch hier liegen 2j + 1 Werte vor. Es gibt jedoch dazu kein klassisches Analogon Hierunter fallen die
Eigendrehimpulse S von Fermionen (und deren Gesamtdrehimpulse J = L+8 )

b.) j=

Zusammenfassung: (Anderung der Notation beziiglich A und m)

1

P2g, =) = B30+ D)lj ge) mit j =0, 2,1, ...

S\, J2) = hj=lg, g=) mit j. = —j, —j+1,..., ]

Fiir festes j 1Bt sich |7, 7.) als (25 +1) x (2j 4+ 1)-Matrix darstellen, beispielsweise fiir [ = j = 1 als 3 x 3-Matrix:

5 (010 s (0 =i 0 10 0
Lo=-—|10 1|, ,=— i 0 —i],c.=nl0 0 0
V2o 1 0 V2 o i o 00 -1

Allgemein gilt:

Jiljoge) = m/5(G +1) = 520G £ 1)), g £ 1)
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Beispiele:

* Starre Hantel oder Keil

N 1 N N
H:—(L§+L§)

20
A
z
®
R
»
x
®
Yy M (Punktmasse)
% Isotroper Rotator
2 1 2 2 2
= (Lx+Ly+Lz)
Radius R

Fiir den Drehimpulsoperator gilt:

2 JaN jaN — h" A~ N N A~ ~ ~
L=7xp=rx TV=(ypz—zpy,zpw—mpz,ypm—wpy)

Der Operator ist hermitesch:

~ A\ X

i = (1)

Fiir die Kommutatoren gilt:

(Lo L] = —inL.

Man nennt folgende Groflen vertauschbare Integrale der Bewegung:
{i;?, Lz} -0

Es handelt sich um simultane Eigenzustdnde. Wir haben folgende Eigenwertprobleme:

L2W(0, ) = B2l + 1)U (9, @)

L2U(9, ) = h-m¥ (9, )
1=0,1,2,...undm=-I, (=l+1),...,0,1,...,1

Bei m handelt es sich um 2] + 1 Werte. Die Eigenfunktionen des Problems sind die sogenannten Kugelflichen-
funktionen U, ,,, (9, ) = Y1 (9, ¢). Aus Symmetriegriinden betrachten wir das ganze in Kugelkoordinaten (z,
y, 2 =1, 9, p)

sin ¥ cos ¢
¥ =€, mit €, = | sinvsinp
cos v
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3.8. DREHIMPULSEIGENZUSTANDE

=
AN

Y

Fiir den Gradienten in Kugelkoordinaten gilt:

ov 1 ov ov

VU = b By + T
619 o9 rsinﬂew Op e or
cos v cos —sing
€9 = | cosUsing | und €, = | cosy
—sind 0

Weiterhin gilt €, x €y = €,,. Dies fithrt dann aus I:%%Z:

R h 0 0 h . 0 0
Lx—( 833_Z<9y> i(—sm( )aﬁ+cos<pcos198<p)

A h 0 0 h 0 . 0
y = 1( e —:1082) =7 (cosgoa Slngpcotﬁa@>
AN

i \Uoy ox io

Des weiteren gilt:

L2V =L, (L,V) =

2y ov 9\ OV
= —h? [sin2 ¥l + cos? ¢ cos 196—19 + (2 sin ¢ cos ¢ cos ¥ — cos @S(::I)lsﬁ) m—
i v
(Sms;ig(:;@ + sin p cos @ cot 19) ggp]

. : 0 13
Ly =L,+iL, = exp(—ip) {iaﬁ + 100“9&0}

Es sei folgender Hinweis gegeben:

1
L2+ L2 = 5 (Lel+ L Ly)

1 0 0 0
2 2\ 3 _ _p2 ; 2
(Lx+Ly)h7 I} Linﬁ@ﬁ(smﬁ >+cot19 (p]\lf

1 9 ) 1 02
2 2 2\ _ 32 7 : . _
eiyer) =t [ 2 (smo )+ o T

Fiir die Eigenzusténde zu L, gilt:
E/Z‘QZ(W) =hmV.(p)

Daraus erhalten wir dann das Resultat:

W (g) = (o)
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Wir verwenden folgenden Ansatz:

1

V2r

Daraus erhalten wir:

U(z) =

exp (imp) mit m =0, £1, £2, ...

\hm:o,ﬂ,ﬂ,...\

Der Drehimpuls in z-Richtung L, ist als quantisiert (L,-Drehimpulsquantisierung). Wir berechnen aulerdem

die Eigenzusténde zu L2. Da [L?, L] = 0 gilt, existiert ein gemeinsames System von Eigenfunktionen. Wir
wollen dies beweisen:

AV =a¥ ) B o ) )
[A, B]U = ABY — BAY = AUb — Bya
BU = bV
[A, B] = 0 ist die notwendige Bedingung fiir die Evidenz eines Systems gemeinsamer Eigenfunktionen. Wir

notieren uns die Eigenwertgleichung:
L2U(9, ) = WPAV(9, )
A sei Eigenwert von %: Wir machen einen Separationsansatz:

V(d, ) = F(9) exp (imep)

Fiir die Schrodinger-Gleichung des isotropen Rotators gilt:

HV =FEU
| s, WX\ =20FE
%L v =FV
L2W(0, o) = LPEF(9) exp (imy) = —h2 exp (ime) Lg <sin196> F(9) — hQF(ﬁ)%i = exp (imyp)
sin o 09 09 sin? ¢ Op?

Daraus ergibt sich dann:

24 7 . 32 : 1 2 ; g 7 _ j2 _— (—
R°AF () exp (imyp) = —h” exp (imyp) 059 sin F(¥) — h“F(9)

Damit erhalten wir folgende Differentialgleichung fiir £ (9):
1 0 9\ - m? . .
———— (sind— | F(¥) + ——F () = \F (¢
Sind 99 (Sm &9) )+ Gazgf ) = AF0)
Wir machen die Substitution ¢ = cos ¥ mit —1 < & < 1. Damit geht F'(¥) iiber in F(&).

0 0
sin? 9 =1 — €2, sing = /1 — €2, 55 = —smﬂa—g
Der Kosinus ist auflerdem sinnvoll, da es sich um eine monotone Funktion fiir 0 < 19 < w handelt. Wir erhalten
eine Differentialgleichung fiir F'(£):

d
d¢

OF(¢)

(1-¢€%) [(1 - &) ag} +[A(1-€)-m’|F() =0

Fiir den Spezialfall m = 0 erhalten wir die Legendresche Differentialgleichung:

d [ 2y WFE _
dg[(l &%) i }—F)\F(f)—o
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3.8. DREHIMPULSEIGENZUSTANDE

Bei £ = 41 darf F(£) nicht singulér sein. Wir machen den Reihenansatz, wobei wir dann erhalten, daf} die

Losung nur fir A=n(n+1),n =0, 1, 2, ... existiert.

F(f):Zak5k2@0+a1f+a2§2+...
k=0

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich:

d > b
& [(1 - &) ;akg !

Dann erhalt man weiter:

+ )\Zakgk =0
k=0

> ar(k — DEE 2 = [ark(k + 1)¢F + Aargt] =0
k=2 k=0

Wir machen also einen Koeffizientenvergleich:

oo

> lanya(k + 1)(k +2) — agk(k + 1) + Aax] € =0
k=0

Daraus folgt die Rekursionsbeziehung:

arpo  k(k+1)— A

ar (bt 1)(k+2)

Asymptotisch fiir k — oo erhalten wir:

Ak+42 _ k
ak k+2

Wir fithren einen Vergleich mit der Taylorreihe von f(&) durch:

£(6) = n (1_*2)

Daraus folgt:

1+¢
rute) < (1)

Physikalisch gilt fiir die gesuchte Wellenfunktion U:

\IINFNF;/ 1W(0, )2 dQ =1

Dies fiihrt zu einem Widerspruch, da fiir die asymptotische Losung gilt:

-1

[ ke~

1

Infolgedessen mufl die Reihe abbrechen, damit wir physikalisch sinnvolle Losungen erhalten. Dies ist nun dann
der Fall, wenn der Zéhler des Bruches in der Rekursionsformel gleich Null ist, womit sich ergibt;

Die Losungen der Gleichung sind die sogenannten Legendreschen Polynome. Wir notieren uns einige dieser

A =1(+1)
Polynome:
Po(€) =1

Pi§) =¢

PO =3¢ -
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Allgemein kann man folgende Beziehung zur direkten Berechnung der Polynome herleiten:

1 d

=amag (€

P(§)

AuBerdem gilt P,(1) = 1, was eine interessante Eigenschaft ist. Fiir m # 0 befindet sich in der Differential-
gleichung ein m?; das Vorzeichen spielt also keine Rolle mehr. Macht man nun einen Reihenansatz, so erhilt
man eine dreigliedrige Rekursionsformel. Hier ist es dann hoffnungslos, eine Losung zu erhalten, da die Reihe
nicht abbricht. Es handelt sich dann nachweislich um kein Polynom. Eine geschlossene Form ist des weiteren
ist angebbar. ©(9) ist eine Funktion von cos und sin ¥ = v/1 — cos? 9.

O(¥) = [sin¥]™! - Funktion(cos 9)

P& =VT-2" P& = Fe) = (1-€)* P
Man erhilt dann folgende Differentialgleichung fiir P(£):

(1-¢€%) P"(&) =26 (1 = [m]) P'(€) + [A = |m] (|m]| + 1)] P(£) = 0

Wir machen einen Reihenansatz und stellen die Forderung nach nicht singuléirem Verhalten. P(£) ist dann ein
Polynom. Fiir m = 0 gilt wieder:

(1-¢€%) P'(&) = 26P/(§) + 1L+ ) Pi(§) =0
Durch Differentiation folgt:

G- L 21 LB 1) -2 (P =0

dg? d¢
Es handelt sich um die Differentialgleichung zu |m| = 1.
P() = SLPI(O)
=l
ml dlml
P(¢) = P"™(¢) - ac Pi(§) und X =I(1 + 1) fiir |m| <1

P;(€) sind die Legendre-Polynome. Auflerdem sind die Eigenwerte aufgrund der Isotropie des Problems nicht
von m abhéangig.

P& =1 P& =¢ p2(§):%§2_1

2
PEE) =1 Py(§) =3¢

P3¢ =3

Dann erhilt man fiir die Kugelflachenfunktionen:

Yim (9, ¢) = Yim(9) = (=1)"™ (0).2™(cos 9) exp(imip)

Normierungsfaktor

Das Vorzeichen ist Konvention. Diese Funktionen sind orthonormals:

T 27

/ \/Y}fn (19, QD)}/l/m/ (19, (p) sin ¥ dﬂd(p = 5”/5mm/
0 0

Auflerdem gilt die Vollstédndigkeitsrelation:

[e'S) l

F,0) =" FmYim(d,¢)

=0 m=—1
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3.8. DREHIMPULSEIGENZUSTANDE

L] m Yim
1
0| 0 | Yoo(d,9) = —=
4
3
1 0 Y10(19, (,0) = — cos v
T
3 . .
+1 | Y141(9,¢) = £4/ — sin exp(Lip)
by
5 (3 ,. 1
2| 0 | Yy(,¢) = y (2 cos” 1 — 2)
15 | .
+1 | You1(9,¢) = £4/ — sin ¥ cos J exp(Lip)
T
1 /15, ,
2 | Yoga (0, ) = 3\ g sin 9 exp(£2ip)
s
17,
310 Y30(7~9790):Z ;(5005 ¥ — 3cos V)
1 [21 . , _
+1 | Y1 (9, ) = :lzé — sin (5 cos® ¥ — 1) exp(ip)
T
1 /1
2 | Yauo(Y,0) = 1 g sin? 9 cos ¥ exp(+2i¢p)
7r
1 /35 ‘
3 | Yau3(d, ) = +gy/ sin ¥ exp(£3ip)
T

3.8.1 Entartung

Neben H (= I_:Q) sind L., L, und L, erhalten, aber es existiert kein vollstdndiges System aus simultanen
Wellenfunktionen zu L, L, und L., da diese nicht vertauschbar sind. Fiir [ = 0 gilt:

L, =—ih (— sin 99(,% — cos ¢ cot ﬁ(‘fap)
L.Yoo(9, ) = L L I
100 @) = Lg Ar -

L,=0
L.=0
Es handelt sich um simultane Eigenfunktionen von L, L, und L, zum Eigenwert Null. Fiir [ = 1 gilt:
LoL?Yim (0, ¢) = B2l + 1)Ly Yim
Da {IA/_T, IA/Q} = 0 folgt dies.
—— N——
® ®
a.) U ist Eigenfunktion zu L? mit dem Eigenwert A2[(I + 1).
b.) ﬁm}ﬁm(ﬁ, ) ist aber im allgemeinen nicht Eigenfunktion zu L.
LyYim # const. - Vi,
Fiir [ =1 folgt:
[A/wylo = [A/L cost = sin ¥ (— [¢0)] 19) 7é YlO =... Y11 + Y17_1

Es handelt sich um eine Linearkombination von [ = 1 zu m = £1. Allgemein gilt:
+1
LoYm= Y iy,
m/=—1

43



KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

3.9 Aufhebung der m-Entartung durch ein B-Feld (Zeeman-Effekt)

Ao = o+ V) = Ho+ i+ = 5 (5-@ - A) + V()
p ist der kanonische Impuls —ihV. Der kinetische Impuls folgt durch:
Phin =mi = j+ eA

Fiir die Entartung ergibt sich dann:

Hy=—-M-B

Wir berechnen das magnetische Moment durch:

— —

7y,
2m

Das B-Feld wird durch ein Vektorpotential charakterisiert:
B=rotA
Beispielsweise gilt fiir B = (0,0, B):

(—By,0,0)

B B 15
<—y, —x 0) :§B><F

(}7+ 61)2 =P’ +e (ﬁl+ ffﬁ) + 2 A?

Der Operator ist — Gott sei Dank — vertauschbar, falls divA =0 ist, was hier auch gilt (ﬁT/L = flm;ﬁm, da p,
mit y vertauscht).

ﬂ 1. /- B2 _ B2
(ﬁ—l—eA) :ﬁ2+2e~§ﬁ- (BXF)+62~T(332+y2):ﬁgﬁ—eB(Fxﬁ)—i—eQ-T(ch—i—yz):

22

=ﬁ2+e<f-§)+e (z* +9°)
Damit gilt also:
2 I%Q e 2\ =z B, 2
a=2 (—L) B
o TV + (5-L) - B+ 5= (2% +v7)
H, Hy

Wir vernachléssigen nun den Operator H, fiir kleine E—Felder, woraus sich dann ergibt:
H = IA{O + 7~Lz
2m
H, L2 und L, ist dabei ein maximales System vertauschbarer Bewegungsintegrale. Die Eigenzusténde ergeben
sich durch Betrachtung der Schrodinger-Gleichung;:
HY = E(B)U

H und Hy haben dieselben Eigenzusténde:
Buim(B) = En(0) + L tm = B,(0)+ B
Wir definieren geschickterweise das sogenannte Bohrsche Magneton:

_eh
B 2mel

on J
e =9,27-10 24T
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3.10. AUSSTRAHLUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN DURCH ANGEREGTEN

ZUSTAND
A
Streuzustiande (£ > 0)
0
n=23 —_ —
m=20 m=1
n=2 ES m =20
B>0 =0 m—=—1
=1
n=1| ———
A

Uberginge mit Ausstrahlung
elektromagnetischer Wellen
(ein Photon)

3.10 Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen durch angeregten
Zustand

n=1101=0 n=2,1=0 n=21=1
Atom < Maxwell-Feld Wir fithren eine halb-klassische/-quantenmechanische Beschreibung ein. Das Atom wird
hierbei quantenmechanisch und das elektromagnetische Feld klassisch beschrieben.

Absorption
Elektromagnetisches Feld { Induzierte Emission
Spontane Emission

Das Atom wird durch die Wellenfunktion ¥(7,¢) beschrieben:

U(rt) = CiWy(7) - exp <—i£;; -t> + Oy Uy (7 exp (—iif ~t>
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Hierbei sei der Anfangszustand mit ¢ (,,initial“) und der Endzustand mit f (,,final“) bezeichnet. Wir berechnen
den Erwartungswert des elektrischen Dipolmoments:

i) = [ v odveds

Fiir den Dipoloperator ;3' gilt:

p=ery —er; = —er

Damit resultiert:

d(t) = fe/|\IJ(F,t)|2 Fdr

Damit folgt nun mit C; = |C;| - exp(iy;) und Cy = |Cy| - exp(ipy):
E .
U = (G 19 + (5 |5 (O + |Gy exp (i ft)} -

P 1T (PP + [ - [ ()P + [|c Oy, (7 0 f’)exp( ftw)]

) =~ [ W Eew )

E;,—E .
- exp (—ihft) cexp(i-p) =
i_Tf (Frequenz des Uberganges)
Das zeitabhéingige Dipolmoment strahlt mit der Intensitét I:

I~ (;(t))Q

~ “ bedeutet hierbei der zeitliche Mittelwert.

= —e-|zpi|* 2cos(wt + @) mit w =

2

1 4
66‘54 ICi(t)Cr ()1 (lzal? + lyal® + |26|°) (durch Wechselwirkung mit elektromagnetischem Feld)

47‘(’60 3

3.11 Wasserstoff-Atom (Zweikoérperproblem mit Zentralkraft-
Wechselwirkung)

Klassische Bahn

_ ﬁ% + P2 p2
2777,1 2m2

+ V(| — 7))

Wir zerlegen das Problem in Schwerpunkt- und Relativ-Koordinaten. Hierbei gilt nun aulerdem (siche Theo-

retische Physik B):
- F—1 7

F=7 — % und R = 1A — LMl

my + ma
o M2 mi it 7= +
= — _—— mi =

p M b1 Vi D2 pP=p1Tp2

Fiir eine kanonische Transformation gilt [p;, x| = d;5. Fiir die reduzierte Masse m und die Gesamtmasse M

gilt:

- my - M2

m=——mit M =mqi + mo
mi + meo
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3.11. WASSERSTOFF-ATOM (ZWEIKORPERPROBLEM MIT ZENTRALKRAFT-
WECHSELWIRKUNG)

Damit konnen wir fiir die Hamilton-Funktion schreiben:

I
H:m+2m+V(T):HSP+HM

Wir gehen nun zur Quantenmechanik iiber, verwenden also Operatoren:
ﬁ»—>—ih§ und 77— 7

Damit gilt dann fiir stationére Zustéande:

HU(R,7) = EV(R,7)

Fiir den Hamilton-Operator folgt damit:

- h? —h?
H=—"Nst A
2M R + 2m + V()
| S ——
IjISp Ij[rc[

Die Wellenfunktion W (R, 7) kann als Produkt formuliert werden, da H = Hg, (R) + Hye (7):
‘I’(ﬁf) = WSP(E) Wl ()
Fiir ¥g,(R) verwenden wir den Ansatz exp (1EE> Damit gilt also:

21.2

- Iz
(R, 7) = [2M

+ E,.el} exp (112]%) W

Hrelq/rel(F) = Erel\I/rel

Wir haben ein maximales System vertauschbarer Operatoren. Aus den 6 Freiheitsgraden ergeben sich 11
Bewegungsintegrale bzw 6 involutorische Bewegungsintegrale mit {H, I} = 0 und {[I, I} = 0.

* Schwerpunktbewegung:
ﬁK17K27K3 (3 Groflen)
* Relativbewegung:
A (), 22 (), L (m)
Wir suchen das gemeinsame System der Eigenfunktionen zu greh i%eh ﬁz’,ﬂel.
Vol (7) = R(r)¥(d, @)
Durch R(r) erhalten wir die beiden Quantenzahlen n und .

R(r) = exp (—é) - Polynom (gebundene Zustéinde)

a sei der Bohrsche Radius. Fiir das Potential des Wasserstoffatoms gilt:
1 —Ze?
dweg T

Vi(r)

Streuzustand

\

1

=

Gebundender Zustand

\J

. R [(10 L0R no,
HY(7) =~ Kﬂar —r r) -Ylm(ﬁ,go)] + [WL YlmR} +V (r)RY;m = ERYpy,

Kinetische Energie Rotationsenergie
der Radialbewegung
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Fiir die radiale Bewegung gilt:

i 2
m.
Hred:—2r2:§%

Somit gilt fiir den Operator des Radialimpulses:

2 1 0%
7 Or?

(TR)ﬁﬁr'ﬁr'R

Ist p,. = —ih%? Nein! Es gilt aber:

10

b= iR g

2o — il D
p'rR(r) _( lh’) 7"87" ar TR)

[pr, T R(r) = —ihR(r)

Es folgt die Radialgleichung mit EQYZm =R+ 1) Y

{UESY
T2

RY() + 2R () +

R(r) ~ 23V (r)R(r) +

2mE

h2

R(r)=0

Wir untersuchen das asymptotische Verhalten von R(r) fiir r +— oo:

2mE
B2
* E > 0:

R(r) = exp <:|:iq/ 21;;—2E . 7‘)

R"(r) +

R(r)00

Die Funktion ist nicht normierbar; es handelt sich um keinen gebundenen Zustand.

* E <O0:

_ 2m(—E)
R(r) =exp (i —r r>

Hierbei haben wir einen gebundenen Zustand.

Zukiinftig wird nur der Fall E' < 0 betrachtet. Wir fithren die Léngeneinheit A ein:

h
2| |

)\:

h 1 a

S T AN G

AuBlerdem werden folgende dimensionslose Variablen verwendet:

r E| | R A .
0= X und n = e mit R, = ol Rydberg-Energie
Y

R(r) — R(o)

- 2 - (1+1) 5 2m 1 Ze?l 1 &

R" R R N | -=-R(o) =

(o) + . (0) + 2 (0) + | 7 ol (o)

2
N
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3.11. WASSERSTOFF-ATOM (ZWEIKORPERPROBLEM MIT ZENTRALKRAFT-
WECHSELWIRKUNG)

0+1) 5 21 - B
2 R(o) + %53(9) —R(0) =0

Nun steckt der Energieeigenwert in /7. Wir machen folgenden Struktur-Ansatz:

R'(0) + zﬁz(g) +

R(o) = exp(—0)f(0)

Auflerdem stellen wir folgende Forderung:

f(00,) endlich fir o0+ 0

flo) =
f(o)exp(—g) — 0 fiir o+ o0

Ist P(p) ein Polynom? Durch Einsetzen erhalten wir eine Differentialgleichung fiir f(o):

o+ (3-1) o+ [ (5 -1) - o -0

Wir machen nun einen erneuten Ansatz fiir f(p) in Form eines verallgemeinerten Potenzreihenansatzes:

(@) = 0" P(o) mit P() =) C;d’
=0

(0 konnte sogar nicht ganzzahlig sein, aber es mufl § > 0 gelten.

1.) R(p) reguldr bei p =0
R(p) bei o = 0 existiert
2.) R(e) ~ In(e)

Mittels eines Koeflizientenvergleichs ergibt sich dann:
* P2
BB-1)~11+1)=0
Daraus ergibt sich dann 8 =1 (8= —(l +1)).
* 0'8—-2+1

Cri1[(k+14+08)(k+2+5) =114+ 1)] = 2Ck (k+1+ﬁ)—%

!

=0

Es handelt sich um eine zweigliedrige Rekursionsformel. Wir untersuchen das Verhalten der P(p)-Reihe fiir
o +— 00, also k — oo:
Cry1 (k+14..0)-...

=92. 2-
Cr Gtl+..) (k+t2+..)

> =

Daraus ergibt sich dann:

k
pRESCIER

k

(20)"+! k! 20 2
(k+1)! (20% k+1 &k
Fiir beliebige nbricht die Reihe nicht ab.

Y

R(0) ~ exp(—0) exp(20) ~ exp(+0)

Die Funktion ist nicht normierbar, aber wir kénnen selbst dafiir sorgen, daf3 die Reihe abbricht. Dazu setzen

=n=123,...

S
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Die Reihe bricht nun ab mit k —n— (1+1) >0,dh. I <n-—1.
P(0) = Co+Cro+ ...+ Cp_ypo" Y

1+l—n
I+ +2)—-1(+1)" """

P(p) sind mit den Laguerreschen Polynomen verwandt.

00:1701:2'

P(o) = 7,2+ 2
(0) = L) (20)
x
Die Laguerre-Polynome L, (z) sind folgendermafen zu bilden:
zy(z) + (1 — 2)y'(z) + ny(z) =0

d7L

L, (x) = exp(z) [x" exp(—x)]

dan

Die zugeordneten Legendre-Polynome sind definiert durch (siehe harmonischer Oszillator):

) J
L @) = L)
X

Wir erhalten also folgendes Resultat fiir die Wellenfunktion:

\I]nlm(f) = Rnl(r)}/lm (193 QD)

=i () () o) i (35) ~

n l Rnl

1 0 exp (_£>

¥ Positronium

Hierbei handelt es sich um ein e™-e™-System

~ Mel
m 5
#* Exziton:

Dies ist ein gebundenes Elektron-Loch-Paar im Halbleiter.
Mep ~ 07 10mel

m, ~ 0,2m,

e=10
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3.11. WASSERSTOFF-ATOM (ZWEIKORPERPROBLEM MIT ZENTRALKRAFT-
WECHSELWIRKUNG)

E
R_y ' Streuzustéinde (E>0)
0 1
n = 3 I S —_— B §
1 _____ m-Entartung
41 n=2

I
VN —Tais0

Die radiale Ortswahrscheinlichkeit berechnet sich durch:

Q3

Wie(r) = T2|Rnl(r)|2

Das r2 ergibt sich durch Verwendung von Kugelkoordinaten. Das Maximum befindet sich bei r = n2a. Klassisch
handelt es sich fiir [ < n — 1 um Ellipsenbahnen.
Die Wellenfunktionen sind orthogonal:

/// \I/;lm\:[jn’l’m’r2 dr sm19d19dg0 = 6nn’5ll’5mm’

n =1 und n = 2, [ = 1 sind bei Radialfunktion positiv.

3.11.1 Entartung

¥ m-Entartung:

Em ist fiir alle Zentralpotentiale von m unabhéngig. Dies kommt aufgrund der Kugelsymmetrie, da
keine Richtung fiir die z-Achse ausgezeichnet ist.

% [-Entartung:

Dabei handelt es sich um die Besonderheit des %—Potentials. Im allgemeinen gilt:

Betrachten wir die Bahn klassisch:
% Geschlossene Ellipse (auch beim harmonischen Oszillator)

* Lenz-Runge-Vektor A ist ein Bewegungsintegral

A vertauscht nicht mit L2. Aber es gibt doch immer ein fiinftes Bewegungsintegral fiir jedes Zentralpro-
blem.
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KAPITEL 3. WELLENMECHANIK

Der Ausweg ist:

1 1 1
Is= .oy iy e
r P P

Wir machen dies zu einem Operator, also:
1 1
P2

Der reziproke Operator ist wie folgt definiert:

1
IR

1 L1
— = Dz
Pz (b2)

Wenn der Eigenwert gleich Null ist, dann existiert kein reziproker Operator.

3.11.2 Entartung bei einer Dimension

* Alle gebundenen Zustinde besitzen eine einfache Entartung.

¥ Streuzustidnde sind zweifach entartet.

Fiir ein freies Teilchen gilt:
Uy (x) = exp(ikz)

2.2
Ek:hk

2m
Dies gilt fiir —oco < k < o0.

Fiir das Dipolmoment gilt:
dit) = / U (7, 1) (—ef) U(F, £) dor

dp(t) = —e - |zg| - 2 cos(wt + @) = dp 5 - cos(wt + @)
Wobei gilt:

Tpi= /\Ilf(f')x\I!i('F) d*r = |z ] exp(ie)
Yri = /‘I’f(ﬁy\h(ﬁ &®r = |ayi] exp(iy)

= [ = [o ] expliv)
Hierbei handelt es sich um die sogenannten Matrixelemente des Dipolmoments. Dieses oszilliert mit:
_ E;—Ey
h
Fiir die Energie des Atoms gilt:
(H) = / U*HU d%r

Fiir die Eigenzustéinde ¥; und Wy gilt:

HY, = E;U;
HY), = E;V;
Also gilt:

(H) = |Ci|*E; +CsPEy
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3.11. WASSERSTOFF-ATOM (ZWEIKORPERPROBLEM MIT ZENTRALKRAFT-
WECHSELWIRKUNG)

Dies ist einsichtig aufgrund der Erhaltung der Energie. Aus Theorie C iibernommen:
N2
I~ (d(t))
1 4e?wt
N 4’/T€0 3c3
Cr = Cy(t)

Wir machen folgenden Ansatz:

it = exw (~2) 1Cs0F =1 - exp (1)

Es gilt hiermit:

G310y ]? = exp (i) [1 . (m

Die Energiednderung betréagt:

[ sil® + lygil® + 127 %] - [CiCy?

EZ-:Ef:hw:/I(t)dt

Hieraus kann nun 7 bestimmt werden. Fiir die Zerfalls-Rate gilt:

ol 1 262w3|_, 2 1 (a)Q
= == ———|T; ~ — | —
T 4meg 3c3h f A\
% |z, |ysils |25i] = 0 sind verbotene Ubergiinge.

% Sonst gilt |xf;| ~ ap. Daraus ergibt sich dann 7 ~ 10~%s. Hierbei wird sichtbares Licht der Wellenlénge
A~ 5000 A, v~ 10'° Hz ausgestrahlt.

\Ijnlm(f’) = Rnl (T) . Yim (197 90)

Wir fithren Kugelkoordinaten ein:

T = 7 cospsint
x £iy =r-exp(Lip)sing ~r- Y] 11
y = rsinpsind

z=rcost ~rYio(d,p)
Fiir den Ubergang [ = 1 +— [ = 0 gilt:

Zfi = /Rlo(r)Rzl(T) crer?dr /Yoo(ﬂa ©) Yi0(9,¢) - Yim (9, ) sind dddy

Konstante
|zfi| = |ysi| mit Phasenverschiebung g
(x+iy)pi #0
(x —iy)i =0

Wir haben in Ausbreitungsrichtung zirkular polarisiertes (mathematisch positiver Drehsinn) Licht. )
Die Auswahlregeln fiir einen beliebigen Zustand sind Al = +1, Am = 0, £1. Fiir Quadrupol-Ubergénge
gilt auBlerdem Al = 2:

a 0,5A R
A 5000A
()=
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Kapitel 4
Formalismus der Quantenmechanik

Historisch ist folgendes von Bedeutung:
# Schrodinger: Wellenfunktion
% Heisenberg: Matrizen
#* Feynman (Schrodinger, Dirac): Pfad-Integral

Man geht von der klassischen Formulierung aus, wobei .S die Wirkung ist:

U= > exp (fg[‘;(t)]>

Pfade z(t)

A

t
ty
Lo T~
f f >
L, Iy X

Dies alles sind verschiedene Darstellungen und Formulierungen ein und derselben Theorie ndmlich der ,,Quan-
tentheorie®.

4.1 Vektor-Raumstruktur, lineare Operatoren

Es sei von den Elementen ¥(x), ¢(x), usw die Rede. Diese sollen quadratintegrabel sein:

/|\I/(x)|2dx < o0
Betrachten wir einen Vektorraum Z. In diesem gelten folgende Axiome:
I.) Addition
1.) Kommutativgesetz:
U +0, =¥, +0;, €7
2.) Assoziativgesetz:

Uy + (U + U3) = (U] + Uy) + U3
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KAPITEL 4. FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

3.) U+ & = ¢ gelte fiir beliebige ¢, ¥. Dann gilt auch £ = ¢ — .
4.) Existenz eines Nullelements £ = 0 mit ¥+ 0 = .

IT.) Multiplikation mit komplexen Zahlen ¢ € C.

1.) CU

2.) (C1+Co)¥

3.) C1(C0) = (C1Cy)¥

4) C(U1+99)=CP;+CUy € Z

4.1.1 Lineare Unabhingigkeit

n

Y1, P2, -- -, @p heiflen linear unabhéingig, wenn aus ZC@-%- = 0 als einzige Losung C; = 0 folgt. Sonst
i=1

sind die Elemente linear abhingig,

4.1.2 Basis

Eine Basis ist eine Menge linear unabhéngiger Vektoren @1, @2, ..., @, derart, dafl jedes ¥ € Z durch
Linearkombination darstellbar ist:

U(z) = Z Cipi(x)

n ist die Dimension von Z, also die maximale Anzahl linear unabhéingiger Vektoren. Fiir die Quanten-
mechanik eines Teilchens im Potential gilt dim = oo (Hilbert-Raum). Betrachten wir als Beispiel ein
Teilchen im Kasten. Die H-Eigenzustiande sind:

Das Verfahren nach Entwicklung einer Basis heifit Fourier-Reihen-Bildung.

In speziellen Vektorrdumen, wie beispielsweise dem Hilbert-Raum, wird aulerdem gefordert, daf3 die Funk-
tionen quadratintegrierbar sind:

/\I/(x)2 dz < oo

Es kann auflerdem gezeigt werden, dafl im Hilbert-Raum die Basis abz#hlbar ist.
1.) Teilchen im Kasten

2.) Freies Teilchen

exp(ikz) fir —oo <k < o0

1
p(z) = N

Geschickterweise sind diese Funktionen auf d-Funktionen normiert:
[ ei@gn@)ds = b0 )
Die Funktion kann mittels einer Fouriertransformation geschrieben werden:

+oo
U(x) = / C(k) exp(ikz) dk

Man kénnte meinen, dafi die Funktion W(z) normierbar sein muf, damit C'(k) eine Funktion ist. Tatséchlich
reicht aber bereits absolute Normierbarkeit aus:

“+oo
/ |¥(z)|de < 0o
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4.1. VEKTOR-RAUMSTRUKTUR, LINEARE OPERATOREN

Des weiteren kann ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum folgendermaflen definiert werden:
¢, ¥ — Komplexe Zahl (¢,¢) € C

In unserem Falle ist ¢ und ¢ dann direkt gegeben durch folgendes Integral:

(0.6) = [ & (@)ila) do
Folgende Eigenschaften sind hierbei relevant:
¥ Bildung des konjugiert Komplexen:
(¢,9)" = (v, 9)
% Linearitdt beziiglich der Addition:
(0,91 +1b2) = (&, ¢1) + (0, 72)
% Linearitét beziiglich der Multiplikation mit einem Skalar c:

(¢, ) = c(9,9)

¥ (¢Y,v) >0, (¥,v) =0 dann und nur dann, wenn ¢» = 0 (Null-Vektor) ist

3% Schwarzsche Ungleichung:

(6. 9)1* < (¢,0) (%)

Wir wollen dies beweisen. Es seien ¢, 1 zwei beliebig feste Elemente € Z mit A € C:
p=0¢+ X\

Dann werten wir folgendes Skalarprodukt aus:

Wir suchen das Minimum beziiglich A = A1 + A2. A und \* sind hierbei unabhéngig voneinander:

oF

Daraus folgt dann:

(¢, ¢)
)\min =
(¥, 9)
Durch Einsetzen dieses Minimums folgt dann:
(¢, 9)[? (¥, )
F=(¢,0)— -2 , ) >0
G 2t oY

Durch Multiplikation mit (4, 1) erhiilt man dann die Schwarzsche Ungleichung.

3% Orthonormalbasen:
> Diskrete Verteilungen:
(Pm> Pn) = dm.n
> Kontinuierliche Funktionen:

(¢r o) = 0(k — k')
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KAPITEL 4. FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

4.1.3 Lineare Operatoren auf 7

Es sei folgende Abbildung beziiglich eines Operators A gegeben:
U—o¢=AUcZ

A kann beispielsweise = oder —iha% sein. Wir fordern:

(AT, Wy) = (U, AD,)

/w;(m)zx%(x)dx - /(Mfl)% dz

A" nennt man adjungiert zu A. Gilt AT = A, so heifit der Operator selbst-adjungiert oder in der Physik
hermitesch.

(Ahf=A

Fiir den Impulsoperator gilt beispielsweise (ohne Beriicksichtigung des irrelevanten Vorfaktors):

Satz:

Die Eigenwerte des hermiteschen Operators sind reell.

Beweis:

Wir haben folgendes Eigenwertproblem mit dem Eigenwert a:
AV = a¥

(¥, A) = a(v),¥)

Wir nehmen diese Gleichung konjugiert komplex:

(0, Ap)* = a* (b, )

Mit der ersten Eigenschaft des Skalarprodukts gilt dann:
(W, Ap)" = (Ay, )

Mit der Hermitizitéit des Operators, also A= At folgt:
(A, ) = (0, ATp) = (v, Ay)

Wir erhalten also:

($, Ay) = a* (9, 9))

Damit gilt also a = a*.
Ein unitdrer Operator ist ein solcher, welcher das Skalarprodukt unverindert l1483t:

(W1, W) = (U‘Iﬁ, U%)

Der Operator beschreibt dann beispielsweise Drehungen oder Spiegelungen.

Oy = U,
Der reziproke Operator ist definiert durch:

JU=¢=0=K "¢

Dieser existiert dann nicht, wenn K den Eigenwert Null besitzt. Fiir einen selbstadjungierten Operator, also
A = AT gilt, wie wir schon gezeigt haben:
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4.1. VEKTOR-RAUMSTRUKTUR, LINEARE OPERATOREN

¥ Eigenwerte sind reell

% Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal

Wir wollen dies beweisen:
AV, =a,V,
AV, =a,¥,
Damit gilt dann:
(U, AV) = 4y (T, U,,)
(W, AV) = an (U, U)
Wir bilden das konjugiert komplexe der zweiten Gleichung;:
(Wi, A, 0,)* = @l (U, U,)* = (AT, Uy,) = 0, (U, Us,)
Wir verwenden nun, daf A selbstadjungiert ist:
(U, AV) = a4y (U, Uy
Diese Gleichung wird nun von der ersten urspriinglichen Gleichung subtrahiert:
0= (am — an) (¥n, V)
#0 n.V. L
Damit ist die Aussage bewiesen!

Die Eigenwerte eines unitiren Operators U~! = U sind vom Betrag 1, das heift:

. 1
U¥ = AT mit [A]? =1, A\\* = 1 und somit \* =

A
Wir dividieren durch A und multiplizieren mit U~!:
1 N
~U=U'y
A

Wir notieren nun:
(U, 00) = A\(T, ¥)

(v,019) = (¥, 7)

Durch komplexe Konjugation der zweiten Gleichung folgt:

PR 1 N - 1

(v, UT\IJ) = F(\I}a )= UV, ¥) = F(\Ilvq!)

Durch Subtraktion dieser Gleichung von der ersten folgt:
1

0=X\——
)\*

Damit gilt:

A =1

4.1.4 Zeitentwicklung

Aus der zeitabhéngigen Schrédingergleichung folgt W(z,t = 0) — ¥(z,t) = U (2,0). U ist unitér und es gilt,
sofern H nicht explizit von der Zeit abhingt:

. t -
U= —i-H
exp( 1h >

Wir denken uns die anfinglich gegebene Wellenfunktion nach Eigenfunktionen des Hamilton-Operators ent-
wickelt:

- A t
\I/(l‘,t = O) = Zc’ﬂ(pn(x) mit Hyp, = Eyp, und Up,, = exp <_ihEn> $n
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4.1.5 Impulsdarstellung

Wir schreiben mittels der Fouriertransformation:

U(z) = /qb(k)exp(ikm) dk = \/%/\i/(p) exp (1%33) dp

U(z) = U(p)

Die Ubersetzungsregeln lauten wir folgt:

1.) Zugang zur Quantenmechanik mit p, @, ¥(x), [p, 2] = ih

2.) Zugang zur quantenmechanischen Ubersetzung in Operatoren

Wir haben folgende kanonische Transformationen:
X=-p—p P=x—2=
{P,X} =1

Beispiel: Harmonischer Oszillator

bt = o (~2) & 3t = ()

2 2

@m@>—mp(12>Hmuw@wm@w—mp(];)ﬂh@>

Das gilt aber nur fiir den harmonischen Oszillator.

4.2 Matrixformulierung der Quantenmechanik

Es sei ¥,, der Entwicklungskoeffizient und ¢,,(z) das Basissystem.

\I’(l’) = Z\Ijn ’ @n(x)v A‘Pn = anPn

an sei dann der Eigenwert von A, wobei A beliebig sei.
\I/(l‘) 4 \Ill, \1127 \113, -

Der Operator B wirke nun auf die Wellenfunktion W(z):
BU(z) = ®(x) = >t Bpm(x)
m=1

Fiir ®(x) sei nun folgende Entwicklung gegeben:

O(x) =Y dror()

Wir hingen nun die ¢, mit den 1, zusammen? Dazu bilden wir das Skalarprodukt (¢, ®):

S brn(@) = 3 b B (a)
k m
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k m
Dadurch Fallen links alle Glieder bis auch das mit m = k weg:

bm = (m(@). Bom(@)) tm

m

Bn,m

B, » sind die Matrixelemente der Operator B beziiglich der Basis ¢, ().

d)n = Z Bnmq/}m

In Matrixdarstellung gilt nun:

1 By Bz Bis Y1
g2 | = [ Bar B ... )2
o B o

Wobei die Regeln fiir die Multiplikation der Matrix B mit dem Spaltenvektor ¥ gelten. Eine Matrix wird
adjungiert durch:

B B mit (8", = B,
Wenn man einen Vektor adjungiert, so schreibt man ihn als Zeilenvektor:
T (U3, 035,..)
Bei Adjungieren eines Produkts gilt:
(AB)" = Bf A
Speziell gilt:
(BY)" = wiBt
Wir adjungieren die obige Gleichung in Matrixdarstellung:
B, B, Bj
(61.03...) = (6} 05...) [ P Bia

Wir betrachten das Eigenwertproblem eines Operators B:
BY = bW
In Matrixform ist dieses Problem dquivalent (Matrixeigenwertproblem):

BY = b¥

4.3 Dirac’sche Schreibweise

Die Vektoren ¢(x) (Ortswellenfunktion), ¥(p) (Impulswellenfunktion), ¥,, (Spaltenvektor) sid nun Darstel-
lungen eines abstrakten Vektors |U). ¢*, 1(p)*, U* nennen wir nun Bra-Vektor (¥|. Das Skalarprodukt besitzt
folgende Darstellung:

——
Bracket

)
(%@szmﬂmw=/vmﬂmw=mmo(>=@@

Ein Operator besitzt folgende Darstellung;:
H|V) = |¢)
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Die statischen Zustinde des harmonischen Oszillators sind:
2

U, (z) = exp (-2) H,(z)

Kurz bezeichnet man diese mit |[n). Fiir dessen Ortsdarstellung gilt:
Ui () = (X[n)

X sei die Ortseigenfunktion zum Eigenwert « und |n) der Zustand des Oszillators. In Impulsdarstellung gilt
analog:

Vi (p) = (pln)
Des weiteren soll die Matrixdarstellung angefiihrt werden:
U,, = (aln), Ala) = ala)

Wir stellen Skalarprodukte dar als:

@mmzfmm%wm

Erwartungswerte berechnen sich dann nach folgender Notation:
(U|A|W) = /qf*(x)A\p(x) da
Wir geben die Matrixelemente von A beziiglich der Basis [m) an als:

(mlitn) = [ i) Apn(z) do = A,

Die Dirac’sche Schreibweise hat den Vorteil, daB man bestimmte Operatoren gut darstellen kann. Wir betrach-
ten P = |g){g| mit G|g) = glg), wobei g) der Eigenvektor und g der zugehérige Eigenwert darstellt.

= |g) (glg)(g| = P
i

PI¥) =lg) (%) = (9]¥)lg)

Wir erhalten somit einen Vektor parallel zu |g). Ein Operator mit solchen Eigenschaften nennt man Projekti-
onsoperator auf den Vektor |g).

> o) lgnl =D Inyn| =1

Es handelt sich hierbei um die Zerlegung des 1-Operators (Vollstandigkeit). Dazu machen wir ein Beispiel:

= Cupn(z) mit Gipp () = gnipn (@)
©n sel hermitesch und es gelte (@, ¥n) = dmpn. Wir bestimmen die Cp,:
Cm = (pm, V)
Ein Einsoperator kann iiberall eingeschoben werden:
=1|v) = Z |n)(n| @)
cn

Gegeben sei W(z) (|¥)) und gefragt sei, wie groB die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung der Grofie (¢ den
Eigenwert g,, zu finden.

W(gn) = |Cn|2 = |(¢n, )|2 <\P|W|\IJ> = ‘<gn‘\1/>‘ (gn V) (¥gn) = (Y]gn)(gn|¥)

Also ist |gn)(gn| der Wahrscheinlichkeitsoperator W und (¥|g,)(g,|¥) der Erwartungswert des Wahrschein-
lichkeitsoperators.
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4.4. DIE UNSCHARFERELATION

4.4 Die Unschirferelation

Gegeben seien drei hermitesche Operatoren A= AT, B =Bt und ¢ = CT mit [121, B] =iC. Dies gilt beispiels-
weise fiir p und & ([p, 2] = ih). Wir behaupten nun:

AA-AB > %|<x1/|é|xp>| mit (AA)? = (U|A%|0) — (U|A|¥)? und (AB)? = (U|B?|¥) — (| B|¥)?

Wir wollen dies beweisen. Dazu nehmen wir 0.B.d.A. den Erwartungswert von A als Null an:
(U|A|W) =0, (¥|B|T) =0

Ist dies nicht der Fall, so fiihrt man folgende Transformation durch:

A A= A — (U]|A|D)

Dies macht man analog fiir B. Dies 1i8t die Vertauschungsrelation unveréindert:

(U|AB — BA|W) = i(¥|C|W)

Dazu zeigen wir:

(U, BAW) = (BU, AV) = (ABU, V) = (U, ABU)*

Damit folgt:

(U|AB|W) — (U|BA|T) = (U|AB|T) — (U|BA|D)* = 2 Im(¥|AB) = (U|C|T)

Wir quadrieren den letzten Ausdruck:

(Im<\P|AB|\P>)2 _ 2%<\11\é|\11>2
(Re(\II|AB\\II>>2 + (1m<qf|AB\\p>)2 > %<qf|é|x1/>2

Es gilt die Schwarzsche Ungleichung:
[{alB)* < (ala)?(8])*

Damit erhalten wir:

A a 1

| (P|AB|Y) > > <

—— —— 4
(al 1B)

[(LC) | mit |a) = AT @)

Wir vergrofern die linke Seite mittels der Schwarzschen Ungleichung:

{ala)® - (816)% = Z|(¥|C|P)[*
(IAN)? - (B2 > < |(W|C])

(AA)? - (AB)? >

1 ~
AA-AB > §|<\I/|C’|\I/>| arccos

Als Anwendung verwenden wir die Drehimpulsoperatoren:
(L., Ly) =ihL,

h i 2
ALy ALy > S |(W|L.|0)|

Fir ¥y, mit m = 0 ergibt sich dann AL, - AL, > 0. Beispielsweise gilt fiir Yoo, da8 AL, = AL, = 0 ist.
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4.5 Harmonischer Oszillator in algebraischer Behandlung

Wir erinnern uns an die klassische Physik:

H:£+mw2

o 5 2? mit {p,r} =1

A
p

Anstelle vom reellen z und p verwenden wir die komplexe Amplitude a.
x < Re(a), p < Im(a)

Wir definieren a:

mwx + ip

2mwh

Es handelt sich um eine dimensionslose komplexe Amplitude. Das A wird an dieser Stelle eingeschmuggelt!

e Mwzx —ip

G =
2mwh

{a,a*} = +ih

In der Quantenmechanik erhalten wir hieraus dann:

[a,a']=1

Die freie Bewegung des harmonischen Oszillators 148t sich beschreiben als:
a(t) = |ao| exp (—iwt)

Nun zur Quantentheorie:

0 2
= f—m + m?“’:ﬁ mit [p, 4] = —ih
mwi + ip 4 mwt — ip

y @ =
vV 2mhw vV 2mhw

Durch Einsetzen von @ und a' in den Hamilton-Operator erhalten wir:

Q>

o= %m} (a'a + aal)

[a,a'] =1, aa" —ata=1

Also gilt:
N 1
H = hw (aTa + 2)
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4.5. HARMONISCHER OSZILLATOR IN ALGEBRAISCHER BEHANDLUNG

Wir erinnern uns:

1
Enzﬁw<n+2> firn=0,1,2,...

Wir untersuchen den Operator A =ata = A' niher:
a'ala) = ala) mit a € R
Wir wollen zeigen, dafl a > 0:
(afa ala) = afa]a)
——
Bl 18)
Da (8|5) > 0 und auch («|a) > 0 ist, gilt o > 0.

Eigenwerte von a'a

a+17T
a' Aufsteiger

a Absteiger

hier keine
Eigenwerte

Angenommen, es existieren |a) Eigenzustéinde von A, dann sind:
a'la) = const.|a + 1) a+1

sind Eigenzustédnde von A mit Eigenwert
ala) = const.|a — 1) a—1

Betrachten wir weiterhin:
" |a) = [) und (B|6) > 0
Fiir N = 0 gilt nach Voraussetzung (3|8) = {(a]a) = 1. Fiir N = 1 erhalten wir:
(alatala) = a(ala) =a >0
—— ~——"
ala) 1
Fir N = 2 folgt:
(ala™ a'a ala) = (o|(ata)(aTa) — (afa)|e) = (alela = a(a —1) >0
—~
aat—1
(BIB) > 0¥ N erfordert, da8 « eine natiirliche Zahl (einschlieBlich der Null ist), also gilt: « =0, 1, 2, ....
% Grundzustand: |0(, a|0) =0, (0|0) =1
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#* |1) = const. - af|0)

#* |n) = at)" 0) firn=0,1,2, ...

1
ﬁ(
a'ln) = vn+1n+1)
laln) = valn - 1)

Man kann mit den af, é alles ausrechnen, was man mit den Wellenfunktionen ausrechnen kann. Wir berechnen
das Matrixelement des Ortsoperators:

L
T = Dy (a + aT)
i
p=i 2mw (dT a d)
(mlaln) = | 5o {mla+ ' n) = | 5 (mlaln) + mlat ) = /5 [fmlvaln — 1) + v F Tin +1)] =

= \( % [\/ﬁ ' 5m,n71 +vn+ 16m,n+1] = Xm,n

Wir wollen die Ortswellenfunktion des Grundzustandes Wy(z) = exp (—%) bestimmen. Wir starten von der

Gleichung, welche den Grundzustand bestimmt:
aloy =0

mw|0) 4 ip|0) =0

Yo(z) = (2[0), &|z) = z|z)

Wir projizieren diese Gleichung auf den Ortseigenzustand:
mw(x|z|0) + i(x|p|0) =0

Dann gilt mit (z]0) = ¥o(z) und (p|0) = ¥o(p):

a) mwa(z|0) +i/dx’<x|ﬁ|ax’><x’\0>

b.) muwa(z(0) + i / dp(zlplp){pl0)

|p) ist ein Impuls-Eigenzustand und (x|p) die Ortswellenfunktion des Impuls-Eigenzustandes, also —— exp (ikx)

V2rh
mit k = %. Es handelt sich um eine Fourier-Transformation:
. .. 0
mwrPo(x) +1i —158— Uo(x) =0
T

p
mw
‘1’6(33) = —T@’ - Wo(z)

Durch Losen dieser Differentialgleichung folgt:

Y I
h)} mit A\7* = W

2

Uo(x) = const. - exp [—z (

U, () = <mw§c - hgx)n Uy ()
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4.6. KOHARENTE ZUSTANDE DES HARMONISCHEN OSZILLATORS
(GLAUBER-ZUSTANDE, o-ZUSTANDE)

4.6 Kohiarente Zustinde des harmonischen Oszillators
(Glauber-Zustinde, a-Zustinde)

Wir betrachten ein Schrodingersches Wellenpaket:

A

» ~ AG

»
Zo, po — 2o(t), po(t) nach klassischer Bewegung. Sowohl Az als auch Ap sind zeitlich konstant.

1
Ax-Ap=-h
2
Diese Zusténde sind Eigenzustédnde des Absteigers a:
ala) = o|a)
3 @ ist nicht hermitesch.
¥ Es existieren Eigenzustidnde.
¥ « ist komplex (kontinuierlich).
% |a) ist aber normierbar.

% (z|a) entspricht der klassischen Bewegung des harmonischen Oszillators.
o0
@) = Caln)
n=0

4.7 Drehimpuls-Eigenzustéinde

Wir notieren uns den Drehimpuls-Operator I= (fm, fy, fz) Es gilt folgende Vertauschungsrelation:

[I.,I,] = ikl und zyklisch

~s

Da | ,fz] = 0 ist, existiert ein gemeinsames System aus Eigenfunktionen.

A m) = 7% A|)
L) = hml)

Welche moglichen Werte nehmen A und m an? Fiir den Bahndrehimpuls gilt:

[=L=7xp

Die zugehorigen Eigenfunktionen sind die Y, (¥, ¢) mit 1 =0,1,2, ... und m=—I, =l +1,...,0, ..., [. Das
Ergebnis ist dann:

)‘:](3+1)7m:_]a (_J+1)77+.7

0, 1, 2, ... (Bahndrehimpuls+FEigendrehimpuls von Boson)

j =
135
3733 (Eigendrehimpuls von Fermionen (+Kombination))
1 3

=0, -,1, =, 2, ...

-] ) 27 Y 2 3 )

Es gibt fiir die Bruchzahlen kein klassisches Analogon.
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4.8 Spin 1/2

Im Jargon bedeutet dies, daf} die Eigenwerte von J? j= % und m = j:% sind. In Zukunft schreiben wir:

T4, 5:) = 12505 + 1), =)

jz']v]z> = hjz|.77 Jz>

j = 1 kommt nur als Eigendrehung vor (Spin S). Die Eigenwerte lauten von S2:

1 1 3
2. 2 (142 =22
h 2( +2) %

Zu S. lauten diese :I:%. Wir definieren folgendes:

Der entsprechende Eigenwert von &2 lautet 3 und die zu &, sind £1. Das System besitzt nur zwei unabhéingige
Basen. Wir stellen 6, 6, und 6, durch 2X2-Matrizen dar.

Die Matrix von &, ist nun so einzurichten, dafl die Vertauschungsregeln fiir 6, &, und 6, erfiillt werden und
des weiteren die Eigenwerte von &, = +1 sind.

. A (1 0
=% =0 -1

Wir wihlen als Basis die Eigenzustdnde von o,. Da die Matrizen hermitesch sein sollen, miissen a1, aso reell
sein und auBerdem a1 = aj, gelten. Dies gilt analog fiir bjy.

& aj; a2 0 a 0 1
= - N
I a1 a22 Vertauschungsrelation a* 0/ Konventiona=1 1 0

~ bl 1 b12 0 —ia 0 —i
Ty = . I — .
Y b21 b22 Vertauschungsrelation ia* 0 Konvention a=1 1 0

Diese Matrizen nennt man Pauli-Matrizen. Wir erkennen folgende Eigenschaften dieser Matrizen: Fiir die
Eigenvektoren von o, gilt:

. =1)= () =11) £ Spin up

lo, = —1) = (?) = 1) £ Spin down

2

2 =02 =1, d.h. die Eigenwerte von 6,, 6, und &, sind gleich £1.

¥ o2=o0
* Antikommutator:
Op Oy+0y-0,=0

Die Matrizen sind also antikommutativ.
* Gplo, —1):
(o)) -()
1 0/\0 1
Es findet ein sogenannter ,,Spinflip“ statt:
Gzl 12) =1 12)
ol l2) =112)
% ¢, ist fiir j =z, y, z hermitesch und auflerdem unitir mit (6,) —1 = 6.
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4.9. BEISPIELE ZU SPIN-1/2-SYSTEMEN

#* Spin in Richtung von 7 = (ng,ny,n.) mit 72 = 1:

<0 =MNglby +Nyby + N6,

3L

o =

(6n)2 =1

Die Eigenwerte von &,, beziiglich jeder Richtung sind £1.

Vie 4 A2=i

Die Wurzel aus einen Operator (,Betrag®) ergibt kontinuierlich viele Losungen.

4.9 Beispiele zu Spin-1/2-Systemen

4.9.1 Stern-Gerlach-Experiment

A
z

N y

. 1)

Atomofen M
I -
| x
Ag Ag-Atom-Strahl D 1y
(Spin 1/2) )
) abblocken
Blende

Ebene X

Das magnetische Moment des Spins 1/2 lautet:

- Q -

Es gilt g = 2 fiir Elektronen, g, = 2,79 fiir Protonen und gy = 1,7 fiir Neutronen (Q = 0). Wir messen ¢, in

der Ebene X:
A A
z z
° T o, =+1
» »
Y Y
® l o, =—1
Experiment klassisch

69



KAPITEL 4. FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

Aufspaltung

\/
\/

S

/

Aufspaltung in zwei Strahlen

oy: T1

Stern-Gerlach 2

Was messen wir im zweiten Stern-Gerlach-Versuch? Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Messung der
Eigenwerte 1 von 6, im Eigenzustand von 6, zum Eigenwert o, = +1.

|¥) = o, =1)

W(oy =1) = (o, = 1|T)|?

W(o, = ~1) = [(0, = —1|T)?

Die Eigenzustédnde von &, lauten:

0 —i
b=\ o0

v 0)
wen-gna ) -
W(o, = —1) = +

2
Daraus ergibt sich dann (6,) =0, (6y) = 0 und (6,) = 1. Der Winkel ¥ gegen die z-Achse lautet:

A
w T
n

1 : »
90° 180° U
In welchem Zustand befindet sich der Ag-Spin nach Verlassen des Ofens? Ein Zustand wird beschrieben durch
einen zweikomponentigen Vektor:

(3

Der Spin muf} sich in irgendeinem Zustand befinden; dieser ist mir nur unbekannt! Die Mefresultate sind, dafl
man o, = *+1 mit gleicher Haufigkeit finden fiir jede beliebige Orientierung 7. Es resultiert:

(02) = <Uy> =(0.)=0
Aber es muf} sein:

<Ua:>2 + <0y>2 + <‘72>2 =1

70



4.10. SPIN-RESONANZ IM ZEITLICH KONSTANTEN MAGNETFELD B,

4.10 Spin-Resonanz im zeitlich konstanten Magnetfeld EO
A

z

X

Das magnetische Moment M berechnet sich nach:

- _ eh
M:Q.Q.Szi.g

2 2m

~~

mB

Es gilt g = 2 fiir den Spin % Das Bohrsche Magneton berechnet sich nun nach (siehe oben):

eh J eV
= =9,274-107% = =5,8-107° —
2m, ’ T T

123

Der Hamilton-Operator lautet:

H=—M-By=ps-By-6.| By=(0,0,Bo)
Die Eigenzusténde sind dann:
E1/2 = FusBo
1 0
1) £ <0> L) 2 (1)
A
E
0
pt5Bo+ Ea|1) =1 12),
1
0__ —_—
1
—psBo Er2) =1 12),
0

FEin beliebiger Zustand wir beschrieben durch:

w0) 2 (&) =l 1+ Cal L)

(1)) = Cy exp (-if;;t) 11.) + Gy exp (—i%t) L)

Mit welcher Wahrscheinlichkeit mifit man Spin T, | beziiglich x, y, z-Richtung und Zeitabhéngigkeit des Spin-
Eigenwerts (U(t)|5|W(¢t)) = &(t)?
9 [ tsBo
2 (2222
€08 ( h >

.2 MUs By
t
Sin ( h )

W, (00 = %1) = |{o0 = £1[ V(1)) > =
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B
sin? <uBh Ot — Z)

Ws, (0, = £1) = |(0, = £1|(t))]> =

Y

Wir betrachten folgendes Beispiel:
T A | _ RA!
#0) = 1o = 1) = = (1) Iy = 1) = = ()

B B B
(0g) =1 cos® (MB 0t)+(—1)SiH2 ('UB 04) = cos |2H2204

(oy) = sin(wot)

(0,)=0
Der Spin-Vektor lduft mit der Kreisfrequenz wy.
Y ~~. (1)
// N
e N
/ N\
/ \
/ \,
/ \,
/ wot = = \

/ \
/ \
/ \
[ \\

I
| 4R
[ T
| a(t=0) / z
\\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\, /
\, /
\ 7/
N\, /
N 7/
\\ //
So P

Fiir einen beliebigen Anfangszustand ¥(0)) = <gl) gilt:
2

x

Man nennt diese Bewegung Larmor-Prézession. Die Larmor-Frequenz berechnet sich nach:

psBo _ By — Ey
h h

wo = 2
a.) Spin-Vektor nach einer Periode von (6) = &(t), d.h. nach Zeit T' mit Q%T = 2.
U(t)) = Crexp(im)| 12) + Caexp(—im)| | £ = —[¥(0))
Eine Drehung des Koordinatensystems von 7 reproduziert somit NICHT den Spin-Zustand.
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4.11. G-2-EXPERIMENT

Spin —— Interferenz

4.11 g-2-Experiment

Nach der relativistischen Dirac-Gleichung gilt ¢ = 2. Experimentell gilt jedoch:

—9
a=2"2_0,0011596377... = > 4+ ...
2 2T

« ist hierbei die Feinstruktur-Konstante, fiir die gilt:
o — 1 e?
4meq he
¥ Zyklotron-Frequenz:
eB

Me

We =

* Spin-Prézessions-Frequenz:
_eB
o g2m
Diese beiden Frequenzen sind identisch, wenn g = 2 ist. Dabei gibt es folgendes raffiniertes Experiment:
B Papierebene

(@) wenn g = 2
_— e
P
Elektronenstrahl
(spinpolarisiert)

Mittels der Zahl der Umlidufe und der Winkeldifferenz zwischen Flugrichtung und Spin erhélt man g = 2.
Woher kommt g = 27 Feynman (Sakran, Seite 78) beschreibt dies folgendermafien:
Die Energie eines freien Elektrons ist unabhéngig vom Spin!

mit Spin

72 (B =0) 1 7
2p_ > (§-5)2 = b
m 2m 2m

mit B B=0

(ohne Spin)
1 Y 2 1 Y 2

o (7= @A) 2 (7= @A) -5

p und & sind Vektoren und p2, &2 = ¢ und p'- & sind Invarianten.

6; und p; vertauschen:

. OF
[ps, F] = —ih D
(7-@d) o5 .
H= 92 f
2m 2m
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4.12 Spin-Resonanz

A
A - A
z /I'BBO ‘ l> <
144 e S—— C
, —psBy| — Y
B, M Do | 1)
w # wo
B1=0
F(t) = (U ()| (t)
»
Y Y
»/»//B” z d
x B = (Bj cos(wt), 0,0)
* 1.Weg:
B E

[T () = Cy(t) exp (—1hlt> | 1.) + Ca(t) exp (—1;15) [ 12)

Basiszustand, C1(t) und Cs(t) beschreiben die zeitabhiingige Stérung. Wir haben 2 lineare, gekoppelte

Differentialgleichungen 1.Ordnung.
¥ 2.Weg:

Stelle Gleichungen fiir o, (t) = (U(t)|5,|¥(t)) etc. auf und 16se diese OHNE |¥(¢)), d.h. C1(t), Ca(t) zu

benutzen.

Der Hamilton-Operator lautet:
H=M-B= —ppBo - 6, — s By cos(wt)d,

o) = (5). ol + 15 =1
oz (t)
a i

/_/% ~
& O] = (vl [7.0.] 1)
Wir werten zuvor den Kommutator aus:

HULG2] = (1 Bo) 721 2] 44 (1 Bo cos(wt)) 62,2

26,
Man erhélt somit ein System aus Differentialgleichungen:

d
dt
d
dt
d
dt
Man nennt den Ausdruck wp = 2uzB; die Rabi-Frequenz und wy die Bloch-Frequenz. Anstelle eines linear
polarisierten Feldes ||  lege der Experimentalphysiker ein Drehfeld an:

5 (t) = wooy(t)
oy(t) = —woy(t) + wg cos(wt)o,(t)

0.(t) = —wg cos(wt)oy(t)

By, = (Bj cos(wt), By sin(wt),0)

Damit erhalten wir:

d

%% (t) = wooy(t) + wg sin(wt) - o.(t)
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SPIN-RESONANZ

d
dt
d
dt
Dieses kénnen wir in Form eines Kreuzproduktes schreiben:

oy(t) = —woo,(t) + wp cos(wt)o (1)

0, (t) = wg sin(wt)o,(t) — wx cos(wt)oy(t)

O = Qg+ Q1(¢) mit Qp = (0,0, —wp) und Oy = (—wy cos(wt), wy sin(wt), 0)

Durch Q(t) wird die momentane Drehachse beschrieben.

S~

B 1 7é O ,:" U \\\“

Dies ist stationér fiir B; = 0. Daraus folgt dann:
(50)
B(t)
Die Bewegung des Spin-Vektors setzt sich aus zwei Anteilen zusammen:

¥ ,,Schnelle“ Bewegung um z (Larmor)

% Langsame Bewegung (wenn w, < wy) (Rabi-Oszillation)

H-Atom

¢

Es ergibt sich eine Aufspaltung durch ,Pseudo-Magnetfeld“(beide Zustéinde L [Ty, | 1).

1.) Jedes nahezu resonant erregte System 148t sich als Zwei-Niveau-System beschreiben.

2.) Jedes Zwei-Niveau-System ist dquivalent Spin % im Magnetfeld
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Ein rotierendes System (mit dem Drehfeld) wird beschrieben durch:
Ry = 0,(t) cos(wt) — oy (t) sin(wt) Ry = —(w —wo)Ry
Ry = 0, sin(wt) + oy cos(wt) Ry = (w—wo)Ry + wyrRs

R3 = O'Z(t) Rg = —wRRQ

4.13 Storungsrechnung und Anwendungen

Es gibt folgende Niherungsverfahren in der Quantenmechanik:

a.) Quantenmechanisch-Klassische Nidherung
Stationdr=Klassische Physik, Reihe nach &

b.) Schranken fiir Energien

s< Ey<S

c.) Storungsreihe
Die Storungsrechnung nach Schrodinger lautet:
H=Hy+ \V
> Eigenzustand von Hy bekannt
f[0|n>(0) - ET(LO)|”>(O)
%* )\ sei kleiner Parameter
AU ist der Storoperator.
Die Storungsreihe lautet:
In) = |n)©@ + A\jn)® 4. ..
E,=EY + EL + ...

Die Korrekturen erster und zweiter Ordnung sind rekursiv.

AED = O (n| AV |n)(©

Die Korrektur erster Ordnung ist also gerade durch den Erwartungswert von AV, also des Stéroperators
gegeben.

‘I’S)(F) = Z Cn/\I/SJ/) (7)

)

Man nimmt als Basis die bekannten Wellenfunktionen \Ilgf . Die Energiekorrektur zweiter Ordnung lautet:

O AV )2
AE®) = | mit n’ #n
; E® —gP
n X
r & Storung
n — 40 >
0 |

TVerschiebung
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4.13. STORUNGSRECHNUNG UND ANWENDUNGEN

4.13.1 Stark-Effekt beim Wasserstoff-Atom

R ﬁQ 1 62

H= + (—e)o(7)

T 2m dmeg T
Das elektrische Potential fiir £ = (0,0, Ey) lautet:
¢) — Eoz

)\f/éE(ye-z

E sei hierbei der Stor-Parameter. Der Grundzustand wird beschrieben durch:

In=1,1=0,m=0) 2 U10(7) = Rio(r) - Yoo (¥, ¢)

0
E§ )= -R,
Fiir die Korrektur erster Ordnung gilt nun:
AED 20041 0,0, |eEyz|1,0,0,)© = eEy - (0(1,0,0]21,0,0)©

<100|z|1oo>:///qqm(m-z-qfloo(f')d?’r:///\\Ifllo(f’)|2-zd3r=o

gerade

(Siehe auch Auswahlregeln fiir Dipolstrahlung) Wir berechnen die Korrektur 2.0rdnung;:

fiirn’ =2, 3und !’ =1und m' =0

VCESS | (n'I'm’|e B, 2[100) )2
no 0 0
E? —EY

Hier kommen sowohl die gebundenen als auch die Streuzusténde vor. Beispielsweise berechnen wir (210|z[100) ~
ag.

* 0.Ordnung:
C’S’L(t) = 5771,0
* 1.0rdnung:
i / E FEy — hw
R T e

to

|G ()2 = i|< [V]0)? M t? + Anteil von exp (+iwt) ~ t fii Be ¢
- = . pE—y . p (+iwt) ~ ¢ fiir grofe

o _ Em - EO
Wm = Wmo = A
sin(at) 2 00
[} S, (a)
«

Der Anteil zu w +— —w ist nicht relevant. Mit ¢ — oo ist |C,, (£)|? ~ t.
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KAPITEL 4. FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

An dieser Stelle wollen wir eine Rate definieren:

dCn(t) _ 27

~ 9 B B
dt - h ‘<m|V|O>| 5(Em EO h/“u)

FOb—wn =

Man nennt diese auch Fermis Goldene Regel zur Berechnung der Ubergangsintegrale. Die exakte Wellenfunk-
tion lautet:

1 . exp(ikr)
|V ) — \/—Nio exp(ikz) + f(9, F) ————=

Kugelwelle

K|V (7)) = ///Vf')exp k- k)*}di”r

Es handelt sich hierbei (bis aus den Vorfaktor) um die Fourier-Transformierte von V (r): V() mit dem Impuls-
Ubertrag ¢ = k — k. Die Ubergiinge pro Sekunde berechnen sich nach:

2r | 1 ~
7T7V(

2
Fek =7 |y 0 (g — Ex)

Energiesatz,
elastisch

Die Summe der in d2 gestreuten Teilchen ist dann:
ZFEHIZ/ mit k' € dQ
k/

Wir rechnen ein Beispiel mit der -Funktion:
. do
V(F) = ad(F) — V() = a, 0= const.
4.13.2 Frequenzabhingige Polarisierbarkeit eines Atoms

W(t)=e-x- Eycos(wt) = g - x - exp(—iwt) + g - Ey -z - exp(+iwt)
— 'EO (1) Em
[T(t)) =1-exp ( lht) |0) + mz>1 C}) (t) exp 17t |m)

Mittels des elektrischen Dipolmoments d = —e# erhalten wir dann:

B — Eo

<\I/(t)|cf|\11( > (0]d|o) +Z [ t) exp (—iwmt) (0]d|m) + Konjugiert komplexer Anteil} mit w,, = .

t

cW(p) = *ih <m EEO:C] o> / expli(wm — w)t'] dt’

Dei Storung wird adiabatisch eingeschaltet, um das Nicht-Abklingen der ,,homogenen Losung“auszuschalten.
&(t) = &o cos(wt) exp(dt) fiir § — +0 am Ende aller Rechnungen

t

1 . i .
/ = m exp [l(wm — CL))t} exp(5t) = m exp [1(Wm — W)t] eXp((;t)
oo —00 m
Resonanz—Nenner
d(t) ist reell:
= 3 [(mle - 2]0)*- ! + ! €y - exp(—iwt) exp(6t)
E, —Ey—h(w+18) E, — Ey+ h(w +1d)

>
mz1 Komplexes angelegtes Feld

Komplexe Polarisierbarkeit d(w)
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