ZUR KONSERVATIVITAT
VON KRAFTFELDERN

Definition

Professor Nierste hat in seiner Vorlesung zwei Bedingungen angegeben, wann ein Kraftfeld konservativ ist:

F
1.) %—t = 0, also keine direkte Zeitabhéingigkeit des Kraftfeldes und

2) jlg Fd7 =0 fiir alle geschlossenen Wege

Dies ist gleichbedeutend damit, dass rot F verschwindet und F reguléir ist, also keine Polstellen aufweist (bzw.
das Integrationsgebiet einfach zusammenhéngend ist).

Verschiedene Fille

1.) Nichtverschwindende Rotation:

Wir betrachten das Kraftfeld F‘l(m, Y, 2):
R -y
F1 = x

0

Die Berechnung der Rotations fiihrt auf:

 [8,F. - 0.F, 0—0 0
VxF=|0.F,-0,F.|=[0o-0]=[0] #5
0, Fy — O, F, 141 2

Damit sind keine weiteren Untersuchungen notwendig; das Kraftfeld ist aufgrund der nichtverschwindenden
Rotation nicht konvervativ. Die Berechnung des Potential scheitert:

ou

(fTifyiU(x,y):/*ydx:fxy+0(y)
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Dies ist ein Widerspruch, da die Funktion C(y) nur von y (aber nicht von z) abhéngen darf.

2.) Verschwindende Rotation
a.) Kraftfeld an allen Punkten (z,y, z) definiert/regulér (Menge einfach zusammenhingend)
. zexp(—(2? +y?))
Fy = — | yexp(—(2? +17))
0

Wie zuvor berechnen wir die Rotation:

0-0
V x By = — 0-0 =
yexp(—(z® +y?)) - (—2z) — wexp(—(z* + ¢?)) - (—2y)
0
- 0 -G

—2xy exp(—(2® + y?)) + 2zy exp(—(z* + 3*))

Das ist schon einmal gut. Da auflerdem das Kraftfeld aus reguliren Funktionen zusammengesetzt ist,
besitzt es den einfach zusammenhéngenden Definitionsbereich R3. Das Kraftfeld ist also konservativ.



b.)

Kraftfeld an endlich vielen Punkten nicht definiert/singulér
Hier betrachten wir das schon aus dem vorletzten Blatt bekannte Kraftfeld

Erneut berechnen wir die Rotation:

= 1 —2yz + 2yz
VxFy=——n—r—— | 222+222| =0
’ (22 +y? + 22) —2xy + 22y

Also verschwindet die Rotation. Das Problem ist jetzt, dass das Kraftfeld im Ursprung (0,0,0) nicht
definiert ist. Das Kraftfeld ist kugelsymmetrisch, also kann dies durch Einfithrung von Kugelkoordinaten
x =rsindcosp, y =rsindsiny, z = rcos v gezeigt werden:

rsin ¥ cos ¢ 1 sin ¢ cos ¢
F3=— [ rsindsing | = - | sindsing
T
rcos v cos

Fiir » — 0 (also den Ursprung) nehmen alle drei Komponenten einen unendlich grofien Wert an.

Der Definitionsbereich R? \ {07} ist jedoch (entgegen meiner urspriinglichen Meinung) trotzdem einfach
zusammenhéngend, da sich ein Weg um den Ursprung doch zu einem Punkt zusammenziehen lésst, indem
man ihn auflerhalb der Ebene, die durch den Ursprung geht, zusammenzieht. Dies ist moglich, da die
Menge ja dreidimensional ist. Da die Erkldrung euch wahrscheinlich zu fadenscheinig vorkommt, kann
man auch das Wegintegral entlang eines geschlossenen Weges um den Ursprung berechnen. Hierbei ist es
(aus funktionentheoretischen Griinden, die ihr nicht zu wissen braucht) unabhéngig, wie man diesen Weg
wéihlt, man wéhlt also einen besonders einfachen, ndmlich einen Kreis um den Ursprung mit Radius 1.

. 2 (cos(yp) —sin(p) 2
W:/F(F)drzo/ sm(ggo) . coso(<p) d(p:O/Odapzo

Dies gilt fiir alle Wege, die den singuldren Urpsrung einschlieffen (und wegen VxF= 0) sowieso fiir alle
anderen Wege aufierhalb des Ursprungs. Damit ist dieses Feld konservativ und das Potential resultiert aus
folgender Uberlegung:

9 .1 x _ 1 2, .2, .2

Q.. Y C(y,2) 1 y 9C(y,2) _

oy _x2+y2+z2+ Ay _a:2—|—yQ—i—22:> oy =0=0=C()
Q. . z 0C(z) 1 z 00(z) _
8zU_x2+y2+z2+ Oy _:zcz—kyz—kzz:> dy =0=00)=C
Also gilt:

1
U(x,y,z):iln(xQ+y2+22)+C’:ln\/x2+y2+z2+C’:ln|f’|+C’

Kraftfeld an unendlich vielen Punkten nicht definiert/singulér:
Wir betrachten nun zum Schluss das problematische Vektorfeld
1 -y

F’ T e———
4 22 + 2

Vom letzten Ubungsblatt ist uns bekannt, dass vV x ﬁ4 = ¢ ist. Durch Einsetzen von Polarkoordinaten
x =rcosp und y = rsin ¢ zeigt man:

. 1 [~rsine —sinp/r
1= | reosp | = | cosg/r
0 0



Fazit

Fiir r — 0 streben also z- und y-Komponenten des Kraftfelds (unabhingig von z) gegen unendlich. Das
bedeutet, dass die komplette z-Achse eine Singularitit darstellt und aus dem Definitionsbereich entfernt
werden muss. Dieser ist also gegeben durch R\ {z€,}. Dieses Gebiet ist nun wirklich nicht einfach zusam-
menhéngend, da man einen geschlossenen Weg um die z-Achse wirklich nicht an der z-Achse vorbei zu
einem Punkt zusammenziehen kann. Wenn einem das als Begriindung wieder nicht geniigt, berechnet man
wieder das Wegintegral entlang eines Kreises mit Radius 1 um den Ursprung. Vom letzten Ubungsblatt
wissen wir, dass der Wert dieses Integrals gleich 27 ist. Somit ist das Kraftfeld F, nicht konservativ.
Bestiirzend ist, dass jedoch trotzem ein skalares Potential existiert. (Die spontane Rechnung an der Tafel
war also sogar richtig!)
. oUu/ox\ 1 —y
VUe2) = 2000y | = o

z

Durch Vergleich der ersten beiden Komponenten folgt:

oUu y _ z
it :s/Ud:cf arctan<y>+f(y)

Differenzieren wir U nach y, so folgt:

o 1 oz oy N~
w = mr ) =m0

Damit gilt f'(y) = 0 und f = C(z). Dazu jedoch die partielle Ableitung nach z verschwindet (dritte
Komponente), so hiingt die Funktion f auch nicht von z ab und ist damit nur eine Konstante. Damit
erhalten wir schlussendlich (durch Beriicksichtigung des Konventionsminuszeichens):

U(z,y, z) = arctan ($> +C
Y

Die Existenz eines Potentials reicht also wirklich nicht fiir die Konservativitét. Das ist schon krass, weil es eigentlich
in allen Biichern, die ich habe, so steht. Professor Nierste meinte auch, dass dies in vielen Biichern falsch dargestellt
wird. Also wiirde ich sagen, ihr richtet euch wirklich nach der Definition der Vorlesung;:

1.) Héngt F von der Zeit oder der Geschwindigkeit ab? Wenn ja, ist das Feld nicht konservativ und man ist sofort
fertig. Ansonsten ist wie folgt vorzugehen:

2.) Berechnung der Rotation von F

Ist F # 0, so sind keine weiteren Betrachtungen notwendig. Das Kraftfeld ist auf jeden Fall nicht konservativ.
Gilt F = 0, so wird zum néchsten Punkt iibergegangen.

3.) Untersuchung der Regularitét des Kraftfeldes

Ist der Definitionsbereich des Kraftfeldes der ganze R3, so ist man fertig und hat die Konservativitit des
Kraftfeldes gezeigt. Gibt es Polstellen (Singularitéten), geht man zum néchsten Punkt.

4.) Berechnung des Wegintegrals entlang eines geschlossenen Weges um den singulidren Punkt

Hier ist es ausreichend, den einfachsten Weg, nédmlich einen Kreis mit Radius 1 um die Singularitdt zu wéhlen.
Verschwindet das Integral, so ist das Feld konservativ, andernfalls nicht.

5.) Berechnung des Potentials (falls verlangt)



