VERSCHIEDENE PROBLEME TEIL I

Aufgabe 3
a.)

Die Bewegungsgleichung des Systems ergibt sich aus der LAGRANGEfunktion £ = %mF —
der LAGRANGEgleichung;:

e
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2% zu berechnen, ist hier kein Problem; dies ist einfach mr. Was ist jedoch %—ﬁ? Dies ist nichts anderes als der
érradient von L. Um diesen auszuwerten, betrachten wir zunéchst den allgemeinen Fall einer Funktion f, die
von r abhéngt, wobei man bedenken muss, dass r gegeben ist durch r = /2% 4+ 23 + 23 und 7 = (z1, z2,23)7.
Zuerst berechnen wir:

or(xy,xe,23)  O\/ai+a3+a3 x; z;
Ox; Ox; Vai+axi+a3

Nun kommen wir zum Gradienten, wobei wir uns vorerst mit der i-ten Komponente begniigen:
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or ox; r

Dies ergibt sich mittels der Kettenregel. Verallgemeinert auf alle drei Raumkomponenten gilt:
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Dieses Ergebnis sollte man sich merken. Damit folgt nun:
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L G2 T__a.
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Damit folgt die Bewegungsgleichung;:
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Die zeitliche Ableitung des LENZschen Vektors kann man auch folgenderweise (anders als in der Musterlgsung)
berechnen:
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Ausgenutzt wurde hier die Bewegungsgleichung. Nun beachtet man 7= ré,., L = L&, und p= mf; o
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Ausgenutzt wurde hier, dass die Einheitsvektoren der Polarkoordinaten ein Rechtssystem bilden. Dann gilt
nédmlich €, x €, = €3, €, X €; = €. und €, x €, = €&,.

c.)

Wir machen eine TAYLORentwicklung der transformierten LAGRANGEfunktion L(7 + 67,7 + 67,t) und den
wEntwicklungspunkt® (7, 7, t):

L7+ OF, 7 + 67 t) = L(7,7,t) + %(ﬂ 67 — ) + %(# 07 — ) + O((67)?, (67)%) =
T
= o7t + Lsia %57 v 0((672, (67?)
or or



Da es sich um eine infinitesimale (also unendlich kleine) Transformation handelt, beriicksichtigen wir nur die
linearen Terme in §7, 7. Alle héheren Terme (also quadratische, kubische, usw.) werden als vernachlissigbar
betrachtet. Dies ist ein sehr wichtiges Prinzip und sollte fiir kiinftige Vorlesungen im Hinterkopf behalten
werden. (Thr werdet das oft bendtigen, vor allem in Teilchenphysik!) Damit folgt also:

8L = L(F + OF, 7 + 07, t) — L(7, 7)) = z—fér = %ﬁy

Die Behauptung ist nun, dass sich §£ als totale Zeitableitung einer Funktion &(7, 7, t) schreiben lisst, dass also
gilt 6L = %g (7,7, t)e, wobei hier der infinitesimale Parameter ¢ fiir die infinitesimale Transformation steht.

c,i.)
Um nun zu zeigen, dass die angegebene Grofle zeitlich konstant ist, differenzieren wir diese nach der Zeit:

d_d [foLoF df oL oL ., oL ., oL
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c,ii.)

Wir differenzieren die angegebene Grofle nach der Zeit:

d b7 CApe A = (b4
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dt r 72

Was die Zeitableitung von r und (5 - ) ist, miissen wir uns im folgenden iiberlegen. Dabei bedenken wir, dass
7 von x1, Ta, 3 abhingt und die z; wiederum von der Zeit ¢, dass also r = \/z7 + 23 + 23 und x; = z;(t) gilt.
Damit erhalten wir:

dr(t) d\/xl 24+ xo(t)? + x3(t)? 1
dt dt 2\/1;1 21 25(1)2 + 23(t)3
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Hierbei haben wir die verallgemeinerte Kettenregel ausgenutzt:
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Damit folgt also:

d ( w) _ B G _ r i (- )
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Mit %@ = — 57 und % = mi ergibt sich:
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An dieser Stelle ersetzen wir nun m# mittels der Bewegungsgleichung durch —-%7, wobei wir % als Skalar aus
dem Vektorprodukt herausziehen kénnen. Auflerdem beachten wir, dass das Vektorprodukt antikommutativ

ist, dass also @ x b=—-bxd gilt:

5L = e%é‘[m (bx 7)) = %57%15# 7D = e [r2(5-7) — (7 F)(b- F)]



Benutzt wurde hier die ,,bac-cab-Regel® @ x (b x &) = b(@- &) — &@- b), die ihr euch unbedingt merken solltet,
besonders fiir Theoretische Physik C! Nun leiten wir noch mittels der im ersten Aufgabenteil angegebenen
Formel die Erhaltungsgréfie I her, wobei wir auch wieder die ,,bac-cab-Regel“ berticksichtigen:
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