VERSCHIEDENE PROBLEME TEIL IV

Aufgabe 1
a.)

Die PoissoN-Klammern wurden in der Vorlesung folgendermaflen definiert:

0A 0B 0A OB
A B} =
(4.5 Zk: (an p.  Opk 5%)

Dies kénnen wir auch folgendermaflen schreiben:
{A,B} =V,AV,B ~ V,AV,B
Nun berechnen wir die benotigten Terme:
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Hieraus folgt also {72, p } 47

b.)
Gegeben ist die HAMILTONfunktion H und die z-Komponente des Drehimpulses:

P2 1 2.2
- =5 + 2mw07’ und L, = ryp, — 7.py

Wir gehen so vor wie zuvor:

ﬁrH = mwgf und V,H = D

m
. 0 0
VoL, = | p- und VL, = | —r,

—Dy Ty
Hieraus ergibt sich dann:
, Ty 0 1 [P= 0 , 1
{H, Ly} =muwgy | ry | - | —72 | — m py || P2 | =mwg(—ryr. +121y) — E(pypz — P:py) = @
T Ty V2 —Dy

Man kann dies auch mit den Rechenregeln der PorssoNklammern erhalten. Zuerst nutzen wir Linearitit aus:

Pl P P 15, L 50
{HvLa:}: %+§mw0r7rypz_rzpy = %arypz - %7szy + §mw0r7rypz - §mw0r,rzpy =
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Weiterhin ergibt sich unter Ausnutzung der Produktregel (und wieder der Linearitét) fiir die einzelnen Terme:
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Analog folgt {p?, TPy} = 2p.Dy.
3
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Auch hier gilt analog {7%,7.p,} = 2p.p,. Damit folgt auch hier wieder {H, L,} = 0. Hier ist es doch wohl
geschickter, die direkte Definition der PoissoNklammern zu benutzen.

Aufgabe 2
a.)

Wir berechnen fiir diesen speziellen Fall mit A= (=By,0,0)T den HAMILTONoperator:

1 Do + %By
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Kommen wir nun zu den HAMILTONschen Gleichungen:
oH . q oH -,

— =qund — — =

ap 1 og "

Komponentenweise Auswertung ergibt sechs Gleichungen:

oH 1 OH _py OH _p:
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Die sechs Gleichungen lauten nun:
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Pz = 07 Dy = *E(pm + Dy)v Pz = 0
b.)

Wie kénnen wie nun diese gekoppelten Differentialgleichungen 16sen? Das Verfahren hier ist, bestimmte Glei-
chungen noch einmal nach ¢ abzuleiten und dann eine andere Gleichung einzusetzen. Durch Differentiation der
dritten Gleichung und anschlieBendes Einsetzen der sechsten folgt:

s=2 o=zt =a-t+b
m

Das Teilchen vollfiithrt in z-Richtung damit eine gleichférmige Bewegung. Weiterhin ist aus den Gleichungen
pr = 0 und p, = 0 ersichtlich, dass sowohl die z- als auch die z-Komponente des Impulses Erhaltungsgréfien
sind, sich also zeitlich nicht &ndern. Durch Ableiten der zweiten Gleichung und Einsetzen der fiinften ergibt
sich nun weiter:

. py D
y= = —W(px + Dy)

In der Aufgabe war angegeben, dass die Bahn des Teilchens eine Schraubenlinie ist. Dabei handelt es sich um
eine periodische Bewegung, weshalb der Ansatz y(t) = A cos(wt + ¢) + B sinnvoll ist. (Moglich wére natiirlich
auch y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt) + C oder y(t) = Asin(wt + ¢) + B. Dann ist nur die Phasenverschiebung ¢

anders festgelegt.)

y(t) = —Awsin(wt + ) und §(t) = — Aw? cos(wt + )



Durch Einsetzen in die Differentialgleichung folgt:

D D? D? D? D D?
—Aw? cos(wt + @) = — 3P WAcos(wt +¢)— WB & (m2 - w2> Acos(wt + ¢) = — 3P WB

Diese Gleichung ist fiir beliebige ¢ nur erfiillt, wenn:

D? D D?
— —w?*=0und —

S -2 B=0
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Hieraus folgt:

D? D ¢B D m? p.
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Wir kénnen nun y(¢) in die erste Gleichung einsetzen, woraus @(t) folgt:

. D . ¢B B B . B B
z(t) = P —y = Po 1 92 A cos (qt + gO) + 27 oot (_pc) =27 fcos (qt + go)
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Durch Integration erhalten wir z(t):

z(t) = Asin (th + cp) +C
me

A, ¢ und C sind Konstanten, welche durch Anfangsbedingungen festgelegt sind.

Aufgabe 3

a.)

Die Zwangsbedingung ist gegeben durch F(z,2) = Cz? — z = 0. Die LAGRANGEgleichung erster Art lautet
nun:

mi = Fypys + AVF

—

Fphys ist die duBere physikalische Kraft (also nicht die Zwangskraft), die auf das System wirkt. In diesem Falle

ist es die Gravitationskraft Fpn,s = —mge,. Damit folgt:
x 0 2Cx
m|y| = 0 +Al O = |mi =2C\x und’mé:—mg—)\‘
z —mg -1
Die zweite Gleichung l6sen wir nach A auf und erhalten A\ = —mg — m2. Mit # = 2Cz# und 2 = 2032 + 2Cz#

erhalten wir:

mi = 2C x = 2C [—mg —2mCi% — ZmC’xfé] - x

& = —20gx — 40%#*x — 40%0% |

Prinzipiell kénnen wir noch nach & auflésen.

b.)
Fiir kleine 2 kénnen wir alle quadratischen und héhren Terme vernachlissigen, also 422 und 22%, womit folgt:
& = —2Cgx. Dies ist die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators und besitzt die allgemeine Losung;:

x(t) = Acos(wt + ) mit w = /2Cg

Wenn man dies nicht weifl, macht man wieder den Ansatz A cos(wt + ¢).



c.)

Die kinetische und potentielle Energie ist gegeben durch:

T= %(xz +3?) = %(xz +4C?2%3%) und V = mgz = mgCx?

Damit ergibt sich die LAGRANGEfunktion:

L=T-V= %(3?2 +4C%*2%3?) — mgCa?
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% m(1+ Cm)x:dtai mi + A4mC°x“ & + 8mC*zi
a—ﬁ = 4mC?zi? — 2mgCx

or

Daraus ergibt sich folgende Differentialgleichung:

d

—% — % = mi + 4mC?xi? + 4mC? 25 + 2mgCx

dt 9z  Ox

(& +4C%2d? + 4C%2%5 + 290z = 0

Dies ist natiirlich dieselbe Differentialgleichung aus Aufgabenteil a.)!

d.)
Wir erhalten fiir den kanonischen Impuls:
] P
=~ =m(l+4C%*)i =& =
P= 9 m(l+ )t = m(1l+ 4C2%x2)

Damit koénnen wir die HAMILTONfunktion ausrechnen:
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Aufgabe 4
a.)

Das System lésst sich geschickt durch Kugelkoordinaten beschreiben:

Rsin cos ) cos ¥ cos @) — sin ¥ sin @
Z= | Rsindsiny | und & = R | cos ¥ sin @ + sin 9 cos o
7 cos ¢ — gin 9

Damit erhalten wir die kinetische und potentielle Energie:

7=t M2 g2 4 22) =

2 _
5 +mgCx” =

2m(1 4 4C2%x2)

+mgCx?

2 2
= %RQ cos? ¥ cos? )% — 2 cos ¥ sin ¥ cos @ sin @l + sin? O sin? pH?+
+ cos? ¥ sin? o2 + 2 cos ¥ sin ¥ cos ¢ sin @I + sin® ¥ cos? pp? + sin’ 19192}
= %RQ _(sin2 © + cos? ) cos? ¥0? + (sin? p + cos? @) sin? 92 + sin? 79192}
m

= —R? _(COSQ ¥ + sin? 9)9? + sin? 199b2} = %RQ [192 + sin? 19(@2}

V =—mgz=—mgRcos¥

L=T-V= %RQ [192—1—511121%)2] + mgRcos?¥ mit w = ¢




b.)
Wir berechnen die Bewegungsgleichung fiir 9:
oL doL

P 2,9 2y
59 mR*Y = — T mR2J
gg = mR?w?sin 9 cos ) — mgR sin 9

Y = w?sind cos — %sinﬁ

c.)

Aus ¥ = const. folgt ¥ = J = 0 und wir erhalten folgende Bestimmungsgleichung fiir 9

0 =sin?d [wzcosﬁ — %}

Aus sind = 0 folgt ¥ = 0 oder ¢ = 7. Eine weitere Losung folgt aus:
2 9 _ _ g
w” cos ¥ — B= 0 = ¥ = arccos (W)

Diese Losung existiert jedoch nur fiir w > /%, da |cos(x)| < 1.

Aufgabe 5
a.)

Das Funktional der Laufzeit T" des Lichtes ist gegeben durch:

1+ﬁ

Ty
d Vity?de 1
Tlz,y,y / ° / 2 *E/\/1+y’2\/1+/6’ydx

Damit miissen wir F(z,y,y') = v/1 + y21/1 + By untersuchen.

OF y/ d 8f y/2y//
= V1 t+By= = V1+ [ "V1+ By + }
Ay 14y dz oy’ (1+y72)2 YT 4 \/1+ﬁ
oF Ié]
P — 1 + 27
y Y 21+ By
Aus der LAGRANGEgleichung ergibt sich folgende Differentialgleichung;:
ﬂ y/2y// 1 |: y ﬂy/2 :|
V1+y? =- 1+ 8y + ——= 1+ By + s—F—=
Vot m T Gy Tt AR Y W S Ty By
Wir multiplizieren mit (1 + 52)% /T + By und vereinfachen:
p p
(1 + y/2)2 (1 +5y) [ /2y// _|_y 4 y/2y//] (y/Q + y/4) 5

Daraus erhalten wir schlie3lich:

4D = By = (805 y®) = 20+ )y




b.)
Da x nicht explizit in F' auftaucht, gibt es eine Erhaltungsgréfie analog zur Energie, die folgende Form besitzt:

oF ,
ay? F=¢

12

1y+ y/2 — /1 + y/2

!
7%@/,2\/1+ﬂyy’—\/1+y’2\/1+6y=0=>\/1+ﬂy

Wir erhalten damit folgende Differentialgleichung:
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c.)

Mit der Probefunktion y(z) = yo + C(z — x¢)? (und 3’ = 2C(z — x¢)) erhalten wir:
1+ Byo + BC(x — x9)* = D+ D - 3C*(z — x0)?

Durch Koeffizientenvergleich beider Seiten folgt:

BC =4C?-Dund 1+ Byy = D

Setzen wir D in die erste der beiden Gleichungen ein, so erhalten wir eine Bedingung zwischen 3, C' und
yo: B = 4C(1 + Byp). Die beiden anderen Gleichungen folgen aus den Randbedingungen Z, = (0,0) und

Ty = (T, Yp):

’%-FCSE(?):UUHd Yy = yo + Czy — 30)°

Aufgabe 6
a.)

Wir verwenden Polarkoordinaten:

T COS @ 7 COS  — T Sin Y
Z=|rsing | = &= |rsinp+rcospp
z z

T=—(@>4+9°+2:*) =
[7*2 cos? p — 27 cos psin @ + 12 sin? pp? + 72 sin? ¢ + 21 sin @ cos p + 12 cos? pP? + 22] =

SRR

[7*2 (0052 ¢ + sin® <p) +r2p? (sin2 ¢ + cos? go) + 22} = % [7;2 +r2p? + 732]
Damit folgt:
m

L= [P+ +22] - U(r,2)

Daraus erhalten wir:

Damit ist L, = mr2¢ erhalten. Dies folgt daraus, dass das Potential und damit auch £ nicht von ¢ abhiingt.



b.)

Findet man eine infinitesimale Transformation (ér,dp,02), unter der die LAGRANGEfunktion invariant ist
(welche diese also nicht &ndert), so gilt nach dem NOETHERtheorem:

dFf d 8£6+8£6 +8£5Z

— = — | —or _ _—

at at lor " T e T Bz

F hangt also nicht von der Zeit ab und ist damit eine Erhaltungsgroie. Da das Potential U und damit auch
L nicht vom Winkel ¢ abhéngt, &ndert eine Transformation der Form (o7, dp,dz) = (0,e,0) die LAGRAN-
GEfunktion nicht. Damit gilt:

— = const.

=0 = —
dt 9¢ — Pe ¢

Damit ist p, = mr?¢ erhalten.



