LOSUNGSVORSCHLAG ZUM UBUNGSBLATT NR.8

Aufgabe 21
a.)
Wir gehen aus von der Heisenbergschen Ungleichung
ihA = [A, H], (1)
und berechnen die benétigten Kommutatoren:
[a, H] = [a, Ho] + [a, H1] = hw(a, a'la + hgo_[a,a'] = hwa + hgo _ . (2)

Als niichstes miissen wir die Kommutatoren mit oy berechnen. Unter Verwendung der (ansonsten so nicht
iiblichen) Definition

o Fio
Ty (3)

04+ = 2 ;

erhalt man:

1 1 z F1
7220.] = 3102021 gil0y.0.] = —io, F 0, = ko, o, = 2 (51 ) = 20, (4)
und
i —i 1 1
[o4,0-]= i[am,ay] + I[ay,am] =502~ 505 = ~0;. (5)

Damit kénnen wir die benotigten Kommutatoren berechnen:

1
[0—7H} - [U—aHO] + [O——aHl} = 7§hwcg[0——a0—z] + hg[a_,a+]a = thgO'_ + hgo.a, (6)

[027 H] = [UZ>H0] + [027 Hl] = hg[oza U+] + FLg[O’Z, U*]O‘T = —2th'+a + QEQU*CLT . (7)

Hieraus ergeben sich dann die Formeln auf dem Ubungsblatt:

[a(t) = ~i(wa(t) + go_ (1)) | (82)
\d@) = —i(wego_ (t) + go-(t)a(t)), \ (8b)
o.(t) = 2ig(o (H)a(t) — o (t)a(t)). (8¢)

Unter Verwendung von

[aTaH] = [aTaHO] + [aJrle] - hw[afvaja] + hg[aTaU+a] = hwaf[aj’a} + h90+[aT7a] -
— (! + hgo). )

also

o' =i(wa' +goy), (10)
ergibt sich weiter:

n(t) = al(t)a(t) + a' (t)a(t) = i(wa' (t) + goy (t)a(t) —ial (t)(wa(t) + go_(t)) =

~[ig(o+ (Halt) — o_(t)a (1)). (11)




Bemerkung

Die ungewdshnliche Definition (3) wird verwendet, um mit o vom Grundzustand zum angeregten Zustand zu
gelangen:

peen o ()-(9). -

b.)

Was wir benétigen, ist

exp (%Hmf) = exp(iwta’a) exp (—i%tcz) = exp(iwta’a) {cos (%t) —io, sin (%t)} , (13)

und

exp <—;Hot> = exp(—iwta'a) exp (i%toz) = exp(—iwta'a) {COS (%t) +io, sin (wsg t)} . (14)

Damit ist es moglich, den Operator H; im Wechselwirkungsbild beziiglich des ungestorten Hamiltonoperators
Hy zu berechnen:

HII = exp (%HM) Hj exp (—;Hw) =
=hy {exp(iwtafa)a exp(—iwta'a) {cos (%t) —io, sin (%t) } o4 {cos (%t) +io, sin (%t)}
exp(iwta’a)a’ exp(—iwta’a) {cos (%t) —io, sin (%t) } o_ {cos (%t) +io, sin (%t) H .

(15)
Hier verwenden wir die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel:
-~ [A, Bl
exp(A)Bexp(~4) = 3" (4 Bl = B[4, B)y = (4, B, [4, B = [4,[4, B, .. (16)
n=0 :
Mit A = iwtata und B = af folgt
[A,Blo=d', [A B]; =iwtlala,a'] = iwta'[a,a'] = iwta, (17)
[A, Bly = (iwt)?[a’a, [aTa,a']] = (wt)?a’, ... [A,B], = (iwt)"a’. (18)
Somit gilt also:
o0 . n T o0 . n
) t I (iwt)"a’ & (iwt)” )
exp(iwt)a' exp(—iwta'a) = ,;0 o =a ngo = exp(iwt) . (19)
Analog gilt unter Verwendung von [afa, a] = [af,a]a = —a:
i ) 2L (—iwt)"a 2. (—iwt)™ )
exp(iwta’a)a exp(—iwtaTa) = z;) g =a ZO = aexp(—iwt). (20)
Nun miissen wir uns noch um den Spinanteil kiitmmern. Unter Verwendung von
1 1
0,04+ = 5 ([UZ,J:‘:} + {0Z7J:t}) = §(ZF2O—:E) =Fo+, (21)
folgt:
= —io,sin (284) Lo, feos (054 + B¢
= . + 5 io, sin
- weg) oy (550)  {eon (5551) i (*)}
{( t)oy —ioysin 5 4 cos 5 t) +10,sin 5 4
_ e84\ _gin2 (Yer _ 9isin (Y& (7% -
—{ ( t) sin <2t)}a+ 2151n(2t)cos 2 )
= 08(Wegl )04 — i8in(wegt)o4 = exp(—iwegt)o 4 . (22)



Analog erhalten wir:
Ay = {cos (%t) —io, sin (wsgt) } o_ {cos (%t) + io, sin (%t)} =
= { (555t) o= o sin (5520 p{oos (5580) o (250) } =
{(215 o_ +io_sin 2t cos 2t + 10, sin 2t
= {0052 (%t) — sin? (%t) } o_ 4+ 2isin (%t) cos (%t) o_ =

= coS(Wegt)o— + i8in(wegt)o_ = exp(iwegt)o_ . (23)

Damit ergibt sich H; im Wechselwirkungsbild:

HY = hglo,aexp(i(weg — w)t) + o_a’ exp(—i(weg — w)t)] . (24)
Aufgabe 22
a.)
Hier ist im Wesentlichen [ax x, a;r(, ] = Ok xdxax zu beriicksichtigen, was dafiir sorgt, dass jeweils eine von zwei

Summen iiber k und A wegfillt. Dann erhilt man ein analoges Ergebnis zum vorherigen Aufgabenteil mit dem
Unterschied, dass zusétzlich iiber k summiert wird:

Hi(t) = Z Hy(t) = Z hgx {a+ak,>\ exp(i(weg — wi A)t) + O'_CLL)\ exp(—i(weg — wk,,\)t)} . (25)
k,\ K\
b.)
Wir betrachten den Hamiltonoperator
.1_ ].
HO = HFcld + HAtonl ) HFcld = Z hwkak)\ak,)\ ) HAtom = *ihwcgo—z . (26)

k,\

Hrelg beschreibt das freie (nicht wechselwirkende) Strahlungsfeld. aL A0k, x = Nk ist der Anzahloperator. Dessen
Eigenwerte ist die Anzahl der Feldquanten (Photonen) mit Frequenz wy x. Hatom beschreibt das freie Atom
und zwar dessen Spinzustand.

Hy = Z hgk (orax x + aL)\J,) , (27)

kA
beschreibt die Wechselwirkung des Strahlungsfeldes mit dem Atom. oyay  fithrt zur Anregung des Atoms
und Absorption eines Photons (weil ak x ein Photon vernichtet) und a;r( \o— fithrt dazu, dass das Atom unter
Emission eines Photons (aL ), erzeugt ein Photon im Strahlungsfeld) in den Grundzustand zuriickkehrt. gy ist

eine Kopplungskonstante, welche die Stirke der Wechselwirkung beschreibt. Der Stéroperator fiir einen Uber-
gang vom angeregten Zustand |e,ny) zum Grundzustand [g,nk) ist Veg = > 4 hgkcf_alt - Die zugehorige
Energiebilanz ist

E, — Eg - hweg = hwk(ni( - nk) - ﬁweg . (28)

hweg ist zu subtrahieren, weil ein Photon emittiert wird. Der Stoéroperator fiir einen umgekehrten Ubergang
lautet Vye = >°)  figkoiax,\ mit der Energiebilanz

E, — Eg + ﬁ/.ueg = hwk(ni( - ’I’Lk> + ﬁweg . (29)

hweg muss addiert werden, weil ein Photon absorbiert wird. Somit lauten nach Fermis goldener Regel
27 N
Limy = WfIVIOF(Ey — B £+ hw), (30)

die Ubergangswahrscheinlichkeiten:

2
F er—g = —/
77)—)1’7,/ h

> g niclhgio—al y|e, me) 6 (hwie (g, — mac) — hueg) (31)
Kk,



I g—e =
n—n’

27
- > ey muclhgieo  axe xlg, mac) 126 (hwne (nie — mac) + heweg) - (32)
KA

Unter Verwendung von

o_aL/\|e,nk> =V +1lg,ne + 1), oraxalg, ne) = vrkle,ne — 1), (33)
ergibt sich:

(g, niclo—af yle, n(k))|* = (i + 1)d(nj — mc — 1), (34)
und

[{e, nicloaxalg, mae)|* = micd (nje — i +1) . (35)
Man erhélt somit

[emg =2m Zgﬁ(nk + 1)0(wk,x — Weg) » (36)

nen kA
wobei die 1 die spontane Emission und ny die stimulierte Emission beschreibt. Fiir die Absorption folgt:

T g—e = 2 Zginké(weg - wk)\) . (37)

’I’U—)nl k7A

Wir kénnen die Summe nun noch in ein Integral umschreiben. Betrachten wir dazu ein eindimensionales System
der Lange L mit periodischen Randbedingungen, also ¥(z) = ¢¥(x + L).

exp(ikz) < exp(ik(z + L)) < exp(ikL) Z1= exp(2win), ne€Z. (38)

Damit erhilt man

2
kL:Qm;»k:%n. (39)

k ist also quantisiert im Abstand von Ak = 27 /L. Lassen wir die Linge L gegen Unendlich gehen, so wird k
kontinuierlich und wir kénnen die Summe iiber k£ durch ein Integral ersetzen:

Ak L Lo . L L
Z,ZE,%ZAk‘%Q.%/dkfg/dk. (40)
kA kA kA

In drei Dimensionen folgt dann analog:

L3 3 L—oo \% 3 Vv 2
Z:WZ(M) %Q.Q/dkzm/dkk /dQ. (41)
kA

kA

Die zusitzlichen Faktoren 2 kommen von der Summe iiber die beiden (physikalischen) transversalen Pola-
risationen A der Photonen. Auflerdem ersetzen wir die diskreten Funktionen gy, ax i, aL »> Mk, wi,n durch

ihre kontinuierlichen Pendants g(k), a(k), af(k), n(k), w(k). Man erh#lt somit (wobei die 6-Funktion) die
Einschrinkung wi x = c|k| = we, liefert:

w2
Fj:fj, = % dQ/dk k2g(k)%(n(k) + 1)5(w(k) — weg) = 2775:; /ng(k)Q(n(k) +1), (42)
wiV
rng:;/ = % dQ / dk k*g(k)*n(k)d(w(k) — weg) = 2;503 / dQ g(k)*n(k). (43)




Aufgabe 23

Wir setzen die angegebenen Darstellungen des elektrischen und magnetischen Feldes in den Kommutator ein
und beachten, dass wir in beiden Summen unterschiedliche k und A wihlen:

[Ex(r), By(r)] = % Z V 2w hwiek x (akyA exp(ik - r) + aL)\ exp(—ik - r)) )
KA

| 2mhe? h 2
The "X e \) ak/ aexp(ik’-r) + ak, B exp(—ik’ - )) . (44)
k’ Y

Wegen der Linearitdt des Kommutators, also
LD AR S yCAA] )
mit beliebigen Operatoren 5, IA), én, ﬁn und a, b € C folgt:

[Ez(r),By(I‘l)} = 2mhe Z Z A / ek )\ k X €y’ )

kA k7, )\

[aC,bD] = ab[C, D],

X [ak rexp(ik - r) + aL y exp(—ik - r), aw v exp(ik’ - ') + al, y exp(—ik’ - r')] =

277710 .
= 1 / (ex,))zlkz(ex\)z — ku(exn):] {laxx, aw ] exp(i(k - v + k' - 1))
k RY

+[ax., al, wexp(i(k-r—k 1)) + [aL)\,akv\l} exp(—i(k-r+ k' 1))
ol oy Jexp(—ilk K x)) (46)

Unter Verwendung der Vertauschungsrelationen

[axexs aer x] = [af 5 afs ] =0, (47a)

[ak)\, GL,)\,] = 5k,k’5)\7/\’ 5 (47b)

folgt dann weiter:

) 27771

[Ex(r), By( 2(ex )z — kz(ex):] {exp(ik - (r — 1)) —exp(—ik- (r —1'))} . (48)

k,)\

ep fir A = {1,2} sind die transversalen (physikalischen) Polarisationen des Photons. W&hlt man als Aus-
breitungsrichtung der Photonen die z-Achse, also k = (0,0, 1)7, so sind die beiden transversalen Polarisations-
vektoren durch zwei Vektoren gegeben, welche die Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung (in diesem Falle
die z-y-Ebene) aufspannen. Man kann prinzipiell zwei beliebige linear unabhéngige Vektoren in der z-y-Ebene
wéhlen, der Einfachheit halber sollen diese auch noch senkrecht aufeinander stehen. Dies erreicht man mit der
Standardbasis

1 0
€k,1 = 0 y €k 2 = 1 . (49)
0 0

Es gilt somit (ex x)z(ek,r), = 0 fir A =1, 2 und (ek,1(ex,1) = 1 bzw. (ex2(ex2) = 0. Damit kann man die
Summe iiber A = 1, 2 ausfiihren.

Mit einer Substitution k — —k fasst man beide Terme zusammen und schreibt dann &, als —i mal der Ableitung
nach z, die auf exp(ik - (r — r’)) wirkt:

[Ex(r), B,(r") _ Amh Z k.exp(i(k-(r —1')) = —i47rhc% Z explilk- (r—1'))] p . (50)



Fiihrt man nun den Grenziibergang L — oo (analog zur Aufgabe 23) durch, so wird k kontinuierlich und wir
kénnen die Summe durch ein Integral ersetzen und die Definition der kontinuierlichen §-Funktion verwenden:

3
[E.(r), B,(r)] = —i47rhc% ( / (gﬂl)f exp(ik - (r r’))> = —i47rhc%5(3)(r —r) =

= ‘ —2ihcd(x — 2" )o(y — y')d' (2 — 2'). ‘ (51)

Aufgabe 24

Ist die Information iiber ein quantenmechanisches System nur in der Hinsicht bekannt, dass man weif, mit
welcher Wahrscheinlichkeit py, pa, ..., pm sich das System in einem der durch die Vektoren |1), |2), ..., |m)
beschriebenen Zusténde befindet so handelt es sich um ein statistisches Gemisch. Dieses lasst sich mittels
des Dichteoperators

0= pm|m)(ml, (52)
beschreiben. Da die p,, Wahrscheinlichkeiten sind, miissen diese die folgenden Eigenschaften haben:

Pm =0, mezl- (53)

Kennt man p, lassen sich daraus alle messbaren physikalischen Groéflen ableiten, wie zum Beispiel Erwartungs-
werte von Observablen A

(A) = Sp(e4), (54)
oder Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass sich das System in einem bestimmten Zustand befindet, also
Wigy = (¢lolé) - (55)

Zwei statistische Gemische sind identisch, wenn sie dieselbe Dichtematrix besitzen. Die Zeitentwicklung der
Dichtematrix ist durch folgende Bewegungsgleichung bestimmt:

.. i E, A t) Qaa(t) Qa (t) Qaa(t) Qa (t) E, A(t) _
tho(t) = [H, et)] = ( A B, ) | (gbau) gbfiu)) - (ebau) gbfia)) ' <A*<t> B, > B
— (Eagaa( ) (t)gba(t) Ea@ab(t) + A(t)gbb(t) )
Epopa(t) + A% (t)0aa(t)  Epops(t) + A*(t)0ab(t)

. <Eaé’aa( )+ A*(t) ab(t) Eanb( ) (t) aa(t)>
Eq0ba(t) + A% (t)ous(t)  Epons(t) + A(t)ova(t)
_ ( A(t)oba(t) — A*(t)0an(t) (Ea — Eb)0ab(t) — A(t)(0aa(t) — be(t))) (56)
—(Ea = Eb)opa(t) + A%(t)(0aa(t) — onb(t)) A*0ap(t) — A(t) 0ba () '

Dies fiihrt damit auf die folgenden Gleichungen:

hdaa = A(t)ova(t) — A" (t)0as(t) (57a)

ihop, = A" (t)0ab(t) — A(t)0pa(t) . (57b)

ih@ab = (Ea - Eb)Qab(t) - A(t)(gaa(t) - be(t)) ) (57C)
und

ih@ba = _(Ea - Eb)Qba(t) + A" (t)(gaa (t) - be(t)) . (57d)

Es gilt 0,0 € R und gp, € R. Auferdem ist g, = 0j,. Durch Subtraktion von (57a) und (57b) und mittels
A = Apexp(—iwt), hiw = E, — Ey:

(600 — Ow) = 1060 = 280064 exp(—iwt) — 24705, exp(iwt) . (58)



Wir schreiben Ag in der Eulerschen Darstellung als Ay = |A] exp(i). Nun ist es von Vorteil, gp, = A(t) exp(i(wt—
©)) zu schreiben. Aus (58) ergibt sich dann:

ihd0 = 2|A|A — 2|A|A* = 2|A|(A — A*) = 4]A[iIm(A). (59)

Aus (57d) folgt entsprechend
lhgba = _hwgba + AS exp(iwt)ég, (60)

bzw. mit den obigen Definitionen

ihA exp(i(wt — @) — hwAexp(i(wt — ¢)) = —hwA exp(i(wt — ) + |A| exp(i(wt — ))do, (61)
und somit:
ihA = |Aldp. (62)

Differentiation von (59) nach ¢ und Einsetzen von (62) bzw. Differentiation von (62) nach ¢ und Einsetzen von
(59) fithrt auf

—h2A = 4|A%iIm(A), (63)

bzw.

—h%60 = 4|A|%60, (64)

da dp € R. Zerlegt man nun A(t) direkt in Real- und Imaginérteil, so folgt zunéchst aus (63):

—h?{Re(A) +ilm(A)} = 4|A[*iTm(A). (65)

Da auf der rechten Seite kein Realteil steht, kommt man auf Re(A4) = 0 und somit Re(A) = Cy + Cat. Fiir den
Imaginérteil gilt

Im(A) = — 4'2‘2 Im(A), (66)
also

Im(A) = C3cos(2t) + Cysin(2t), Q= % . (67)
Fiihren wir A(t = 0) = A(0) = Ay ein, so folgt C3 = Im(Ag). Aus (62) ergibt sich

ihRe(A) — hIm(A) = |Aldg, (68)

und entsprechend Re(A4) = 0, also Cy = 0. Analog zu vorher resultiert dann auch C; = Re(4p). Fiir den
Imaginéarteil gilt

—hIm(A) = KO3 sin(Qt) — Cycos(Q)} = |Aldp. (69)
Aus (64) resultiert

_ 2[A]

00 = Dy cos(2t) + Dosin(Qt), £ - (70)
Definieren wir do(t = 0) = dg, so folgt D1 = dgp. Aus (69) erhalten wir
h$d |Aldgo _ deo
Dy = —Im(Ap) = 2Im(A Cy=— =——. 71
2 A] m(Ap) m(Ay), 4 70 9 (71)
Also haben wir alle Konstanten bestimmt und konnen schliellich die Losung angeben:
. . . i . .
Opa (t) = {Re(gba(O) exp(ip)) + ilm(ope (0) exp(ip)) cos(§2t) — 5590 sm(Qt)} exp(i(wt — ¢)), (72a)




Oab(t) = {Re(gab(O) exp(—ip)) + ilm(o.(0) exp(—ip)) cos(2t) + %5@0 sin(Qt)} exp(—i(wt — ), | (72b)

‘ do(t) = doo cos(t) + 2Im(0p,(0) exp(ip)) sin(Qt) . ‘ (72c¢)

0aq und opp lassen sich aus den beiden Gleichungen

Qaa — Obb = 69, Qaa + 0b =1, (73)

zu
1 1
Qaa = 5(1 + 59) y  Obb = 5(1 - 69) . (74)
bestimmen. Setzen wir dg ein, ergibt sich
1
Oaa(t) = 5(1 + 800 cos(Qt)) + Im(0p, (0) exp(ip)) sin(Qt) . (75)

Unter Verwendung von gq4(0) = 1/2 4 1/2099 kénnen wir dies in der Form

0aa(t) = 0aa(0) cos(Qt) + %(1 — cos(2t)) + Im(0pe (0) exp(ip)) sin(Qt) , (76)

schreiben. Dariiber hinaus gilt entsprechend

Opp = %(1 — 800 cos(2t)) — Im(opa (0) exp(ip)) sin(€2) , (77)

und mit gp,(0) = 1/2 — 1/259¢ ergibt sich:

1 . .
on(t) = 0(0) cos(2) + 5 (1 = cos(O)) — T {2y (0) exp(i)) sin(02). (78)
Aufgabe 25
a.)
Zunéchst definieren wir
1 0 0 0
0 1 0 0
|1> - |+a+> 1o ) |2> - |+a _> 1o ) |3> - |_a+> - 1 ) |4> — 17 _> 1o (79)
0 0 0 1
Der Grundzustand ist der Singulettzustand
1
= —(|+-)—|—+). 80
|tho) \@(I )= 1=+ (80)
Wir erhalten die Dichtematrix aus dem dyadischen Produkt dieses Zustands:
- 1
o=o)(Wol = (I + =)+ =N+~ {=+])=
1
= S+ = = = = = [+ =N+ ==+ [} =
0o 0 0 0
1 1fo 1 -1 0
=R =B =R2B+BBY=510 -1 1 o (81)
0o 0 0 0

Wegen 9° = o handelt es sich um einen reinen Zustand. Aquivalent dazu ist Sp(g?) = 1. (Die Bedingung 2% = o
besagt, dass ¢ ein Projektor ist. Die Spur eines Projektors ist gerade gleich Eins.)



b.)

Die reduzierte Dichtematrix ergibt sich durch Bildung der Spur iiber die Zustéinde des zweiten Spins:

~ ~ . ~ 1 1
@f,dJr = O+ 4+ + 04— - = 01,1 + 022 =0+ 3= 5>
/Q\f,df =044, ++04— =013+ 024=0+0=0,
e

Q—,d+ =0 44+ +0-—4-=031+042=0+0=0,

und
Somit gilt
~red _ 1 (1 O)
2\0 1)~
Wegen

1/1 0
~ed\2 _ — ~red

handelt es sich um ein Gemisch und keinen reinen Zustand.



